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一般Gaussian测度Fock空间上
对偶Toeplitz算子的紧性

孙铭浩,邴 迪,李 然
(辽宁师范大学 数学学院,辽宁 大连116029)

摘要:针对一般Gaussian测度Fock空间上对偶Toeplitz算子的紧性问题,先定义对数型

完全平方函数,再通过构造一族函数,利用放缩和乘法算子分解等方法,给出一般Gaussian
测度Fock空间上对偶 Toeplitz算子有界性和紧性的充要条件,从而将Fock空间上对偶

Toeplitz算子的研究方法推广到一般Gaussian测度Fock空间上.
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Abstract:AimingatthecompactnessproblemofdualToeplitzoperatorsonFockspaceswithgeneral
Gaussian measures.Wefirstdefinedlogarithm-typecompletesquarefunctions,andthen by
constructingafamilyofauxiliaryfunctions,andusingmethodssuchasscalingandmultiplication
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0 引 言

记ℂ为复平面,DD为ℂ中单位开圆盘,ℂ上的Gaussian测度μ定义为

dμ(z)=exp
- z 2

{ }2
dV(z)
2π

,

其中V 为ℂ上的Lebesgue测度,L2a(ℂ,dμ)=L2(ℂ,dμ)∩H(ℂ)称为ℂ上的Fock空间,又称为

Segal-Bargmann空间,其中 H(ℂ)为ℂ上的解析函数全体.
考虑ℂ3 上的函数φ:[0,+∞)→[0,+∞),使得φ′(x)>0,φ″(x)≥0,φ‴(x)≥0.由文献[1]知,



ℂ上的一般Gaussian测度μφ 定义为

dμφ(z)=exp{-φ(z 2)}dV(z)
π =exp{-φ(z 2)}dV(z)

π
,

L2a(ℂ,dμφ)=L2(ℂ,dμφ)∩H(ℂ)称为ℂ上的一般Gaussian测度μφ 下的Fock空间[2].
近年来,由于量子力学、偏微分方程的快速发展,使人们对Fock空间上的算子理论越来越感兴

趣.紧性和交换性是算子理论的重要性质,其中解析函数空间上Toeplitz算子和对偶Toeplitz算子的

紧性和交换性问题已成为目前该领域的研究热点,尤其对Fock空间上Toeplitz算子和对偶Toeplitz
算子的研究备受关注.例如:Stroethoff等[3]研究了Bergman空间上对偶Toeplitz算子的代数性质和

谱性质;叶鹏等[4]利用构造函数族、放缩和乘法算子分解的方法,给出了Fock空间上对偶Toeplitz算

子有界及紧的充要条件;Yu等[5]研究了Dirichlet空间上调和符号的对偶Toeplitz算子的交换性,并

给出了两个调和符号的对偶Toeplitz算子乘积为一个对偶Toeplitz算子的有限秩扰动的充要条件;叶

鹏等[6]给出了ℂn 的Fock空间上对偶Toeplitz算子有界以及紧的充要条件;Seip等[1]研究了ℂn 上的

一般Gaussian测度,并研究了在该测度下Fock空间上 Hankel算子的有界性;Yang等[7]给出了

Dirichlet空间上对偶Toeplitz算子可交换的充要条件;文献[8]讨论了Fock空间上两个对偶Toeplitz
算子乘积的有限和的紧性和零积问题;文献[9]研究了Fock-Sobolev空间正交补上对偶Toeplitz算子

乘积有限和的紧性和零积问题,并且对于有界符号,构造了一个符号映射,给出了一个所有有界符号

对偶Toeplitz算子生成的C*-代数相关的短精确序列;Dong等[10]研究了Fock空间上Block对偶

Toeplitz算子的有界性和紧性,并讨论了两个Block对偶Toeplitz算子乘积的有限和的紧性.本文研

究一般Gaussian测度Fock空间上对偶Toeplitz的有界性和紧性.

1 预备知识

通过计算,可得一般Gaussian测度μφ 下的Fock空间的正规正交基和再生核为

‖zk‖2=∫C
z 2kdμφ(z)=∫C

z 2kexp{-φ(z 2)}dV(z)
π =

∫
+∞

0
r2kexp{-φ(r2)}dr2=∫

+∞

0
pkexp{-φ(p)}dp.

令Γφ(k)=∫
+∞

0
pkexp{-φ(p)}dp,显然,Γφ(k)收敛.因此,一般Gaussian测度μφ 下Fock空间的正规

正交基为

ek(z)= zk

‖zk‖= zk

Γφ(k)1
/2,

再生核为

Kz(w)=∑
∞

k=0

zk

Γφ(k)1
/2

wk

Γφ(k)1
/2=∑

∞

k=0

(zw)k
Γφ(k)

.

  设P 为L2(ℂ,dμφ)到L2a(ℂ,dμφ)上的正交投影,对∀h∈L2(ℂ,dμφ),P 可表示为

(Ph)(z)=∫ℂ
h(λ)Kz(λ)dμφ(λ),  ∀z∈ ℂ.

对f∈L∞(ℂ,dμφ),Toeplitz算子Tf:L2a(ℂ,dμφ)→L2a(ℂ,dμφ)定义为

Tf(g)=P(fg),  g∈L2a(ℂ,dμφ).
记Q=I-P,L2(ℂ,dμφ)=L2a(ℂ,dμφ)췍L2a(ℂ,dμφ)⊥,则 Hankel算子 Hf:f∈L2(ℂ,dμφ)→
L2a(ℂ,dμφ)⊥定义为

Hf(g)=Q(fg)=(I-P)(fg),  g∈L2a(ℂ,dμφ).
对偶Toeplitz算子Sf:L2a(ℂ,dμφ)⊥→L2a(ℂ,dμφ)⊥定义为

Sf(u)=Q(fu)=(I-P)(fu),  u∈L2a(ℂ,dμφ)⊥.
当f∈L2(ℂ,dμφ)时,对∀u∈L2a(ℂ,dμφ)⊥∩L∞(ℂ,dμφ),有
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Sf(u)=Q(fu)∈L2a(ℂ,dμφ)⊥,
可知算子Sf 在L∞(ℂ,dμφ)上稠定义.易知对∀u∈L2a(ℂ,dμφ)⊥,有

H*
fu(z)=∫ℂ

f(λ)u(λ)Kz(λ)dμφ(λ). (1)

当f∈L∞(ℂ,dμφ)时,乘法算子Mf:L2(ℂ,dμφ)→L2(ℂ,dμφ)定义为

Mf(u)=fu,  u∈L2(ℂ,dμφ).
当f∈L2(ℂ,dμφ)时,对∀u∈L2(ℂ,dμφ)∩L∞(ℂ,dμφ),有

Mf(u)=fu∈L2(ℂ,dμφ),
可知Mf 在L∞(ℂ,dμφ)上稠定义.易检验∀u∈L2a(ℂ,dμφ)⊥∩L∞(ℂ,dμφ),有

Mf(u)=Sf(u)+H*
f
(u),  Sfu⊥H*

fu. (2)
当f,g∈L∞(ℂ,dμφ)时,一般Gaussian测度下的Fock空间上Toeplitz算子、Hankel算子有如下代数

关系:

Tfg =TfTg +H*
fHg,  Sfg =SfSg +HfH

*
g . (3)

2 对偶Toeplitz算子的紧性

对任意的w∈ℂ及0<s<1,定义函数gw,s和uw,s分别为

gw,s(λ)=(λ-w)exp{φ(z 2)}χw+sDD
(λ),  uw,s(λ)= gw,s(λ)

‖gw,s‖2
.

其中χw+sDD(λ)为w+sDD上的特征函数.
引理1 对任意的w∈ℂ,uw,s∈L2a(ℂ,dμφ)⊥.
证明:只需证gw,s∈L2a(ℂ,dμφ)⊥即可.事实上,对任意的n≥0,有

∫ℂ
λngw,s(λ)dμφ(λ)=∫w+sDD

λn(λ-w)exp{φ(z 2)}dμφ(λ)=

∫w+sDD
λn(λ-w)dV

(λ)
π =∫sDD

(λ+w)nλdV
(λ)
π =0,

即gw,s⊥zn,而{zn:n≥0}为L2a(ℂ,dμφ)的一组基,从而有gw,s∈L2a(ℂ,dμφ)⊥.证毕.
引理2 设f∈L2(ℂ,dμφ),则对任意的w∈ℂ,有lim

s→0+
‖H*

fuw,s‖2=0.

证明:对w∈ℂ,由式(1)可知

H*
fuw,s(z)=∫ℂ

f(λ)uw,s(λ)Kz(λ)dμφ(λ),

从而对任意的z∈ℂ,有

H*
fuw,s(z)=∫ℂ

f(λ)uw,s(λ)Kz(λ)dμφ(λ)≤

∫w+sDD
f(λ)uw,s(λ)Kz(λ)dμφ(λ)≤

‖uw,s‖2∫w+sDD
f(λ)2 Kz(λ)2dμφ(λ( ))

1/2

=

∫w+sDD
f(λ)2 Kz(λ)2dμφ(λ( ))

1/2
,

进而有

‖H*
fuw,s‖22 ≤∫ℂ

dμφ(z)∫w+sDD
f(λ)2 Kz(λ)2dμφ(λ)=

∫w+sDD
f(λ)2∫C

Kz(λ)2dμφ(z( ))dμφ(λ)=

∫w+sDD
f(λ)2 ∑

∞

k=0

λ 2k

Γφ(k
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

dμφ(λ)≤
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∑
∞

k=0

(s+ w )2k
Γφ(k

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

∫w+sDD
f(λ)2dμφ(λ)≤

∑
∞

k=0

1+( )w 2k

Γφ(k
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

∫w+sDD
f(λ)2dμφ(λ).

易证 ∑
∞

k=0

(1+ w )2k
Γφ(k

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

收敛,因此,由f∈L2(ℂ,dμφ)可得∫w+sDD
f(λ)2dμφ(λ)→0(s→0+).

证毕.
引理3 设f∈L2(ℂ,dμφ),则对任意的w∈ℂ,有 f(w)=lim

s→0+
‖Sfuw,s‖2.

证明:对任意的w∈ℂ,有L2a(ℂ,dμφ)=L2(ℂ,dμφ)∩H(ℂ),根据式(2)知

Mfuw,s=Sfuw,s+H*
fuw,s,  Sfuw,s⊥H*

fuw,s,
于是

‖Mfuw,s‖22=‖Sfuw,s‖22+‖H*
fuw,s‖22.

由引理2可知,对∀w∈ℂ,有

lim
s→0+
‖Mfuw,s‖22=lim

s→0+
‖Sfuw,s‖22.

所以为证结论成立只需证对任意的w∈ℂ,下式成立即可:

lim
s→0+
‖Mfuw,s‖22=lim

s→0+

∫λ-w <s
f(λ)2 λ-w 2exp{φ(λ 2)}dμφ(λ)

∫λ-w <s
λ-w 2exp{φ(λ 2)}dμφ(λ)

= f(w)2.

  定义1 对任意的w∈ℂ及0<s<1,∃K≥0,满足

exp{-φ[(s- w )2]}≤Kexp{-φ[(s+ w )2]}
的函数φ称为对数型完全平方函数.

定义1中的不等式可通过两边取对数的方式进行比较,而自变量构成完全平方式的形式,因此命

名为对数型完全平方函数.
下面引理说明一般Gaussian权函数是对数型完全平方函数.
引理4 若函数φ:[0,+∞)→[0,+∞),满足φ′(x)>0,φ″(x)≥0,φ‴(x)≥0,则函数φ是对数

型完全平方函数.
证明:对于函数φ,由单调性易证对任意的w∈ℂ及0<s<1,存在K,使得

0≤exp{-φ[(s- w )2]}≤K,

0≤exp{-φ[(s+ w )2]}≤exp{-φ[(s- w )2]}.
对固定的w,s,有

lim
w→∞
exp{-φ[(s+ w )2]}=lim

w→∞
exp{-φ[(s- w )2]}=0.

要证存在M>0,使得

0≤exp{-φ[(s- w )2]}≤Mexp{-φ[(s+ w )2]},
即证存在M>0,使得

exp{-φ[(s- w )2]}
exp{-φ[(s+ w )2]}≤M,

即exp{φ[(s+ w )2]-φ[(s- w )2]}≤M.令

f(w )=exp{φ[(s+ w )2]-φ[(s- w )2]}, (4)
将式(4)两边对 w 求导得

f′(w )=exp{2w φ[(s+ w )2]+2w φ[(s- w )2]}.
显然,f′(w )≥0.所以f(w )(w∈ℂ)单调递增,因此0≤f(w )≤1.证毕.

下面继续完成引理3的证明.
令B(w,s)={λ∈ℂ:λ-w <s},并注意到0<s<1,则有下列不等式:
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μφ(B(w,s))=∫λ-w <s
dμφ(λ)=∫λ-w <s

exp{-φ(λ 2)}dV
(λ)
π ≤

exp{-φ[(s- w )2]}∫λ-w <s
dV
(λ)
π =exp{-φ[(s- w )2]}s

2

2=

K
s2exp

{-φ[(s+ w )2]}s
4

2 ≤
K
s2∫λ-w <s

λ-w 2dμφ(λ), (5)

式(5)最后一个不等号成立是由于

∫λ-w <s
λ-w 2dμφ(λ)=∫λ-w <s

λ-w 2exp{-φ(λ 2)}dV(λ)
π ≥

exp{-φ[(s+ w )2]}∫λ-w <s
λ-w 2dV(λ)

π =

exp{-φ[(s+ w )2]}s
4

2.

从而有

∫λ-w <s
f(λ)2 λ-w 2exp{(λ 2+1)2}dμ2,4(λ)

∫λ-w <s
λ-w 2exp{(λ 2+1)2}dμ2,4(λ)

- f(w)2 =

    ∫λ-w <s
(f(λ)2- f(w)2)λ-w 2exp{(λ 2+1)2}dμ2,4(λ)

∫λ-w <s
λ-w 2exp{(λ 2+1)2}dμ2,4(λ)

≤

    
s2exp{[(s+ w )2+1]2}∫λ-w <s

f(λ)2- f(w)2 dμφ(λ)

exp{[(s- w )2+1]2}∫λ-w <s
λ-w 2dμφ(λ)

≤

    K
μ(B(w,s))∫B(w,s)

f(λ)2- f(w)2 dμφ(λ).

最后令

A= w∈ ℂ:lim
s→0+

1
μ(B(w,s))∫B(w,s)

f(λ)2- f(w)2 dμφ(λ)={ }0 ,

易知Ac 为Lebesgue零测集.从而引理3得证.
定理1 如果f∈L∞(ℂ,dμφ),则Sf 有界,且‖Sf‖≤‖f‖∞<∞.
证明:必要性.设Sf 有界,则对任意的w∈ℂ及0<s<1,有‖Sfuw,s‖2≤‖Sf‖.由引理3知,

对w∈ℂ,有 f(w)≤‖Sf‖,即‖f‖∞≤‖Sf‖.证毕.
引理5 对任意的w∈ℂ,当s→0+时,uw,s在L2

a(ℂ,dμφ)⊥中弱收敛到0.
证明:当w∈ℂ,对∀ϕ∈L2a(ℂ,dμφ)⊥,有

<uw,s,ϕ>≤∫w+sDD
uw,s(λ)ϕ(λ)dμφ(λ)≤

‖uw,s‖2∫w+sDD
ϕ(λ)2dμφ(λ( ))

1/2

=∫w+sDD
ϕ(λ)2dμφ(λ( ))

1/2

.

由ϕ∈L2a(ℂ,dμφ)⊥可得∫w+sDD
ϕ(λ)2dμφ(λ( ))

1/2

→0(s→0+),于是<uw,s,ϕ>→0(s→0+).证毕.

定理2 如果f∈L∞(ℂ,dμφ),则Sf 为紧算子当且仅当‖f‖∞=0.
证明:充分性显然.
必要性.由引理5知.当s→0+ 时,uw,s在L2

a(ℂ,dμφ)⊥ 中弱收敛到0.由Sf 紧知,对任意的

w∈ℂ,有‖Sfuw,s‖2→0(s→0+).由引理3知,对w∈ℂ,f(w)=0,即‖f‖∞=0.证毕.
定理3 设f,g∈L∞(ℂ,dμφ),若SfSg-Sh 为紧算子,则对w∈ℂ,有f(w)g(w)=h(w)且

HfH
*
g 为紧算子.
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证明:由式(3)知

Sfg-h -HfH
*
g =Sfg -Sh -HfH

*
g =(SfSg +HfH

*
g
)-Sh -HfH

*
g =SfSg -Sh,

因此Sfg-h-HfH
*
g 为紧算子.由引理5知,对任意的w∈ℂ,当s→0+ 时,uw,s在L2

a(ℂ,dμφ)⊥ 中弱

收敛到0,所以‖(Sfg-h-HfH
*
g
)uw,s‖2→0(s→0+).再由引理5可知‖HfH

*
guw,s‖2→0,于是

‖Sfg-huw,s‖2→0.由引理3可知,对w∈ℂ,‖Sfg-huw,s‖2→ f(w)g(w)-h(w).从而对w∈ℂ有

f(w)g(w)-h(w)=0.于是Sfg-h=0,HfH
*
g 紧.证毕.

后续研究可以将上述结论推广到ℂn 上,得到更一般的Fock空间上对偶Toeplitz算子的有界性和

紧性.
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