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一类临界Kirchhoff-Choquard型
问题正基态解的存在性

马 季,桑彦彬
(中北大学 数学学院,太原030051)

摘要:考虑一类临界Kirchhoff-Choquard型问题正基态解的存在性.首先,采用截断函数的

性质和积分估计对上临界指数进行分类,并对位势函数施加一定的可积性条件;其次,通过

引入Nehari流形,并利用Ekeland变分原理,获得了在适当的参数假设下该问题至少存在

一个正基态解.
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ExistenceofPositiveGroundStateSolutionsforaClassof
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Abstract:Weconsideredtheexistenceofpositivegroundstatesolutionsforaclassofcritical
Kirchhoff-Choquardtypeproblems.Firstly,weusedthepropertiesandintegralestimatesofthe
truncatedfunctiontoclassifytheuppercriticalexponents,andappliedsomeintegrableconditionsto
thepotentialfunction.Secondly,byintroducingtheNeharimanifoldandutilizingtheEkeland
variationalprinciple,weobtainthatthereisatleastonepositivegroundstatesolutiontotheproblems
underappropriateparameterassumptions.
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0 引 言

考虑一类具有临界指数的Kirchhoff-Choquard型方程
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其中:Ω⊂ℝN(N≥3)是具有光滑边界的有界区域;参数a,b,λ>0,0<q<1,0<μ<N,2*μ =
2N-μ
N-2



是Hardy-Littlewood-Sobolev不等式意义下的上临界指数;f∈L∞(Ω)和集合{x∈Ω:f(x)>0}具有正

测度;k∈L∞(Ω)且k(x)≥0,k不恒为0.记 ‖u‖=∫Ω
∇u 2d( )x

1/2
为 H1

0(Ω)空间的标准范数,

u p =∫Ω
u pd( )x

1/p
为Lp(Ω)空间的标准范数.

Kirchhoff型问题是偏微分方程领域的一个重要研究方向,应用广泛,目前已取得了许多研究成

果.例如,Li[1]研究了下列具有变号位势的临界Kirchhoff型问题:

- a+b∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f(x)u 2*-2u+λg(x)u q-1u,x∈Ω,

u=0, x∈∂Ω{ ,
(2)

利用Nehari方法和变分方法,得到了问题(2)正基态解的存在性,其中:2*= 2NN-2
;Ω⊂ℝN (N≥3)

是光滑有界域;参数a,b,λ>0,0<q<1;f∈L∞(Ω)和集合{x∈Ω:f(x)>0}具有正测度;g∈L∞(Ω)
且g(x)≥0,g不恒为0.文献[2-3]也对Kirchhoff型问题进行了研究和推广.

近年来,关于Choquard型问题的研究备受关注[4-12],含Choquard项的偏微分方程在量子力学、
量子光学、核物理等领域得到广泛应用.对于Choquard型问题,当0<q<2时,Luo等[4]研究了带有

临界Hardy-Littlewood-Sobolev项的Choquard方程:
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通过对λ,μ进行合理限制,用约束极小化方法和集中紧性原理证明了问题(3)正基态解的存在性,其中

ε>0足够小,λ是实参数,f∈L∞(Ω)为非负函数,2*μ 是上临界指数.对于更一般的次线性扰动项,

Liang等[5]进一步研究了具有临界指数的Choquard-Kirchhoff型方程:

- a+b∫ℝN ∇u 2d( )x Δu=αk(x)u q-2u+β∫ℝN
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利用第二集中紧性原理和集中紧性原理证明了Palais-Smale(PS)条件的存在性,并利用变分方法得到

了问题(4)的多重解,其中a>0,b≥0,0<μ<N,N≥3,α和β都是正实参数,k∈Lr(ℝN)为非负函

数,r满足以下条件:当1<q<2*时r= 2*
2*-q

;当q≥2*时r=∞.对于非线性项中含有线性扰动,即

当q=1时,Song等[6]研究了带有临界Hardy-Littlewood-Sobolev项的Choquard型问题:
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利用第二集中紧性原理和山路引理得到了问题(5)解的存在性和多重性,其中1≤θ<2*μ ,0<μ<N,

a,b,λ为正实数,函数k(x)是一个连续的非负实值函数,满足k∈Lr(Ω),r= 2*
2*-2.

当a=1,b=0,

f(x)=1,g(x)=1,q=1时,Gao等[7]研究了下列Choquard方程非平凡解的存在性:
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利用山路引理、环绕定理和Pohozaev恒等式证明了问题(6)解的存在性,其中2*μ =
2N-μ
N-2

,0<μ<N,

Ω⊂ℝN(N≥3)是有界域,λ是实参数.此外,Mukherjee等[8]研究了带反比例增长扰动项的Choquard
方程,利用Nehari流形方法证明了该方程存在正解.Shen等[9]研究了临界非齐次Choquard方程,利

用变分方法得到了该方程多个解的存在性.
受上述研究结果的启发,本文将 Kirchhoff型问题和Choquard型问题相结合,研究 Kirchhoff-
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Choquard型方程解的存在性,将文献[1]中的Kirchhoff型问题推广到带有变号位势的临界Kirchhoff-
Choquard型问题上.注意到文献[4-6]中加权函数是非负函数,而本文中加权函数是可变号的,由于

f(x)的变号性以及Hardy-Littlewood-Sobolev嵌入紧性的缺失为获取解的存在性带来困难,因此本文

通过构造适当的截断函数和积分估计,借助Nehari流形和Ekeland变分原理克服上述困难.当位势函

数f(x)满足一定可积性条件时,对上临界指数2*μ 进行分类讨论,获得了当λ在适当范围时问题(1)正
基态解的存在性,其中用弱解的正则性和强极大值原理证明了所得解为问题(1)的正解.

定义最佳嵌入常数为

S= inf
u∈D1,2(ℝN)\{0}

∫ℝN ∇u 2dx

∫ℝN u 2*d( )x
2/2*

= inf
u∈H10(Ω)\{0}

∫Ω
∇u 2dx

∫Ω
u 2*d( )x

2/2*
, (7)

SH,L = inf
u∈D1,2(ℝN)\{0}

∫ℝN ∇u 2dx

∫ℝN∫ℝN
u(x)2*μ u(y)2*μ

x-y μ dxdæ

è
ç

ö

ø
÷y
1/2*μ
, (8)

其中2*= 2NN-2.
定义问题(1)对应的能量泛函Jλ 为

Jλ(u)=a
2‖u‖

2+b
4‖u‖

4-

1
2·2*μ∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy- λ
q+1∫Ω

k(x)(u+)q+1dx,

则

<J′λ(u),u>=a‖u‖2+b‖u‖4-∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy-λ∫Ω
k(x)(u+)q+1dx.

1 主要结果

下面令2*μ ≥2,证明问题(1)正基态解的存在性.先建立Nehari流形

N∶= u∈H1
0(Ω):<J′λ(u),u>={ }0 .

显然,若u是问题(1)的解,则u∈N.为得到正基态解的存在性,将N分成以下3个子流形:

N+∶={u∈N:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4-

 (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy>0},

N0∶={u∈N:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4-

 (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy=0},

N-∶={u∈N:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4-

 (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy<0}.
对所有足够小的λ>0,N\{0}≠Ø.

引理1 若2*μ ≥2,则存在λ>0,使得对所有的0<λ<λ,N ±≠Ø,且N0={0}.

证明:根据f的假设,存在u∈H1
0(Ω),使得∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy≥0.事实上,

令E={x∈Ω:f(x)>0},可知E 是正测度集.从而对任何ε>0,均存在闭集F 和开集G,使得

F⊂E⊂G满足meas(G-F)<0.由ε的任意性可知 measF>0.选取 ～u∈C10(Ω),0≤～u≤1,使得在F
中 ～u=1,在Ω\G 中 ～u=0.显然,～u∈H1

0(Ω).根据Hölder不等式,有
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∫Ω∫Ω

f(x)～u(x)2*μ ～u(y)2*μ

x-y μ dxdy≥∫F
f(x)dx-∫G-F∫G-F

f(x)～u(x)2*μ ～u(y)2*μ

x-y μ dxdy≥

∫F
f(x)dx-meas(G-F)f ∞ ≥

∫F
f(x)dx-εf ∞ ≥ 12∫F

f(x)dx>0,

这里选取ε=min∫F
f(x)dx

2f ∞
,measG{ }2

,其中 measF≥ measG2 >0,εf ∞ ≤ 12∫F
f(x)dx.

对任意的u∈H1
0(Ω),使得∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy≥0,定义Φ为

Φ(t)=at1-q‖u‖2+bt3-q‖u‖4-t2·2
*
μ -1-q∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy.

对所有的t≥0,令

Φ1(t)=at1-q‖u‖2-t2·2
*
μ -1-q∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy.

由于0<q<1,有Φ(0)=0和Φ(t)→-∞(t→∞)以及Φ′(t)→+∞(t→0+)和Φ′(t)→-∞(t→0-).
因此存在唯一的 ～tmax>0,使得Φ在 ～tmax处取最大值.令Φ′1(t)=0,则有

tmax=
a(1-q)‖u‖2

(2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxd

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷y

1/(2·2*μ -2)

.

从而对所有的0<t<tmax,Φ′1(t)>0;对所有的t>tmax,Φ′1(t)<0.即对所有的0<t<tmax,Φ1 都是递

增的;对所有的t>tmax,Φ1 都是递减的.因此Φ1 在tmax处达到最大值.
根据Hölder不等式和式(7),(8),有

∫Ω
k(x)(u+)q+1dx≤ k ∞ u 1+q

2* Ω (2*-1-q)/2* ≤ k ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*‖u‖1+q, (9)

∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy≤ f ∞∫Ω∫Ω

u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy≤

f ∞S-2*μ
H,L‖u‖2

·2*μ . (10)
则由式(10)可知

Φ1(tmax)≥
(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

×

‖u‖(2·2*μ -1-q)/(2*μ -1)

f (1-q)/(2·2*μ -2)
∞ ∫Ω∫Ω

u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdæ

è
ç

ö

ø
÷y
(1-q)/(2·2*μ -2)

. (11)

由式(9)和式(11)得

Φ(tmax)-λ∫Ω
k(x)(u+)q+1dx≥Φ1(tmax)-λ∫Ω

k(x)(u+)q+1dx>

{(2·2
*
μ -2)a

2·2*μ -1-q
a(1-q)

2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

×

f -(1-q)/(2·2*μ -2)
∞ S2

*
μ
(1-q)/(2·2*μ -2)

H,L S(1+q)/2 Ω -(2*-1-q)/2* -λk ∞}×
S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*‖u‖1+q, (12)

对所有的0<λ<λ,其中

λ=
(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

×

f -(1-q)/(2·2*μ -2)
∞ S2

*
μ
(1-q)/(2·2*μ -2)

H,L S(1+q)/2 Ω -(2*-1-q)/2* k -1
∞ .
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显然,Φ(～tmax)>Φ(tmax)>0.因此存在两个正数t+0 和t-0 ,使得

0<t+
0 < ～tmax<t-

0, Φ(t+
0)=λ∫Ω

k(x)(u+)q+1dx=Φ(t-
0), Φ′(t+

0)>0>Φ′(t-
0),

即t+0u∈N +,t-0u∈N -.因此对所有的0<λ<λ,N ±≠Ø.
下面证明对所有的0<λ<λ,N0={0}.用反证法.假设存在u0∈N0且u0≠0,由于u0∈N,则

a‖u0‖2+b‖u0‖4=∫Ω∫Ω

f(x)u+
0(x)2*μ u+

0(y)2*μ

x-y μ dxdy+λ∫k(x)(u+
0)q+1dx, (13)

a(1-q)‖u0‖2+b(3-q)‖u0‖4=

(2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+
0(x)2*μ u+

0(y)2*μ

x-y μ dxdy. (14)

由式(13)和式(14)可知

λ∫Ω
k(x)(u+

0)q+1dx=a(2·2*μ -2)
2·2*μ -1-q

‖u0‖2+b(2·2*μ -4)
2·2*μ -1-q

‖u0‖4, (15)

a(1-q)‖u0‖2 ≤ (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+
0(x)2*μ u+

0(y)2*μ

x-y μ dxdy. (16)

则当2*μ ≥2时,根据式(12),(15),(16),对所有的0<λ<λ,有

0<
(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2) ‖u0‖(2·2*μ -1-q)/(2*μ -1)

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

‖u0‖(1-q)/(2*μ -1)
-

(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

‖u0‖2-b(2·2*μ -4)
2·2*μ -1-q

‖u0‖4=-b(2·2*μ -4)
2·2*μ -1-q

‖u0‖4 ≤0,

矛盾.因此,对所有的0<λ<λ,N0={0}.证毕.
引理2 能量泛函Jλ 在N上是强制且下方有界的.
证明:对任意的u∈N,由式(8)和2*μ ≥2可得

Jλ(u)= 1
2- 1

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
a‖u‖2+ 1

4- 1
2·2*

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
b‖u‖4-λ 1

q+1- 1
2·2*

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ∫Ω
k(x)(u+)q+1dx≥

1
2- 1

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
a‖u‖2-λ 1

q+1- 1
2·2*

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
k ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*‖u‖1+q,

因为0<q<1,即Jλ 是强制的,并且在N上有下界,故结论得证.证毕.
根据引理1和引理2,对所有的0<λ<λ,定义d=inf

u∈N
Jλ(u),d+=inf

u∈N+
Jλ(u),d-=inf

u∈N-
Jλ(u),

显然,d≤d+,d≤d-.断言d+<0.对任意的u∈N +,有

a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4 > (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy.

由于0<q<1,有

Jλ(u)=- 1
2- 1

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

1-q
1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

qa‖u‖2- 1
4- 1

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

3-q
1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

qb‖u‖4 <0,

即d+<0,因此d≤d+<0.
类似文献[1]中引理3的证明,可得:
引理3 给定u∈N\{0},则存在ε>0与可微泛函f=f(w)>0,w∈H1

0(Ω),‖w‖<ε满足

f(0)=1,f(w)(u+w)∈N\{0},∀w∈H1
0(Ω),‖w‖<ε,对所有的φ∈H1

0(Ω),有

<f′(0),φ>=
1
Q{(2a‖u‖

2+4b‖u‖4)∫Ω
(∇u,∇φ)dx-

2·2*μ∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy-λ(1+q)∫Ω

k(x)(u+)qφdx},

其中Q=a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4-(2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+(x)2*μ u+(y)2*μ

x-y μ dxdy.
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下面给出本文的主要结果.
定理1 若a,b>0,0<q<1,f∈L∞(Ω)和集合{x∈Ω:f(x)>0}具有正测度,k∈L∞(Ω)且

k(x)≥0,k不恒为0,则:

1)当2*μ >2或2*μ =2,f ∞>bS2H,L时,存在λ*>0,使得问题(1)对所有的λ∈(0,λ*)至少有

一个正基态解uλ.此外,

‖uλ‖ <
(2·2*μ -1-q)
a(2·2*μ -2)

ké

ë
êê

ù

û
úú∞

1/(1-q)

S-(1+q)/[2(1-q)] Ω (2*-1-q)/[2*(1-q)]λ1/(1-q).

  2)当2*μ =2,0< f ∞ ≤bS2H,L 或1<2*μ <2,22
*
μ -1(2-2*μ )2-2

*
μ (2*μ -1)2

*
μ -1 f ∞ ≤

2*μa2-2*μb2
*
μ -1S2

*
μ
H,L时,对所有的λ>0,问题(1)都有一个正基态解.

证明:1)设0<λ<λ.由N的定义可知N是 H1
0(Ω)中的闭集.因此,可将Ekeland变分原理应用

于极小化问题d=inf
u∈N

Jλ(u).存在一个序列{un}⊂N,具有以下性质:

(i)Jλ(un)<d+1n
;

(ii)Jλ(u)≥Jλ(un)-1n‖u-un‖,∀u∈N.

显然,{un}在 H1
0(Ω)中是有界的,仍用{un}表示其子序列,则存在uλ∈H1

0(Ω),使得

un⇀uλ, 在 H1
0(Ω)中,

un →uλ, 在Ls(Ω)中,1≤s<2*,

un(x)→uλ(x),在Ω 中几乎处处成立

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(17)

当n→∞时,由性质(i)知,对所有足够大的n,有Jλ(un)<0.因此存在一个{un}的子序列(仍用{un}
表示),使得{un}⊂N\{0}.对∀φ∈H1

0(Ω),有

lim
n→∞∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ -2u+
n(y)φ(y)

x-y μ dxdy=

    ∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ -2u+
λ(y)φ(y)

x-y μ dxdy. (18)

因此当n→∞时,有

un
2*μ ⇀ uλ

2*μ , 在L2N/(2N-μ)(Ω)中,

un
2*μ -2un⇀ uλ

2*μ -2uλ,在L2N/(N+2-μ)(Ω)中{ .
由Hardy-Littlewood-Sobolev不等式,Riesz位势定义了从L2N/(2N-μ)(Ω)到L2N/μ(Ω)的一个线性连续

映射,有

∫Ω

u+
n(y)2*μ

x-y μ dy⇀∫Ω

u+
λ(y)2*μ

x-y μ dy, 在L2N/μ(Ω)中, n→ ∞.

表明当n→∞时,有

∫Ω

f(x)u+
n(y)2*μ

x-y μ dyu+
n(x)2*μ -2u+

n(x)⇀

    ∫Ω

f(x)u+
λ(y)2*μ

x-y μ dyu+
λ(x)2*μ -2u+

λ(x), 在L2N/(N+2-μ)(Ω)中, n→ ∞.

故对∀ϕ∈H1
0(Ω),有

lim
n→∞∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ -2u+
n(y)ϕ(y)

x-y μ dxdy=

    ∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ -2u+
λ(y)ϕ(y)

x-y μ dxdy. (19)

特别地,在式(19)中选择ϕ=φ,即得式(18).下面证明uλ∈N是问题(1)的正基态解.
首先,存在{un}的一个子序列(仍用{un}表示)及一个常数C1>0(不依赖于n),使得
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|a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-

    (2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy|≥C1. (20)

由于un∈N,因此式(20)等价于

 a(2·2*μ -2)‖un‖2+b(2·2*μ -4)‖un‖4-λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

n)q+1dx ≥C1.(21)

由引理1可知对所有的0<λ<λ,N\{0}=N+∪N-.一方面,假设un∈N+,证明存在C2>0(不依赖

于n),使得

 a(2·2*μ -2)‖un‖2+b(2·2*μ -4)‖un‖4-λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

n)q+1dx≤-C2. (22)

由式(17)只需证明

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
inf‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
inf‖un‖4-

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx<0. (23)

由于un∈N +,有

a(2·2*μ -2)‖un‖2+b(2·2*μ -4)‖un‖4-λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

n)q+1dx=

-[a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-

(2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy]<0, (24)

因此

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
inf‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
inf‖un‖4-

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx≤0.

用反证法,假设

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
inf‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
inf‖un‖4=

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx. (25)

由{un}的有界性和式(24),并结合式(25),令lim
n→∞
‖un‖2=l>0,则有

a(2·2*μ -2)l+b(2·2*μ -4)l2=λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx. (26)

由式(24),(25)得

lim
n→∞∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy= a(1-q)
2·2*μ -1-q

l+ b(3-q)
2·2*μ -1-q

l2. (27)

当2*μ ≥2时,根据式(12),(26),(27),对所有的0<λ<λ,令n→∞,有

0<
(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

×

‖un‖(2·2*μ -1-q)/(2*μ -1)

∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdæ

è
ç

ö

ø
÷y
(1-q)/(2·2*μ -2)

-λ∫Ω
k(x)(u+

n)q+1dx<

(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

a(1-q)
2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)

×

l
a(1-q)

2·2*μ -1-
é

ë
êê

ù

û
úúq

(1-q)/(2·2*μ -2)
-
(2·2*μ -2)a
2·2*μ -1-q

l-b(2·2*μ -4)
2·2*μ -1-q

l2=
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-b(2·2*μ -4)
2·2*μ -1-q

l2 ≤0. (28)

矛盾.因此式(22)成立,即式(23)成立.
另一方面,假设un∈N -,证明存在一个正常数C3>0(不依赖于n),使得

a(2·2*μ -2)‖un‖2+b(2·2*μ -4)‖un‖4-λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

n)q+1dx≥C3.(29)

由式(15),只需证明

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
sup‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
sup‖un‖4-

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx>0. (30)

由于un∈N -,因此根据式(27)得

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
sup‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
sup‖un‖4-

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx≥0.

用反证法,假设

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
sup‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
sup‖un‖4=

λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx. (31)

由{un}的有界性和式(24)并结合式(31),可得

a(2·2*μ -2)lim
n→∞
‖un‖2+b(2·2*μ -4)lim

n→∞
‖un‖4=λ(2·2*μ -1-q)∫Ω

k(x)(u+
λ)1+qdx.

同理可得式(26)~(31),因此式(29)成立.选择C1=max{C2,C3},由式(21)和式(29)可得式(20)
成立,即式(15)成立.

其次,证明uλ 是问题(1)的解.应用引理3,可对子序列{un}应用一个合适的可微泛函序列

fn=fn(v),使得fn(0)=1,fn(v)(un+v)∈N\{0},∀v∈H1
0(Ω),‖v‖<εn.因此,设φ∈H1

0(Ω),

t>0,取v=tφ.注意到un∈N,有

a‖un‖2+b‖un‖4-∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy-λ∫Ω
k(x)(u+

n)1+qdx=0. (32)

由范数和性质(ii)的次可加性,得

fn(tφ)-1 ‖un‖+tfn(tφ)‖φ‖
n ≥ 1n‖fn(tφ)(un +tφ)-un‖ ≥

    Jλ(un)-Jλ fn(tφ)(un +tφ[ ])=

    -af2
n(tφ)-1
2 ‖un‖2-bf4

n(tφ)-1
4 ‖un‖4+

    f2·2
*
μn (tφ)-1
2·2*μ ∫Ω∫Ω

f(x)(un +tφ)+(x)2*μ (un +tφ)+(y)2*μ

x-y μ dxdy+

    λf1+q
n (tφ)-1
1+q ∫Ω

k(x)[(un +tφ)+]q+1dx+

    af2
n(tφ)
2

(‖un‖2-‖un +tφ‖2)+bf4
n(tφ)
4

(‖un‖4-‖un +tφ‖4)+

    1
2·2*μ∫Ω∫Ω

f(x)(un +tφ)+(x)2*μ (un +tφ)+(y)2*μ

x-y μ dxdæ

è
ç y-

    ∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxd ö

ø
÷y +

    λ 1
1+q∫Ω

k(x)[(un +tφ)+]q+1-(u+
n)q+{ }1 dx,
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然后除以t>0取极限t→0+,并结合式(32)得
1
n

<f′n(0),φ>‖un‖+‖φ( )‖ ≥ -(a+b‖un‖2)∫Ω
(∇un,∇φ)dx+

      ∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy+λ∫Ω

k(x)(u+
n)qφdx. (33)

由引理3可得

<f′n(0),φ>=
1
Q{(2a+4b‖un‖2)∫Ω

(∇un,∇φ)dx-

2·2*μ∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy-λ(1+q)∫Ω

k(x)(u+
n)qφdx},

其中Q=a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-(2·2*μ -1-q)∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy.

由式(15)和un 及φ 的有界性可知

<f′n(0),φ>≤C4, (34)
其中C4 是与n无关的正常数.因此,对所有的φ∈H1

0(Ω),根据式(33)和式(34)并取极限n→∞,由

式(19)得

(a+blim
n→∞
‖un‖2)∫Ω

(∇uλ,∇φ)dx-∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy-

λ∫Ω
k(x)(u+

λ)qφdx≥0. (35)

式(35)同样适用于-φ,对所有的φ∈H1
0(Ω),可得

(a+blim
n→∞
‖un‖2)∫Ω

(∇uλ,∇φ)dx-∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy-

λ∫Ω
k(x)(u+

λ)qφdx=0. (36)

  下面证明H1
0(Ω)中的un→uλ,n→∞.令wn=un-uλ,在H1

0(Ω)中‖wn‖→0,n→∞.否则,存在

一个子序列{wn},使得lim
n→∞
‖wn‖=l>0.由式(15)得

∫Ω
∇un

2dx=∫Ω
∇wn

2dx+∫Ω
∇uλ

2dx+o(1), (37)

∫Ω
∇un

2d( )x
2

=‖wn‖4+‖uλ‖4+2‖wn‖2‖uλ‖2+o(1). (38)

此外,根据Brézis-Lieb引理[13],有

∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy=∫Ω∫Ω

f(x)w+
n(x)2*μ w+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy+

∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ

x-y μ dxdy+o(1). (39)

从而由式(32),(15),(37)~(39)可得

a‖uλ‖2+a‖wn‖2+b‖uλ‖4+b‖wn‖4+2b‖wn‖2‖uλ‖2-

∫Ω∫Ω

f(x)w+
n(x)2*μ w+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy-

∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ

x-y μ dxdy-λ∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx=o(1). (40)

特别地,在式(36)中取φ=uλ,得

a‖uλ‖2+b‖uλ‖4+b‖wn‖2‖uλ‖2-∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ

x-y μ dxdy-

λ∫Ω
k(x)(u+

λ)q+1dx=o(1). (41)
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  一方面,由式(9),(41)可知

Jλ(uλ)≥ a
4‖uλ‖2-λ(3-q)

4(q+1)
k ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*‖uλ‖1+q-b

4l
2‖uλ‖2 ≥

-Θλ2/(1-q)-b
4l

2‖uλ‖2, (42)

这里最后一个不等式由Young不等式推出,其中

Θ=1-q
2

2(1+q)é

ë
êê

ù

û
úúa
(1+q)/(1-q) 3-q

4(1+q
é

ë
êê

ù

û
úú)
2/(1-q)

k 2/(1-q)
∞ S-(1+q)/(1-q) Ω 2(2*-1-q)/[2*(1-q)]>0.

另一方面,由式(40),(41)可知

Jλ(un)=Jλ(uλ)+a
2‖wn‖2+b

4‖wn‖4+b
2‖wn‖2‖uλ‖2-

1
2·2*μ∫Ω∫Ω

f(x)w+
n(x)2*μ w+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy+o(1), (43)

a‖wn‖2+b‖wn‖4+b‖wn‖2‖uλ‖2-∫Ω∫Ω

f(x)w+
n(x)2*μ w+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy=o(1).(44)

根据式(10),(44),有al2+bl4+bl2‖uλ‖2≤
f ∞l2·2

*
μ

S2*μ
H,L

,即

l2 ≥

(a+b‖uλ‖2)S2
*
μ
H,L

f
é

ë
êê

ù

û
úú

∞

2/2*μ ,2*μ >2,

(a+b‖uλ‖2)S2H,L
f ∞ -bS2

H,L
, 2*μ =2, f ∞ >bS2

H,L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(45)

因此,由式(43)~(45)知,当2*μ >2时,对所有的0<λ< Γæ
è
ç

ö

ø
÷

Θ
(1-q)/2

,有

Jλ(uλ)=d- a
2- a

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
l2+ b

4- b
2·2*

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
l4+ b

2l
2‖uλ‖2- b

2·2*μ
l2‖uλ‖æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2 ≤

- a
2- a

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(a+b‖uλ‖2)S2
*
μ
H,L

f
é

ë
êê

ù

û
úú

∞

4/2*μ

{ +

b
4- b

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(a+b‖uλ‖2)S2
*
μ
H,L

f
é

ë
êê

ù

û
úú

∞

8/2*

}
μ

-b
4l

2‖uλ‖2 <

-Θλ2/(1-q)-b
4l

2‖uλ‖2,

与式(42)矛盾,其中

Γ= a
2- a

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(a+b‖uλ‖2)S2
*
μ
H,L

f
é

ë
êê

ù

û
úú

∞

4/2*μ
+ b
4- b

2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(a+b‖uλ‖2)S2
*
μ
H,L

f
é

ë
êê

ù

û
úú

∞

8/2*μ
.

当2*μ =2,f ∞>bS2H,L时,对所有的0<λ< Γ′æ

è
ç

ö

ø
÷

Θ
(1-q)/2

,有

Jλ(uλ)=d- a
4l

2+b
4l

2‖uλ‖æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ≤- a2S2H,L
4(f ∞ -bS2

H,L)-
b
4l

2‖uλ‖2 <

-Θλ2/(1-q)-b
4l

2‖uλ‖2,

与式(45)矛盾,其中Γ′= a2S2H,L
4(f ∞-bS2H,L).

因此,在H1
0(Ω)中,对所有的0<λ<λ*,un→uλ,n→∞,

其中λ*=minλ,Γæ
è
ç

ö

ø
÷

Θ
(1-q)/2

,Γ′æ

è
ç

ö

ø
÷

Θ
(1-q)/

{ }
2

.对所有的0<λ<λ*,由式(35)及在 H1
0(Ω)中un→uλ,

n→∞,对所有的φ∈H1
0(Ω),有

(a+b‖uλ‖2)∫Ω
(∇uλ,∇φ)dx-∫Ω∫Ω

f(x)u+
λ(x)2*μ u+

λ(y)2*μ -1φ(y)
x-y μ dxdy-
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λ∫Ω
k(x)(u+

λ)qφdx=0, (46)

因此,uλ 是问题(1)的弱解.
再次,证明uλ 是一个正基态 解.由 于uλ∈H1

0(Ω),则 由 嵌 入 定 理 有uλ∈L2
*
μ (Ω).由 于

f,k∈L∞(Ω),根据Brézis-Kato定理[14],有uλ∈L∞(Ω).由于Jλ(uλ)=d<0,则有uλ 不恒为0.从而

uλ≥0,uλ 不恒为0.根据k(x)≥0,k不恒为0,有

-Δu=
f(x)∫Ω

uλ(y)2*μ

x-y μd
æ

è
ç

ö

ø
÷y uλ

2*μ -2uλ+λk(x)uλ
q

a+b∫Ω
∇u 2d( )x

≥

-
f-(x)∫Ω

uλ(y)2*μ

x-y μd
æ

è
ç

ö

ø
÷y uλ

2*μ -2uλ

a+b∫Ω
∇u 2d( )x

≥ -Cuλ,

其中f±=max{±f,0},f=f+-f-,且C>0为常数.因此,由强极大值原理[15]可知,uλ 是问题(1)
的正解.由于Jλ(uλ)=d,故对所有的0<λ<λ*,uλ 是Jλ(uλ)=d<0的正基态解.

最后,证明‖uλ‖<
2·2*μ -1-q
a(2·2*μ -2)

ké

ë
êê

ù

û
úú∞

1/(1-q)

S-(1+q)/[2(1-q)] Ω (2*-1-q)/[2*(1-q)]λ1/(1-q).需证

uλ∈N +.显然uλ∈N.反之,假设uλ∈N -(对所有的0<λ<λ,N0={0}).由引理1可知,存在正数

0<t+λ <tmax<t-λ =1,使得t+λuλ∈N +,t-λuλ∈N -,

Jλ(t+
λuλ)<Jλ(t-

λuλ)=Jλ(uλ)=d=inf
u∈N

Jλ(u),

矛盾.因此,uλ∈N +,Jλ(uλ)=d=d+.由uλ∈N +和式(9)可得

a(2·2*μ -2)‖uλ‖2 <λ(2·2*μ -1-q)∫Ω
k(x)u1+qλ dx≤

λ(2·2*μ -1-q)k ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)、2*‖uλ‖1+q,
即

‖uλ‖ <
2·2*μ -1-q
a(2·2*μ -2)

ké

ë
êê

ù

û
úú∞

1/(1-q)

S-(1+q)/[2(1-q)] Ω (2*-1-q)/[2*(1-q)]λ1/(1-q).

  2)根据结论1),只需考虑2*μ =2,0< f ∞ ≤bS2H,L 或1<2*μ <2的情形.下面设2*μ =2,

0< f ∞≤bS2H,L 或1<2*μ <2,22
*
μ -1(2-2*μ )2-2

*
μ (2*μ -1)2

*
μ -1 f ∞≤2*μa2-2*μb2

*
μ -1S2

*
μ
H,L.

首先,d= inf
u∈H10(Ω)

Jλ(u),定义合理且d<0.由Hölder不等式和式(7),(8)可知

Jλ(u)≥ a
2‖u‖

2+b
4‖u‖

4- f ∞

2·2*μS
2*μ
H,L

‖u‖2·2
*
μ -

λk ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*

1+q
‖u‖1+q. (47)

当2*μ =2,0< f ∞≤bS2H,L时,由式(47)可知

Jλ(u)≥a
2‖u‖

2-λk ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*

1+q
‖u‖1+q. (48)

因为0<q<1,即Jλ 是强制的,并且在 H1
0(Ω)上有下界,因此当1<2*μ <2时,根据Young不等式,

有

f ∞

2·2*μS
2*μ
H,L

‖u‖2·2
*
μ ≤a

2‖u‖
2+ a

4-2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(2*μ -2)/(2*μ -1) (2·2*μ -2)f 2/(2·2*μ -2)
∞

2·(2·2*μ )2
/(2·2*μ -2)S2

*
μ
/(2*μ -1)

H,L

‖u‖4.

从而由式(47),(48)可知

Jλ(u)≥
b
4- a

4-2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(2*μ -2)/(2*μ -1) (2·2*μ -2)f 2/(2·2*μ -2)
∞

2·(2·2*μ )2
/(2·2*μ -2)S2

*
μ
/(2*μ -1)

H,

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

L

‖u‖4-
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λk ∞S-(1+q)/2 Ω (2*-1-q)/2*

1+q
‖u‖1+q.

由于0<q<1,设22
*
μ -1(2-2*μ )2-2

*
μ (2*μ -1)2

*
μ -1 f ∞≤2*μa2-2*μb2

*
μ -1S2

*
μ
H,L,则可得Jλ 在H1

0(Ω)上是

强制有界的.因此,当2*μ =2,0< f ∞≤bS2H,L或1<2*μ <2,22
*
μ -1(2-2*μ )2-2

*
μ (2*μ -1)2

*
μ -1 f ∞≤

2*μa2-2*μb2
*
μ -1S2

*
μ
H,L时,Jλ 是强制的,并且在 H1

0(Ω)上有下界.则d= inf
u∈H10(Ω)

Jλ(u)定义合理.此外,

由于0<q<1,λ>0,k≥0,且Ω 中k不恒为0,则得到d<0.因此结论得证.
其次,证明d= inf

u∈H10(Ω)
Jλ(u)可达到.根据d的定义,由Ekeland变分原理知,存在一个极小序列

{un}∈H1
0(Ω),使得在(H1

0(Ω))*中,lim
n→∞

Jλ(un)=d且J′λ(un)→0,n→∞.显然,{un}在 H1
0(Ω)中有

界.由于Jλ(un)=Jλ(un ),因此假设对x∈Ω,un(x)≥0,其子序列仍用{un}表示,则存在u*≥0,
使得

un⇀u*, 在 H1
0(Ω)中,

un →u*, 在Ls(Ω)中,1≤s<2*,

un(x)→u*(x),在Ω 中几乎处处成立

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(49)

当n→∞时,令wn=un-u*,由{un}在 H1
0(Ω)中的弱收敛性和Brézis-Lieb引理[13],得

∫Ω
∇un

2dx=∫Ω
∇wn

2dx+∫Ω
∇u*

2dx+o(1), (50)

∫Ω
∇un

2d( )x
2

=‖wn‖4+‖u*‖4+2‖wn‖2‖u*‖2+o(1), (51)

∫Ω∫Ω

f(x)u+
n(x)2*μ u+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy=∫Ω∫Ω

f(x)w+
n(x)2*μ w+

n(y)2*μ

x-y μ dxdy+

∫Ω∫Ω

f(x)u+
*(x)2*μ u+

*(y)2*μ

x-y μ dxdy+o(1). (52)

由式(49)~(52)可知

d=Jλ(un)+o(1)≥

Jλ(u*)+a
2‖wn‖2+b

4‖wn‖4- f ∞

2·2*μS
2*μ
H,L

‖wn‖2·2
*
μ +o(1)≥Jλ(u*), (53)

需满足

a
2‖wn‖2+b

4‖wn‖4- f ∞

2·2*μS
2*μ
H,L

‖wn‖2·2
*
μ ≥0. (54)

  下证式(54)成立.若2*μ =2,0< f ∞≤bS2H,L,则

a
2‖wn‖2+b

4‖wn‖4- f ∞

4S2H,L
‖wn‖4 ≥a

2‖wn‖2 >0,

即式(54)成立.若

1<2*μ <2, 22
*
μ -1(2-2*μ )2-2

*
μ (2*μ -1)2

*
μ -1 f ∞ ≤2*μa2-2*μb2

*
μ -1S2

*
μ
H,L,

将式(48)中的‖u‖替换为‖wn‖,得

a
2‖wn‖2+b

4‖wn‖4- f ∞

2·2*μS
2*μ
H,L

‖wn‖2·2
*
μ ≥

b
4- a

4-2·2*
æ

è
ç

ö

ø
÷

μ

(2*μ -2)/(2*μ -1) (2*μ -1)f 1/(2*μ -1)
∞

(2·2*μ )1
/(2*μ -1)S2

*
μ
/(2*μ -1)

H,

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

L

>0,

即式(54)成立,从而式(53)成立.显然,Jλ(u*)≥d,因此Jλ(u*)=d.
最后,证明u*是问题(1)的正解.由于Jλ 是H1

0(Ω)上的C1 泛函,因此可得u*是问题(1)的解.
类似于结论1),由弱解的正则性和强极大值原理[15]可得u* 是问题(1)的正解.由于Jλ(u*)=d,则
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u*是一个正的基态解.证毕.
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