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具有相依Bernoulli计数序列的
RCINAR(p)模型的极大似然估计

李 琪,刘秀芳
(太原理工大学 数学学院,太原030024)

摘要:用具有相依Bernoulli计数序列的p 阶随机系数整数值自回归RCINAR(p)模型解决

计数变量存在相关性特征数据的分析问题,得到了该模型的统计性质、参数条件极大似然估

计及其渐近正态性,并通过实际数据分析验证了模型的有效性,精准捕捉了数据关联与趋

势.结果表明,该模型的估计量随样本量递增收敛于真值.
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Abstract:Weusedap-orderrandomcoefficientintegerautoregressiveRCINAR(p)modelwith
dependentBernoullicounting seriesto solvethe analysis problem of data with correlated
characteristicsofcountingvariables.Weobtainedthestatisticalpropertiesofthe model,the
conditionalmaximumlikelihoodestimationoftheparameters,andtheirasymptoticnormality,and
theeffectivenessofthemodelwasverifiedthroughtheanalysisofactualdata,accuratelycapturing
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整数时间序列模型在金融、经济、气象学等领域应用广泛.在构建整数时间序列模型时,选择

合适的稀疏算子至关重要.文献[1]提出了二项稀疏算子“췍”,对推动整数自回归模型的发展发挥了

重要作用.在此基础上,文献[2]提出了一阶整数时间序列自回归模型,文献[3]提出了负二项几何

一阶整数自回归NGINAR(1)过程,该过程使用了负二项稀疏算子.由于单一稀疏算子模型无法准确

表示实际数据,因此文献[4]提出了一种包含混合稀疏算子的整数自回归模型.但上述模型中的稀疏

系数假设恒定简化了研究.而这些稀疏系数可能随时间变化,并可能受各种环境因素的影响,使其成



为随机变量,从而探索随机系数整数值自回归模型至关重要.因此,文献[5]提出了一阶随机系数整数

自回归过程;文献[6]深入研究了一种更高级的依赖驱动随机系数整数自回归模型DDRCINAR(p).
随着模型系数随机化研究的发展,越来越多的整数自回归时间序列模型应运而生.文献[7]对高

阶依赖驱动随机系数整数值自回归时间序列模型PoDDRCINAR(p)的严格平稳性、遍历性和参数估

计方法进行了全面研究.文献[8]研究了基于二项和负二项稀疏算子的混合模型SDMINAR(p)的最大

似然估计方法,并将其应用于COVID-19数据的分析.文献[9]通过使用条件最小二乘法和条件加权

最小二乘法对同一模型进行参数估计,扩展了上述研究结果.上述研究都基于二项稀疏算子,展示了

该模型在分析具有不同特征数据方面的多功能性.文献[10]通过提出一阶随机系数混合稀疏算子整值

自回归时间序列模型RCMTINAR(1),进一步推动了该领域研究的发展,该模型专门用于处理涉及

可变特征元素计数的数据,利用混合稀疏算子进行有效的处理和分析.文献[11]提出了高阶混合依赖

驱动的随机系数整数值自回归时间序列模型 MDDRCINAR(p),该模型基于二项和负二项稀疏算子.
上述研究对整数时间序列模型的发展和改进做出了贡献.

实际应用表明,一个事件的实现直接影响其他一些事件的实现或不实现.因此,有必要建立包含

相关计数序列的模型.文献[12]引入了基于相关Bernoulli计数变量的广义稀疏算子,计数变量之间的

相关性由特定参数确定,使该模型更易于应用.在此基础上,本文提出具有相依Bernoulli计数序列的

随机系数整数值自回归RCINAR(p)模型.首先,建立具有相依Bernoulli计数序列的随机系数整数值

自回归RCINAR(p)模型;其次,给出该模型参数的条件极大似然(conditionalmaximumlikelihood,

CML)估计方法,并研究其渐近性质;再次,通过模拟生成随机数据,深入研究这些估计量的性能及检

验统计量;最后,用犯罪数据,引入p阶依赖驱动的随机系数整值自回归模型DDRCINAR(p)模型与

RCINAR(p)模型对比,验证RCINAR(p)模型的有效性和实用性.

1 模型结构设计

具有相依Bernoulli计数序列的随机系数整数值自回归RCINAR(p)模型构造如下:

Xt=∑
p

i=1
φti☉θiXt-i+εt,  t≥1, (1)

其中φt1,φt2,…,φtp的联合概率分布为

P(φt1=φ1,φt2=0,…,φtp =0)=α1,

P(φt1=0,φt2=φ2,…,φtp =0)=α2,

  ︙

P(φt1=0,φt2=0,…,φtp =φp)=αp,

P(φt1=0,φt2=0,…,φtp =0)=α0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(2)

式中:φi∈(0,1),α0,α1,…,αp 非负,且∑
p

i=0
αi=1;在给定φti的条件下,

φti☉θiXt-i φti=∑
Xt-i

l=1
Vlt,  Vlt=(1-Vl)Wlt+Vlξt,

{Vl}是一个独立同分布的Bernoulli随机变量序列Bernoulli(θi),θi∈(0,1);在给定φti下,{Wlt}和
{ξt}分别是独立同分布的Bernoulli随机变量序列Bernoulli(φti).根据文献[12],φti☉θiXt-i φti的

分布为

φti☉θiXt-i φti=∑
Xt-i

l=1
Vlt——

d Bin(Xt-i,φti(1-θi)), w.p.1-φti,

Bin(Xt-i,φti+θi-φtiθi)),w.p.φti
{ .

  假设序列{Vl},{Wlt}和{ξt}对所有的l和t都独立.此外,{εt}是独立同分布的非负整数值序列,
并服从参数为λ的Poisson分布,且{φti,1≤i≤p}和{εt}相互独立.该模型参数为η=(φ1,…,φp,

α1,…,αp,θ1,…,θp,λ)′.根据方程(2),可得φti的均值、方差及φti与φtj(i≠j)的协方差分别为

E(φti)=αiφi, Var(φti)=αi(1-αi)φ2i, Cov(φti,φtj)=-αiαjφiφj.
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  定义1 若 X=(X1,X2,…,Xk)′k×1,Xt=(Xt,Xt-1,…,Xt-k+1)′k×1,Xt-1=(Xt-1,Xt-2,…,
Xt-k)′k×1,εt=(εt,0,…,0)′k×1,

At=

φt1 φt2 … φt,k-1 φtk
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,

At☉θX= ∑
k

i=1
φti☉θiXi,X1,…,Xk-( )1′,则Xt=At☉θXt-1+εt.并且对于t≥1,E(At☉θX X)=AX,

E(At☉θX)=AE(X).
命题1 假设{Xt}是由方程(1)和(2)定义的RCINAR(p)模型生成的序列,则其统计性质如下:

1)E(Xt Xt-1,…,Xt-p)=∑
p

i=1
αiφiXt-i+λ;

2)如果该模型是k阶平稳的,则E(Xt)=λ1-∑
p

i=1
αiφ( )i

-1;

3)Var(Xt Xt-1,…,Xt-p)=∑
p

i=1
αiφiXt-i(1-φi)(1-θ2i)+∑

p

i=1
αiφiX2

t-i(φi+θ2i -φiθ2
i)+

    λ- ∑
p

i=1
αiφiXt-( )i

2;

4)令γk=Cov(Xt,Xt-k),ρk=γk/γ0,则γk=∑
p

i=1
αiφiγk-i,ρk=∑

p

i=1
αiφiρ k-i .

证明:令Si=φti☉θiXt-i(i=1,2,…,p),则Si 的条件矩母函数为

MSi φti,Xt-i =(1-φti)[φti(1-θi)et+1-φti(1-θi)]Xt-i +

φti[(φti+θi-φtiθi)et+1-φti-θi+φtiθi]Xt-i,
从而可得Si 的k阶条件矩为E(Sk

i φti,Xt-i)=M(k)
Si φti,Xt-i

(0).因此

E(Xm
t Xt-1,…,Xt-p)=∑

m-1

k=0
Ck

m∑
p

i=1
E(E[(φti☉θiXt-i)m-k φti,Xt-i]Xt-i)E(εk

t)+E(εm
t)=

∑
m-1

k=0
Ck

m∑
p

i=1
E(E(Sm-k

i φti,Xt-i)Xt-i)E(εk
t)+E(εm

t)=

∑
m-1

k=0
Ck

m∑
p

i=1
E(M(m-k)

Si φti,Xt-i
(0)Xt-i)E(εk

t)+E(εm
t),

根据期望和方差的公式,可推出统计性质1)~3).
根据定义1和协方差原理,可得

γk=E[(Xt-E(Xt))(Xt-k-E(Xt-k))]=E(XtXt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=
E((At☉θXt-1+εt)Xt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=
E((At☉θXt-1)Xt-k)+E(εtXt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=
AE(Xt-1Xt-k)+E(εtXt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=
Aγk-1+AE(Xt-1)E(Xt-k)+E(εtXt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=
Aγk-1+E(At☉θXt-1+εt)E(Xt-k)-E(Xt)E(Xt-k)=Aγk-1,

所以γk=∑
p

i=1
αiφiγk-i.类似地,可得ρk=Aρk-1,ρk=∑

p

i=1
αiφiρ k-i .证毕.

命题2 由RCINAR(p)模型生成的{Xt}序列是严平稳遍历的.
证明:根据文献[13]中定理4.1的证明或文献[14]的遍历性证明可知该命题成立.

2 参数推断方法

为得到参数η的条件极大似然估计量,给出RCINAR(p)模型的转移概率为
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Pη(Xt Xt-1,Xt-2,…,Xt-p)=∑
p

i=1
∑

min{Xt,Xt-i}

mi=0
αiq(Xt,mi)[(1-φi)Z(Xt-i,mi)+φiY(Xt-i,mi)]+

1-∑
p

i=1
α( )i q(Xt,m0), (3)

其中

q(Xt,mi)= λXt-mie-λ

(Xt-mi)!
, i=0,1,…,p, m0=0, (4)

Z(Xt-i,mi)=
Xt-i

m
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

[φi(1-θi)]mi[1-φi(1-θi)]Xt-i-mi, (5)

Y(Xt-i,mi)=
Xt-i

m
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

(φi+θi-φiθi)mi(1-φi-θi+φiθi)Xt-i-mi. (6)

  假设X1,X2,…,Xn 是由RCINAR(p)过程生成的随机变量,其真实参数值为η0,对数似然函数

为l(η)=∑
n

t=p+1
logPη(Xt Xt-1,Xt-2,…,Xt-p),其中Pη(Xt Xt-1,Xt-2,…,Xt-p)由方程(3)给出,并简

记为Pη.则RCINAR(p)模型的得分函数为

∂l(η)
∂αi

=∑
n

t=p+1

1
Pη

∑
min{Xt,Xt-i}

mi=0
q(Xt,mi)[(1-φi)Z(Xt-i,mi)+φiY(Xt-i,mi)]-q(Xt,m0{ }), (7)

∂l(η)
∂φi

=∑
n

t=p+1

1
Pη
{ ∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)(Y(Xt-i,mi)-Z(Xt-i,mi)+

(1-φi)(1-θi)Xt-i[Z(Xt-i-1,mi-1)-Z(Xt-i-1,mi)]+

φi(1-θi)Xt-i[Y(Xt-i-1,mi-1)-Y(Xt-i-1,mi)])}, (8)

∂l(η)
∂θi

=∑
n

t=p+1

1
Pη
{ ∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)φi(1-φi)Xt-i[Z(Xt-i-1,mi)-Z(Xt-i-1,mi-1)+

Y(Xt-i-1,mi-1)-Y(Xt-i-1,mi)]}, (9)

∂l(η)
∂λ =∑

n

t=p+1

1
Pη
∑
p

i=1
∑

min{Xt-1,Xt-i}

mi=0
αiq(Xt-1,mi)[(1-φi)Z(Xt-i,mi)+φiY(Xt-i,mi)]{ +

(1-∑
p

i=1
αi)q(Xt-1,m0)-P }η . (10)

所以,可求解令得分函数为零的方程组推出未知参数η的条件极大似然估计量η̂.

定义2 若R(Xt-1,k1)=
Xt-1

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
βk1(1-β)Xt-1-k1,则

R(Xt-1,k1)=βR(Xt-1-1,k1-1)+(1-β)R(Xt-1-1,k1),
∂R(Xt-1,k1)

∂β
=Xt-1

1-β
[R(Xt-1-1,k1-1)-R(Xt-1,k1)].

  通过定义2,可给出Z(Xt-i,mi)和Y(Xt-i,mi)对φi 偏导的关系式如下:

∂Z(Xt-i,mi)
∂φi

= Xt-i(1-θi)
1-φi(1-θi)

[Z(Xt-i-1,mi-1)-Z(Xt-i,mi)], (11)

∂Y(Xt-i,mi)
∂φi

= Xt-i(1-θi)
1-φi-θi+φiθi

[Y(Xt-i-1,mi-1)-Y(Xt-i,mi)], (12)

∂logPη

∂φi
= 1Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)[Y(Xt-i,mi)-Z(Xt-i,mi)+

(1-φi)∂Z
(Xt-i,mi)
∂φi

+φi
∂Y(Xt-i,mi)

∂φi
], (13)
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用于证明参数估计量的渐近正态性.
命题3

-max Xt-i(1-θi)
1-φi(1-θi)+

1
1-φi

, Xt-i(1-θi)
1-φi-θi+φiθi

-1
φ{ }

i
<∂logPη

∂φi
<

    max Xt-i

φi-φ2i(1-θi)
, Xt-i(1-θi)
(1-φi-θi+φiθi)(φi+θi-φiθi{ }) . (14)

  证明:令

G=Xt-i(1-φi)(1-θi)
1-φi(1-θi)

, H=Xt-i(1-φi)(1-θi)
1-φi-θi+φiθi

, ϑ1=φi(1-θi), ϑ2=φi+θi-φiθi,

则

∂logPη

∂φi
= 1Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi){Y(Xt-i,mi)-Z(Xt-i,mi)+

G[Z(Xt-i-1,mi-1)-Z(Xt-i,mi)]+H[Y(Xt-i-1,mi-1)-Y(Xt-i,mi)]}.(15)

  首先,证明不等式(14)左侧成立,

式(15)= 1Pη
∑

min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)[GZ(Xt-i-1,mi-1)+HY(Xt-i-1,mi-1)-

(G+1)Z(Xt-i,mi)-(H-1)Y(Xt-i,mi)]>

1
Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)[-(G+1)Z(Xt-i,mi)-(H-1)Y(Xt-i,mi)]>

-max G
1-φi

+ 1
1-φi

,H
φi

-H-1
φ{ }i

.

  其次,证明不等式(14)右侧成立,

式(15)= 1Pη
∑

min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)[GZ(Xt-i-1,mi-1)+HY(Xt-i-1,mi-1)-

(G+1)Z(Xt-i,mi)-(H-1)Y(Xt-i,mi)]<

1
Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)[GZ(Xt-i-1,mi-1)+HY(Xt-i-1,mi-1)]=

1
Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)G

ϑ1
[Z(Xt-i,mi)-(1-ϑ1)Z(Xt-i-1,mi{ )]+

H
ϑ2
[Y(Xt-i,mi)-(1-ϑ2)Y(Xt-i-1,mi })]<

1
Pη

∑
min{Xt,Xt-i-1}

mi=0
αiq(Xt,mi)G

ϑ1
Z(Xt-i,mi)+H

ϑ2
Y(Xt-i,mi{ })<

max G
ϑ1(1-φi)

,H
ϑ2φ{ }i

.

证毕.
下面证明参数估计量η的渐近正态性,首先给出如下正则条件[15]:

(i)集合 m:P(εt=m)=f(m,λ)=λ
me-λ
m! >{ }0 不依赖于λ,确保概率计算过程的一致性和稳定性;

(ii)E(ε3t)=λ3+3λ2+λ<∞,提供有界性条件,避免计算过程出现无穷大的情况;
(iii)P(εt=m)是三次连续可微的;
(iv)对任意的λ′∈B(这里B 是集合ℝ的一个开子集),存在λ′的一个领域U,使得

∑
∞

m=0
sup
λ∈U

f(m,λ)< ∞, ∑
∞

m=0
sup
λ∈U

∂f(m,λ)
∂λ < ∞, ∑

∞

m=0
sup
λ∈U

∂2f(m,λ)
∂λ2 < ∞;
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  (v)对于λ′∈B,存在λ′的一个领域U 和常数C1,C2,C3,使得序列ϕ1(n)=C1n,ϕ2(n)=C2n2,

ϕ3(n)=C3n3,当n≥0时,对任意的λ∈U 和m≤n,在过程{Xt}具有平稳遍历分布的条件下,εt 的非

零概率密度函数f(m,λ)满足

∂f(m,λ)
∂λ <ϕ1(n)f(m,λ), 

∂2f(m,λ)
∂λ2 <ϕ2(n)f(m,λ), 

∂3f(m,λ)
∂λ3 <ϕ3(n)f(m,λ);

  (vi)Fisher信息矩阵I(η)=(σij)(3k+1)×(3k+1)(i,j=1,2,…,3k+1),且I(η)是非奇异的,并有

I(η)=E
∂logPη

∂ηi
·∂logPη

∂η
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
.

定理1 假设正则条件(i)~(vi)成立,则η 的条件极大似然估计量η̂ 具有渐近正态性,且有

n(̂η-η) →
d

N(0,I-1(η)),n→∞.
证明:根据文献[16],显然满足条件(i)~(iv).又随机项εt 服从参数为λ的Poisson分布,因此也

满足条件(v).所以只需证明满足条件(vi)即可,从而只需证明下列结论成立:

1)E ∂logPη

∂φi

2

<∞;

2)E ∂logPη

∂θi

2

<∞;

3)E ∂logPη

∂αi

2

<∞;

4)E ∂logPη

∂λ
2

<∞;

5)E ∂logPη

∂φi
·∂logPη

∂φj
<∞,j≠i,i,j=1,2,…,p;

6)E ∂logPη

∂φi
·∂logPη

∂θj
<∞;

7)E ∂logPη

∂φi
·∂logPη

∂αj
<∞;

8)E ∂logPη

∂φi
·∂logPη

∂λ <∞;

9)E ∂logPη

∂θi
·∂logPη

∂θj
<∞;

10)E ∂logPη

∂θi
·∂logPη

∂αj
<∞;

11)E ∂logPη

∂θi
·∂logPη

∂λ <∞;

12)E ∂logPη

∂αi
·∂logPη

∂αj
<∞;

13)E ∂logPη

∂αi
·∂logPη

∂λ <∞.

先证明结论1),根据得分函数(8)和命题3,可得

∂logPη

∂φi
≤ max Xt-i(1-θi)

1-φi(1-θi)+
1

1-φi
, Xt-i(1-θi)
1-φi-θi+φiθi

-1
φ{

i
,

Xt-i

φi-φ2i(1-θi)
, Xt-i(1-θi)
(1-φi-θi+φiθi)(φi+θi-φiθi }) <C·Xt-i,

则E ∂logPη

∂φi

2

<C·E(X2
t-i)<∞.结 论 2)同 理 结 论 1),可 得 ∂logPη

∂θi
<C·Xt-i< ∞,

则E ∂logPη

∂θi

2

<∞.结论3)根据得分函数(7),可得E ∂logPη

∂αi
<1αi

<∞,从而E ∂logPη

∂αi

2

<∞.

结论4)根据条件(v),有
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∂logPη

∂λ = 1
Pη
·∂Pη

∂λ < q(Xt-1,mi)
q(Xt,mi) <Xt

λ =ϕ1(Xt),

则E ∂logPη

∂λ
2

<Eϕ21(Xt)<∞.最后,基于结论1)~4)和条件(v),可得结论5)~13)成立,从而可

定义Fisher信息矩阵I(η),同时根据条件(vi),可得I(η)是非奇异的,证毕.

3 仿真实验与验证

下面通过仿真实验评估RCINAR(2)模型条件极大似然估计量的样本性能.采用估计量的有限样

本均值(Mean)、平均绝对偏差误差(MADE)、均方误差(MSE)和标准差(SD)4个指标进行评价,其中

MADE=1M∑
M

i=1
η̂-η ,

MSE=1M∑
M

i=1

(̂η-η)2,

SD= 1
M-1∑

M

i=1

(̂η-η)2,

这里η̂表示η 的估计量,η表示η̂ 的平均值,M 表示重复模拟次数.考虑下列4组参数组合:
第一组参数:α1=0.3,α2=0.4,φ1=0.6,φ2=0.3,θ1=0.2,θ2=0.4,λ=1;

第二组参数:α1=0.3,α2=0.4,φ1=0.6,φ2=0.3,θ1=0.2,θ2=0.4,λ=0.7;

第三组参数:α1=0.3,α2=0.3,φ1=0.4,φ2=0.4,θ1=0.2,θ2=0.4,λ=1;

第四组参数:α1=0.3,α2=0.3,φ1=0.4,φ2=0.4,θ1=0.4,θ2=0.4,λ=0.7.
样本量的取值分别为100,300,500,800,1000,实验重复模拟500次.图1为样本量为100时,

RCINAR(2)模型分别在4组参数下的路径图.

图1 样本量为100时,RCINAR(2)模型在4组参数下的路径图

Fig.1 PathdiagramsofRCINAR(2)modelunderfoursetsofparameterswithsamplesizeof100

表1~表4分别为4组参数组合在不同样本量下参数估计的结果.由表1~表4可见,随着样本量

的增加,Mean逐渐趋于真值;MADE和 MSE逐渐趋于0,表明了条件极大似然估计方法的稳定性;

SD逐渐趋于0,模拟重复中得到的估计值相对集中,表明了条件极大似然估计方法的可靠性.
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表1 第一组参数在不同样本量下参数估计的结果

Table1 Resultsforparameterestimationofthefirstsetofparametersatdifferentsamplesizes

n 评价指标 α1 α2 φ1 φ2 θ1 θ2 λ

100 Mean 0.2999 0.3870 0.5087 0.3289 0.6339 0.5679 1.0170

MADE 0.0326 0.0425 0.1549 0.1082 0.4457 0.2671 0.0933

MSE 0.0027 0.0044 0.0406 0.0183 0.2435 0.0964 0.0139

SD 0.0519 0.0650 0.1797 0.1324 0.2569 0.2614 0.1170

300 Mean 0.2949 0.3989 0.5525 0.3292 0.5602 0.4908 1.0011

MADE 0.0184 0.0255 0.0918 0.0644 0.3793 0.2011 0.0535

MSE 0.0006 0.0013 0.0144 0.0065 0.1880 0.0591 0.0044

SD 0.0248 0.0356 0.1101 0.0750 0.2417 0.2258 0.0662

500 Mean 0.2943 0.4002 0.5594 0.3246 0.4855 0.4642 1.0000

MADE 0.0170 0.0224 0.0717 0.0524 0.3028 0.1664 0.0392

MSE 0.0005 0.0009 0.0087 0.0041 0.1246 0.0423 0.0025

SD 0.0215 0.0296 0.0841 0.0589 0.2078 0.1956 0.0502

800 Mean 0.2954 0.4002 0.5715 0.3166 0.4386 0.4312 1.0018

MADE 0.0146 0.0197 0.0534 0.0420 0.2545 0.1431 0.0342

MSE 0.0004 0.0006 0.0048 0.0028 0.0921 0.0305 0.0019

SD 0.0182 0.0251 0.0633 0.0502 0.1877 0.1719 0.0432

1000 Mean 0.2976 0.3998 0.5803 0.3124 0.4365 0.4644 1.0003

MADE 0.0128 0.1004 0.0528 0.0475 0.2524 0.1613 0.0285

MSE 0.0003 0.0005 0.0044 0.0021 0.0858 0.0281 0.0013

SD 0.0162 0.0247 0.0633 0.0447 0.1729 0.1407 0.0362

表2 第二组参数在不同样本量下参数估计的结果

Table2 Resultsforparameterestimationofthesecondsetofparametersatdifferentsamplesizes

n 评价指标 α1 α2 φ1 φ2 θ1 θ2 λ

100 Mean 0.3013 0.3920 0.5150 0.3319 0.6201 0.5801 0.7092

MADE 0.0284 0.0356 0.1583 0.1130 0.4345 0.2750 0.0787

MSE 0.0120 0.0081 0.0415 0.0202 0.2419 0.1054 0.0100

SD 0.0448 0.0556 0.1854 0.1387 0.2560 0.2704 0.0995

300 Mean 0.3096 0.4077 0.5441 0.3201 0.6112 0.5380 0.7042

MADE 0.0277 0.0304 0.1028 0.0784 0.4226 0.2360 0.0448

MSE 0.0079 0.0057 0.0178 0.0096 0.2243 0.0789 0.0032

SD 0.0387 0.0351 0.1211 0.0960 0.2352 0.2449 0.0563

500 Mean 0.2976 0.3974 0.5609 0.3167 0.5545 0.5008 0.7014

MADE 0.0126 0.0178 0.0805 0.0597 0.3667 0.1937 0.0368

MSE 0.0003 0.0006 0.0107 0.0053 0.1748 0.0567 0.0021

SD 0.0174 0.0248 0.0961 0.0711 0.2218 0.2160 0.0459
800 Mean 0.2984 0.3964 0.5751 0.3131 0.4892 0.4486 0.7021

MADE 0.0122 0.0164 0.0604 0.0458 0.3133 0.1630 0.0280
MSE 0.0003 0.0005 0.0063 0.0032 0.1330 0.0404 0.0012
SD 0.0158 0.0214 0.0752 0.0546 0.2203 0.1952 0.0352

1000 Mean 0.2970 0.3990 0.5764 0.3108 0.4737 0.4476 0.6996
MADE 0.0116 0.0151 0.0585 0.0425 0.2834 0.1611 0.0245
MSE 0.0002 0.0004 0.0055 0.0030 0.1078 0.0387 0.0009
SD 0.0149 0.0199 0.0700 0.0534 0.1815 0.1911 0.0306
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表3 第三组参数在不同样本量下参数估计的结果

Table3 Resultsforparameterestimationofthethirdsetofparametersatdifferentsamplesizes

n 评价指标 α1 α2 φ1 φ2 θ1 θ2 λ
100 Mean 0.2920 0.2975 0.3798 0.4039 0.6075 0.6081 1.0037

MADE 0.0357 0.0315 0.1391 0.1373 0.4300 0.2815 0.0880
MSE 0.0035 0.0026 0.0290 0.0277 0.2320 0.1075 0.0124
SD 0.0583 0.0513 0.1694 0.1665 0.2572 0.2536 0.1113

300 Mean 0.2971 0.2955 0.3944 0.3926 0.5532 0.5669 1.0005
MADE 0.0202 0.0206 0.0908 0.0910 0.3678 0.2304 0.0510
MSE 0.0009 0.0008 0.0126 0.0131 0.1788 0.0729 0.0043
SD 0.0292 0.0288 0.1123 0.1145 0.2326 0.2124 0.0656

500 Mean 0.2980 0.2962 0.3989 0.3897 0.5013 0.5257 1.0019
MADE 0.0176 0.0190 0.0726 0.0766 0.3227 0.2025 0.0388
MSE 0.0006 0.0007 0.0083 0.0088 0.1394 0.0595 0.0024
SD 0.0239 0.0268 0.0910 0.0935 0.2206 0.2093 0.0494

800 Mean 0.2979 0.2978 0.3958 0.3992 0.4358 0.4912 0.9997
MADE 0.0155 0.0149 0.0610 0.0587 0.2557 0.1744 0.0314
MSE 0.0004 0.0004 0.0057 0.0052 0.0926 0.0446 0.0015
SD 0.0198 0.0192 0.0752 0.0720 0.1925 0.1906 0.0388

1000 Mean 0.2972 0.2984 0.3955 0.4017 0.4160 0.4633 1.0013
MADE 0.0148 0.0142 0.0527 0.0518 0.2398 0.1574 0.0276
MSE 0.0003 0.0003 0.0043 0.0043 0.0850 0.0374 0.0012
SD 0.0179 0.0177 0.0651 0.0657 0.1861 0.1829 0.0349

表4 第四组参数在不同样本量下参数估计的结果

Table4 Resultsforparameterestimationofthefourthsetofparametersatdifferentsamplesizes

n 评价指标 α1 α2 φ1 φ2 θ1 θ2 λ
100 Mean 0.3003 0.2889 0.3973 0.3916 0.6297 0.6066 0.7175

MADE 0.0319 0.0310 0.1537 0.1481 0.2812 0.2781 0.0787
MSE 0.0033 0.0022 0.0345 0.0325 0.1070 0.1053 0.0098
SD 0.0575 0.0461 0.1858 0.1802 0.2331 0.2504 0.0973

300 Mean 0.2969 0.2974 0.3842 0.3954 0.5963 0.5920 0.7066
MADE 0.0168 0.0170 0.1053 0.1063 0.2584 0.2462 0.0401
MSE 0.0006 0.0006 0.0172 0.0173 0.0891 0.0818 0.0026
SD 0.0241 0.0246 0.1305 0.1315 0.2251 0.2122 0.0511

500 Mean 0.2998 0.2960 0.3962 0.3896 0.5710 0.5773 0.7016
MADE 0.0131 0.0144 0.0803 0.0794 0.2300 0.2288 0.0342
MSE 0.0003 0.0005 0.0099 0.0102 0.0741 0.0737 0.0019
SD 0.0179 0.0209 0.0996 0.1005 0.2120 0.2057 0.0432

800 Mean 0.2990 0.2977 0.3981 0.3907 0.5390 0.5237 0.7019
MADE 0.0109 0.0112 0.0644 0.0659 0.1994 0.2003 0.0272
MSE 0.0002 0.0002 0.0065 0.0069 0.0563 0.0564 0.0011
SD 0.0143 0.0147 0.0804 0.0827 0.1925 0.2029 0.0334

1000 Mean 0.2990 0.2981 0.3966 0.3959 0.5171 0.5141 0.7019
MADE 0.0106 0.0106 0.0600 0.0589 0.1958 0.1938 0.0242
MSE 0.0002 0.0002 0.0055 0.0054 0.0538 0.0537 0.0009
SD 0.0137 0.0137 0.0739 0.0738 0.1803 0.2019 0.0299

  图2为当样本量为1000时4组参数组合得到的参数估计值Q-Q图[17],其中横坐标表示基于理论

正态分布计算出的分位数值,纵坐标表示模型参数估计值的分位数值.由图2可见,所有参数的CML
估计量都遵循渐近正态分布.因此,本文结果与参数估计量的渐近正态性定理一致.

3331 第5期      李 琪,等:具有相依Bernoulli计数序列的RCINAR(p)模型的极大似然估计    



图2 当样本量为1000时不同参数组合参数估计值的Q-Q图

Fig.2 Q-Qplotsofparameterestimatesfordifferentparametercombinationswhensamplesizeis1000

4 实际数据对比研究

下面通过分析从2013年3月到2024年9月共139个在押的原住民群体中的成年女性犯罪数据,
展示所构建RCINAR(p)模型的实际应用效果.该组数据来源于澳大利亚新南威尔士州犯罪统计与研

究局(NSWInverellofCrimeStatisticsandResearch)发布的公开信息(网址为https://www.bocsar.
nsw.gov.au/).该组数据的均值和方差分别为2.3237和4.7133.图3为该组数据的计数图、自相关

(ACF)图和偏相关(PACF)图.引入p阶依赖驱动的随机系数整值自回归模型DDRCINAR(p)模型[6]

与RCINAR(p)模型进行对比,DDRCINAR(p)模型为

Xt=∑
p

i=1
φti췍Xt-i+εt,  t≥1,

其中εt~Po(λ),φti췍Xt-i φti~Bin(Xt-i,φti).由图3的PACF图可知,模型应该考虑的阶数为1,2,

4阶.故 本 文 考 虑 下 列 6 种 模 型:RCINAR(1),RCINAR(2),RCINAR(4),DDRCINAR(1),

DDRCINAR(2)和DDRCINAR(4).

图3 犯罪数据的计数图(A)、ACF图(B)和PACF图(C)

Fig.3 Countplot(A),ACFplot(B),andPACFplot(C)ofcrimedata

表5列出了上述6种模型参数的条件极大似然估计值和用于评价模型优劣的 Akaike信息准则

(AIC)、Bayes信息准则(BIC)、Hannan-Quinn准则(HQ)和均方根误差准则(RMS).由表5可见,
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本文提出的RCINAR(4)模型分析该组数据的 AIC,BIC,HQ和RMS最小.基于RCINAR(4)模型,
图4为拟合残差的路径图、ACF图、PACF图和累计周期图.由图4可见,该模型的拟合残差近似服从

标准正态分布,表明本文提出的RCINAR(4)模型更适合分析该组数据.
表5 两种模型不同阶数对犯罪数据的参数极大似然估计和AIC,BIC,HQ,RMS值

Table5 MaximumlikelihoodestimationofparametersandAIC,BIC,HQ,

andRMSvaluesoftwomodelswithdifferentordersforcrimedata

RCINAR(1) RCINAR(2) RCINAR(4) DDRCINAR(1) DDRCINAR(2) DDRCINAR(4)

α̂1=0.5032 α̂1=0.3498 α̂1=0.3740 ～α1=0.3343 ～α1=0.5859 ～α1=0.6077
φ̂1=0.4243 α̂2=0.4322 α̂2=0.1003 ～φ1=0.5555 ～α2=0.1881 ～α2=0.0578
θ̂1=0.7758 φ̂1=0.5487 α̂3=0.2264 ～λ=1.7483 ～φ1=0.3238 ～α3=0.1771
λ̂=1.7226 φ̂2=0.2821 α̂4=0.1621 ～φ2=0.7243 ～α4=0.2043

θ̂1=0.6207 φ̂1=0.2252 ～λ=1.3211 ～φ1=0.0901
θ̂2=0.6997 φ̂2=0.4007 ～φ2=0.9817
λ̂=1.3912 φ̂3=0.4275 ～φ3=0.0472

φ̂4=0.7349 ～φ4=0.7632
θ̂1=0.7685 ～λ=1.6181
θ̂2=0.9651
θ̂3=0.7668
θ̂4=0.2660
λ̂=1.4515

AIC=542.9844 AIC=529.2562 AIC=525.4564 AIC=548.0525 AIC=531.3787 AIC=530.4796
BIC=554.6935 BIC=549.6961 BIC=543.2249 BIC=556.8342 BIC=545.9786 BIC=545.6271
HQ=541.3636 HQ=526.4093 HQ=520.1304 HQ=546.8368 HQ=529.3452 HQ=525.7924
RMS=2.0519 RMS=1.9945 RMS=1.9513 RMS=2.0625 RMS=1.9961 RMS=1.9771

图4 RCINAR(4)模型拟合残差的路径图(A),ACF图(B),PACF图(C)和累计周期图(D)

Fig.4 Pathdiagram(A),ACFplot(B),PACFplot(C),andcumulative

perioddiagram(D)offittingresidualsofRCINAR(4)model

  综上,本文提出了RCINAR(p)模型,讨论了该模型的统计性质,并通过条件极大似然估计方法

估计参数,证明了估计量的渐近正态性,为统计推断提供了可靠依据.为验证模型的有效性和实用性,
进行了数值模拟和实例分析.数值模拟结果表明,RCINAR(p)模型能准确捕捉数据特征.在实例分析
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中,该模型成功应用于实际案例,进一步证实了其实际应用价值.
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