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带时间依赖记忆核的非局部非经典
扩散方程解的长时间动力学行为

汪 璇,史慧霞
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:当非线性项满足次临界增长条件时,在时间依赖空间 H1
0(Ω)×L2μt(ℝ

+;H1
0(Ω))中讨

论带时间依赖记忆核的非局部非经典扩散方程解的长时间动力学行为.先利用Galerkin逼近

法得到解的适定性和正则性,然后借助分解技巧和积分估计法证明时间依赖全局吸引子的存

在性和正则性.
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Abstract:Whenthenonlineartermsatisfiedthesubcriticalgrowthcondition,long-timedynamical
behaviorofsolutionsfornonlocalnonclassicaldiffusionequationwithtime-dependentmemorykernels
wasdiscussedinH1

0(Ω)×L2μt(ℝ
+;H1
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thewell-posednessandregularityofthesolution,andthenuseddecompositiontechniqueandintegral
estimationmethodtoprovetheexistenceandregularityofthetime-dependentglobalattractors.
Keywords:nonlocalnonclassicaldiffusionequation;time-dependentmemorykernel;time-dependent
globalattractor;regularity

收稿日期:2025-01-03.
第一作者简介:汪 璇(1973—),女,汉族,博士,教授,从事非线性微分方程和无穷维动力系统的研究,E-mail:wangxuan@

nwnu.edu.cn.通信作者简介:史慧霞(1997—),女,汉族,硕士研究生,从事无穷维动力系统的研究,E-mail:1623276119@qq.com.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:11961060;11961059;12061062).

0 引 言

经典反应扩散方程[1]广泛应用于流体力学、固体力学和热传导领域.在反应扩散过程中,传导

介质的性质会对反应扩散过程产生深刻影响.如果在模型中考虑传导介质的黏性、弹性、压力等因素,
即为非经典扩散方程.关于非经典扩散方程的研究目前已取得了丰富的成果[2-4].Ma等[3]研究了非

经典反应扩散方程在ℝ3 上解的渐近行为,利用半群方法证明了其全局吸引子的存在性;Wang等[4]证

明了非经典扩散方程在 H1(ℝ3)中全局吸引子的上半连续性.此外,对于带时滞的非经典扩散方程目

前也取得了很多研究成果[5-9].
近年来,为更好地模拟现实生活中种群的行为,如扩散、聚集、生长及对食物和资源的竞争,人们



提出了具有非局部项的反应扩散系统.文献[10-13]研究表明,动力系统中带有非局部扩散项可以更

深刻地描述许多实际问题.特别是带时间依赖记忆核和非局部扩散的非经典扩散方程,在描述材料

科学、生物入侵、化学反应等自然现象中的扩散过程时能更准确地刻画种群在空间上的非局部作用,
以及时间依赖记忆效应对扩散过程的影响,从而使带时间依赖记忆核的非局部非经典扩散方程的研究

受到广泛关注.Chipot等[11]研究了依赖于Dirichlet积分的带非局部项的非线性抛物方程边值问题,
证明了其解的存在性、唯一性和渐近性问题,并将非局部项拓展到了更一般的非局部算子a(l(u)):

∂tu-a∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f,在Ω×ℝ+ 内,

u(x,0)=u0(x), 在Ω 内,

u=0, (x,t)∈∂Ω×ℝ+

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

其中a=a(s)是一个连续函数,满足∀s∈ℝ,0<m≤a(s)≤M.Caraballo等[14]证明了当f满足次临界

增长条件时,在空间L2(Ω)和 H1
0(Ω)中拉回吸引子的存在性.Simsen等[15]证明了∀s∈ℝ,f 满足

-k-α1 s p≤f(s)s≤k-α2 s p,其中k,α1,α2 为正常数且p≥2,应用Faedo-Galerkin逼近方法和

Aubin-Lions紧性估计,研究了非局部扩散方程弱解初值的存在性、唯一性和连续性,并证明了全局吸

引子的存在性.基于上述工作,Xu等[12]利用Galerkin逼近法和能量估计研究了带有时滞和记忆的非

自治非局部偏微分方程

∂tu-a(l(u))Δu=f(u)+h(t,ut),在Ω×[τ,∞)内,

u=0, (x,t)∈∂Ω×[τ,∞),

uτ(x,t)=φ(x,t), 在Ω×(-ρ,0]

ì

î

í

ï
ï

ïï 内

的动力学行为,其中a∈C(ℝ;ℝ+)是一个局部Lipschitz连续函数,l∈L(L2(Ω);ℝ),l(u)是作用于

u的线性泛函,h包含时滞,ut:(-∞,0]→ℝ且ut(s)=u(t+s).然而文献[12]仍不能解决记忆核带

有奇点的情况,因此文献[13]对相应方程进行研究,解决了记忆核带有奇点的问题并改进了已有研究

结果.
此外,在一些与记忆材料相关的物理问题推动下,关于具有长时间记忆的偏微分方程的研究也

获得了丰富的研究成果.文献[16-18]研究了具有衰退记忆的非经典扩散方程

∂tu-Δ∂tu-Δu-∫
∞

0
k(s)Δu(t-s)ds+f(u)=g(x)

解的渐近状态,由于对应的动力系统的能量耗散速度受函数Δu和记忆核k(·)卷积的影响,因此比

通常(无记忆项)的非经典扩散方程更快.Caraballo等[6,19]研究了具有衰退记忆的非经典扩散方程的非

自治情况.Yuan等[20]研究了当非线性项满足任意阶多项式增长条件时,一类具有记忆的扰动非经典

反应扩散方程全局吸引子的存在性和正则性.
考虑下列带时间依赖记忆核的非局部非经典扩散方程解的长时间动力学行为:

∂tu-Δ∂tu-a(l(u))Δu-∫
t

-∞
ht(s)Δu(t-s)ds+f(u)=g(x),x∈Ω, t>τ,

u(x,t)=0, x∈∂Ω, t>τ,

u(x,τ)=uτ(x,t), x∈Ω, t≤τ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(1)

其中Ω 是ℝ3 上带有光滑边界的有界域.假设函数a∈C(ℝ;ℝ+)为局部Lipschitz连续函数,即存在

Lipschitz常数La(R),使得

a(l(u1))-a(l(u2))≤La(R)l(u1)-l(u2), (2)
且存在正常数m,M,使得

1-θ<m≤a(r)≤M,  ∀r∈ ℝ. (3)
设时间依赖记忆核函数ht(s)是非负的、凸的且可和的,并且满足

ht(s)=∫
∞

s
μt(y)dy, ∀s∈ ℝ+, t∈ ℝ.

  假设μt(s)=-∂sht(s),并且映射(t,s) μt(s):ℝ×ℝ+→ℝ+,满足以下条件:
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(H1)对任意的t∈ℝ,映射s μt(s)是非增的、绝对连续且可和的,定义

κ(t)∶=∫
∞

0
μt(s)ds,  inf

t∈ℝ
κ(t)>0;

  (H2)对任意的τ∈ℝ,存在一个连续函数Kτ:[τ,∞)→ℝ+,使得

μt(s)≤Kτ(t)μτ(s), ∀t≥τ, a.e.s∈ ℝ+;

  (H3)对每个固定的s>0,映射t μt(s)对所有的t∈ℝ是可微的,并且对任意的紧集

K⊂ℝ×ℝ+,有

(t,s) μt(s)∈L∞(K),  (t,s) ∂tμt(s)∈L∞(K);

  (H4)存在正常数δ>1,使得

∂tμt(s)+∂sμt(s)+δκ(t)μt(s)≤0, ∀t∈ ℝ+, a.e.s∈ ℝ+.
  目前,对带时间依赖记忆核的非局部非经典扩散方程解的长时间动力学行为研究尚未见文献报

道.当方程的记忆核依赖于时间t时,非局部扩散项、时间依赖记忆核和时滞会给耗散性估计和紧性

验证带来极大困难.首先,由于记忆核函数依赖于时间,定义变量ηt 的时间导数与以往不同;其次,
用于带衰退记忆项方程的经典方法和微分不等式无法进行方程(1)的耗散性估计和解过程的紧性验证;
且-Δ∂tu 的存在表明若初值仅属于弱拓扑空间,则方程(1)的解只可在弱拓扑空间上求得,不具有更

高的正则性.因此,不能利用Sobolev空间的紧嵌入定理进行渐近紧性验证;最后,对带有非局部算子

a(l(u))的反应扩散模型,在证明对解的初值连续依赖性及解过程的紧性验证时会带来困难.为克服上

述困难,本文借助文献[21-24]的思想,在新的理论框架下,利用积分估计法及分解技巧成功克服了估

计和证明过程中的实质性难题,得到了解的适定性和正则性,进而证明了时间依赖全局吸引子的存在

性和正则性.

1 预备知识

借助文献[25-26]的思想,定义新的历史变量

ηt(s)=
∫

s

0
u(t-r)dr, 0≤s≤t-τ,

ητ(s-t+τ)+∫
t-τ

0
u(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(4)

利用μt(s)=-∂sht(s)和ht(∞)=0,可将方程(1)转化为

∂tu-Δ∂tu-a(l(u))Δu-∫
∞

0
μt(s)Δηt(s)ds+f(u)=g, (5)

其相应的初-边值条件为

u(x,t)=0, x∈∂Ω, t>τ,

ηt(x,s)=0, (x,s)∈∂Ω×ℝ+, t>τ,

ητ(x,s)=ητ(x,s), u(x,t)=uτ(x),(x,s)∈Ω×ℝ+, x∈Ω, t≤τ

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(6)

其中u(·)满足:存在两个正常数R 和ρ≤δ,使得∫
∞

0
e-ρs‖∇u(-s)‖2ds≤R.

  假设外力项g∈L2(Ω),非线性项f∈C1(ℝ)满足f(0)=0,且满足

f′(u)≤C(1+ u p-1),  1≤p≤2, (7)

f′(u)≥-C1,  ∀u∈ ℝ, (8)
其中C和C1 为正常数.设f满足耗散条件

liminf
u →∞

f′(u)> -λ1, (9)

这里λ1>0为-Δ在Dirichlet边界条件下的第一特征值.显然,根据式(9)知,存在θ(0<θ<1),使得

<f(u),u>≥ <F(u),1>-14
(1-θ)‖u‖21-cf, (10)

<F(u),1>≥ -14
(1-θ)‖u‖21-cf,  ∀u∈H1

0(Ω), (11)
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其中F(u)=∫
u

0
f(s)ds,cf≥0.

根据文献[27],A=-Δ,D(A)=H1
0(Ω)∩H2(Ω).对于Hilbert空间族D(Ak/2),k∈ℝ,赋予其

内积和范数分别为

<·,·>D(Ak/2)=<Ak/2·,Ak/2·>,  ‖·‖D(Ak/2)=‖Ak/2·‖,
其中<·,·>和‖·‖是L2(Ω)中的内积和范数.

对任意的k>s,有紧嵌入D(Ak/2) D(As/2);对所有的k∈[0,n/2),有连续嵌入D(Ak/2)

L2n/(n-2k)(Ω).
当0≤k<3时,记 Hk=D(Ak/2),‖·‖k=‖·‖Hk‖·‖D(Ak/2),用 H表示L2(Ω),H1 表示

H1
0(Ω),H2 表示 H1

0(Ω)∩ H2(Ω).根据ht(s)所满足的条件,当0≤σ<3时,定义记忆空间

Mσ
t =L2μt(ℝ

+;Hσ)= ξt:ℝ+→Hσ∫
∞

0
μt(s)‖ξt(s)‖2σds<+{ }∞ ,

并赋予其内积和范数分别为

<ηt,ξt>Mσ
t =∫

∞

0
μt(s)<ηt(s),ξt(s)>σds,  ‖ξt‖2Mσ

t =∫
∞

0
μt(s)‖ξt(s)‖2σds.

  特别地,定义时间依赖空间及其范数为

Eσ
t=Hσ×Mσ

t,  ‖z‖2Eσt =‖(u,ηt)‖2Eσt =‖u‖2σ +‖ηt‖2Mσ
t .

根据条件(H2),对任意的ηt∈Mσ
τ,有

‖ηt‖2Mσ
t ≤Kτ(t)‖ηt‖2Mσ

τ
,  ∀t≥τ, (12)

且有连续嵌入 Mσ
τ Mσ

t,∀t≥τ.
  参考文献[23],TTt 是空间 Mσ

t 上右平移收缩半群的无穷小算子,因此是一个耗散算子,且如下估

计式成立:

<TTtηt,ηt>Mσt =12∫
∞

0
∂sμt(s)‖ηt(s)‖2σds,  ∀ηt∈D(TTt). (13)

根据条件(H1)可知,对任意固定的t,函数s μt(s)是可微的,且∂sμt(s)≤0,则∀ηt∈D(TTt),
<TTtηt,ηt>Mσt≤0.由式(12)可知

TTτ⊂TTt,  ∀t≥τ. (14)

  引理1[25,28-29] 设μ∈C1(ℝ+)∩L1(ℝ)是非负函数,且满足:如果存在s0∈ℝ+,使得μ(s0)=0,
则μ(s)=0对所有的s≥s0 均成立.此外,设B0,B1,B2 是Banach空间,其中B0,B1 自反,满足

B0 B1 B2,且嵌入B0 B1 紧.设C⊂L2μ(ℝ+;B1)满足下列条件:

1)C在L2μ(ℝ+;B0)∩H1
μ(ℝ+;B2)中;

2)sup
η∈C
‖η(s)‖2B1≤h(s),∀s∈ℝ

+,h(s)∈L1μ(ℝ+).

则C在L2μ(ℝ+;B1)中紧.
引理2[30-31] 设X,Y,Z为3个Banach空间.对于T>0,若X Y Z,且

V={u∈Lp([0,T];X)∂tu∈Lr([0,T];Z)}, V1={u∈L∞([0,T];X)∂tu∈Lr([0,T];Z)},
则

V Lp([0,T];Y),  V1 C([0,T];Y),
其中r>1,1≤p<∞.

引理3[32] 设(M,d)是度量空间,U(t,τ)是空间M上的Lipschitz连续过程,即存在独立于mi,τ,t
的常数C和K,使得d(U(t,τ)m1,U(t,τ)m2)≤CeK(t-τ)d(m1,m2).如果存在子集 M1,M2,M3⊂M,
使得

distM(U(t,τ)M1,U(t,τ)M2)≤L1e-v1(t-τ),  v1,L1 >0,

distM(U(t,τ)M2,U(t,τ)M3)≤L2e-v2(t-τ),  v2,L2 >0,
则

distM(U(t,τ)M1,U(t,τ)M3)≤Le-v(t-τ),
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其中v= v1v2
K+v1+v2

,且L=CL1+L2.

定义1[26] 设{Ht}t∈ℝ为一族赋范线性空间,对于双参数算子族U(t,τ):Hτ→Ht,t≥τ∈ℝ,若其

满足如下性质:

1)对任意的τ∈ℝ,U(τ,τ)=Id是Hτ 上的恒等映射;

2)对任意的t≥s≥τ,τ∈ℝ,有U(t,s)U(s,τ)=U(t,τ).
则称U(t,τ)是一个过程.

定义2[26] 如果对每个t∈ℝ,都存在一个常数R>0,使得Ct⊂{z∈Xt:‖z‖Xt≤R}=BBt(R),

∀t∈ℝ,则称有界集Ct⊂Xt 的集合族C={Ct}t∈ℝ是一致有界的.
定义3[26,33] 如果一个集族B={BBt}t∈ℝ为一致有界的,即sup

t∈ℝ
‖BBt‖Xt=supt∈ℝ

sup
ξ∈Bt
‖ξ‖Xt<+∞,

且对每个R>0,存在常数τe=τe(R)≥0,使得U(t,τ)BBτ(R)⊂BBt(∀t-τ≥τe),则 B={BBt}t∈ℝ称为时

间依赖吸收集.
定义4[26,33] 若一个集族A={At}t∈ℝ满足如下性质:

1)对任意的t∈ℝ,每个At 在Xt 中都是紧的;

2)A是拉回吸引的,即A是一致有界的,并且对每个一致有界集族C={Ct}t∈ℝ,均有

lim
τ→-∞

distXt
(U(t,τ)Cτ,At)=0;

  3)(最小性)若存在一个集族D={Dt}t∈ℝ满足1)和2),有At⊂Dt.
则A={At}t∈ℝ称为过程U(t,τ)的时间依赖全局吸引子.

引理4[26,33] 如果过程U(t,τ)是渐近紧的,即集合A={AA={At}t∈ℝ:At⊂Xt 为紧集,AA是拉回

吸引子}非空紧,则时间依赖全局吸引子A={At}t∈ℝ存在且唯一.
定义5[26,34] 设函数t→Z(t)∈Xt,若下列条件成立:

1)sup
t∈ℝ
‖Z(t)‖Xt<∞;

2)Z(t)=U(t,τ)Z(τ),∀τ≤t,τ∈ℝ.
则称Z(t)是过程U(t,τ)的完全有界轨道(CBT).

定义6[34] 设U(t,τ)是作用于时间依赖空间Xτ 的一个过程,对任意的t≥τ,U(t,τ):Xτ→Xt 是

连续的,且有时间依赖全局吸引子A={A(t)}t∈ℝ.如果对所有的t≥τ,U(t,τ)Aτ=At,则A是不变的.
引理5[24,35] 设Z(t)是过程U(t,τ)的完全有界轨道,如果过程U(t,τ)的时间依赖全局吸引子

A={A(t)}t∈ℝ 是不变的,则A={Zt→Z(t)∈Xt}.

2 主要结果

下面讨论解的适定性和正则性.
引理6[36] 设

Φ(u,ητ)=(2+t-τ)[(t-τ)κ(τ)‖u‖2L∞([τ,T];Hσ)]+2‖ητ‖2Mσ
τ
,

则有ηt∈Mσ
τ⊂Mσ

t,其中∀t∈[τ,T],‖ηt‖2Mσ
τ≤Φ(u,ητ),并且

‖ηt‖2Mσ
t ≤Φ(u,ητ)Kτ(t)∈L1([τ,T]).

  引理7[36] 如果ητ∈D(TTτ),则对任意的t∈[τ,T],ηt∈W1,∞([τ,T];Mσ
τ),且∂tηt=TTτηt+u(t)在

空间 Mσ
τ 上成立.

注1 由于 Mσ
τ Mσ

t,由式(14)知,对任意固定的t,有∂tηt=TTtηt+u(t)在空间 Mσ
t 上成立.

注2 当ηt∈D(TTτ)时,由式(12)和引理7可知

‖∂sηt‖2Mσ
t ≤Ψ(u,ητ)Kτ(t),  ∀t∈ [τ,T],

其中Ψ(u,ητ)=κ(τ)‖u‖2L∞([τ,T];Hσ)+‖∂sητ‖2Mσ
τ.

引理8[36] 记I=[τ,T],假设u∈C(I;Hσ)且ητ∈C1(ℝ+,Hσ)∩D(TTτ),则对所有的τ≤a≤b≤
T,下列不等式成立:
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‖ηb‖2Mσ
b -∫

b

a∫
∞

0
[∂tμt(s)+∂sμt(s)]‖ηt(s)‖2σdsdt≤ ‖ηa‖2Mσ

a +2∫
b

a
<u(t),ηt>Mσ

tdt.

  引理9[36] 对所有的τ≤a≤b≤T,下列估计成立:

‖ηb‖2Mσ
b +δ∫

b

a
κ(t)‖ηt(s)‖2Mσ

tdt≤‖η
b‖2Mσ

b -∫
b

a∫
∞

0
(∂tμt(s)+∂sμt(s))‖ηt(s)‖2σdsdt≤

‖ηa‖2Mσ
a +2∫

b

a
<u(t),ηt>Mσ

tdt.

  定义7 记I=[τ,T].对任意的T>τ∈ℝ,设g∈L2(Ω),且zτ=(uτ,ητ)∈E1τ.如果:

1)u(t)∈L∞([τ,T];H1),ηt∈L∞([τ,T];M1
t);

2)ηt 满足式(4);

3)对任意的ϕ∈H1 和a.e.t∈I,有

<∂tu,ϕ>+<∂tu,ϕ>1+<a(l(u))u,ϕ>1+∫
∞

0
μt(s)<ηt(s),ϕ>1ds+<f(u),ϕ>=<g,ϕ>.

则z(t)=(u(t),ηt)称为问题(5)-(6)在时间区间I上满足初值z(τ)=zτ 的弱解.
定理1(适定性和正则性) 记I=[τ,T](∀T>τ).假设式(7)~(9)以及条件(H1)~(H4)成立,

g∈L2(Ω),则对每个T>τ∈ℝ和任意给定的初值zτ∈E1τ,zτ 满足‖zτ‖E1τ≤R,问题(5)-(6)存在唯一

弱解z(t)=(u(t),ηt)=U(t,τ)zτ.对任意固定的t,有ηt∈M1t,则

sup
t≥τ
‖z(t)‖2E1t +∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M1ydy+∫

t

τ
‖u(y)‖22dy+∫

t

τ
‖∂tu(y)‖2dy≤Q,

其中Q=max{Q1,Q3,Q4}.此外,有

‖z(t)‖2E1t ≤CeC(R,λ1)(t-τ)‖z(τ)‖2E1τ,  t∈ [τ,T],

其中z(t)=z1(t)-z2(t),且z1(t),z2(t)是问题(5)-(6)满足初值z1=(u1τ,η1τ),z2=(u2τ,η2τ)的
弱解.

证明:将方程(5)与u做内积,可得

d
dtL
(t)+2a(l(u))‖u‖21+2<u,ηt>M1t +2<f(u),u>-2<g,u>=0,

其中L(t)=‖u‖2+‖u‖21.利用式(10),(11),可知

-2<f(u),u>≤ (1-θ)‖u‖21+4cf,

其中0<θ<1.此外,有2<g,u>≤m‖u‖21+ 1
mλ1‖g‖

2.因此,结合式(3)可得

d
dtL
(t)+(m-(1-θ))‖u‖21+2<u,ηt>M1t ≤Q0, (15)

其中Q0= 1
mλ1‖g‖

2+4cf.

对式(15)在[τ,t]上积分,得

L(t)+(m-(1-θ))∫
t

τ
‖u(y)‖21dy+2∫

t

τ
<u,ηy>M1ydy≤L(τ)+Q0(t-τ),  ∀t≥τ.

根据引理8,可知

L(t)+‖ηt‖2M1t +(m-(1-θ))∫
t

τ
‖u(y)‖21dy-∫

t

τ∫
∞

0
(∂tμt(s)+∂sμt(s))‖ηy(s)‖21dsdy≤

    L(τ)+‖ητ‖2M1τ +Q0(t-τ), ∀t≥τ.
显然,有

‖z(t)‖2E1t ≤L(t)=L(t)+‖ηt‖2M1t ≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z(t)‖2E1t .

因此,有

L(t)+(m-(1-θ))∫
t

τ
‖u(y)‖21dy-∫

t

τ∫
∞

0
(∂tμt(s)+∂sμt(s))‖ηy(s)‖21dsdy≤
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    L(τ)+Q0(t-τ), (16)
即

sup
t≥τ
‖z(t)‖2E1t +∫

t

τ
‖u(y)‖21dy+∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M1ydy≤Q1, (17)

其中Q1=C(R,T,δ,m-(1-θ),mλ1,‖g‖,cf).
将方程(5)与∂tu 做内积,得

‖∂tu‖2+‖∂tu‖21=a(l(u))<Δu,∂tu>-∫
∞

0
μt(s)<ηt(s),∂tu>1ds-<f(u),∂tu>+<g,∂tu>.

由式(3),可得

<a(l(u))Δu,∂tu>≤M‖u‖1‖∂tu‖1,
由式(7),可得

<f(u),∂tu>≤ ‖f(u)‖L(p+1)/p‖∂tu‖Lp+1 ≤C(1+‖u(t)‖p
1)‖∂tu‖1,

应用Poincaré不等式得<g,∂tu>≤ 1λ1/21 ‖g‖‖∂tu‖1.
此外,由条件(H2)得

-∫
∞

0
μt(s)<ηt(s),∂tu>1ds ≤‖∂tu‖1∫

∞

0
μt(s)‖ηt(s)‖1ds≤

‖∂tu‖1∫
∞

0
μt(s)d( )s

1/2

∫
∞

0
μt(s)‖ηt(s)‖21d( )s

1/2

≤

‖∂tu‖1 κ(t)‖ηt‖M1t .
因此,结合式(3)得

‖∂tu‖21 ≤C M‖u(t)‖1+1+‖u(t)‖p
1+ κ(t)‖ηt‖M1t + 1

λ1/21
‖gæ

è
ç

ö

ø
÷‖ ‖∂tu‖1 ≤

1
2‖∂tu‖

2
1+C(R,T,M,cf,λ1/21 ,‖g‖,θ,δ)(1+κ(t)‖ηt‖2M1t +‖u‖21+‖u(t)‖p

1)=

1
2‖∂tu‖

2
1+Q2(1+κ(t)‖ηt‖2M1t +‖u‖21+‖u(t)‖p

1), ∀t∈ [τ,T]. (18)

从而

∫
t

τ
‖∂tu(y)‖2dy≤2Q2 (1+‖u‖21+‖u(t)‖p

1)(t-τ)+∫
t

τ
κ(y)‖ηy‖2M1yd( )y ≤Q3. (19)

将方程(5)与Au做内积,得

d
dtL1(t)+2a(l(u))‖u‖22+2<u,ηt>M2t +2<f(u),Au>-2<g,Au>=0, (20)

其中L1(t)=‖u‖21+‖u‖22.由式(8)知

-2<f(u),Au>=-2∫Ω
f′(u)∇u 2dx≤2C1‖u‖21 ≤C‖u‖21,

且

2<g,Au>≤2‖g‖‖u‖2 ≤ 1m‖g‖
2+m‖u‖22.

因此,结合式(3)得

d
dtL1(t)+m‖u‖22+2<u,ηt>M2t ≤C‖u‖21+1m‖g‖

2. (21)

对式(21)在[τ,t]上积分,得

L1(t)+m∫
t

τ
‖u(y)‖22dy+2∫

t

τ
<u,ηy>M2ydy≤L1(τ)+C∫

t

τ
‖u(y)‖21dy+1m‖g‖

2(t-τ).

  根据引理9,可知

L1(t)+m∫
t

τ
‖u(y)‖22dy+‖ηt‖2M2t +δ∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M2ydy≤
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    L1(τ)+‖ητ‖2M2τ +C∫
t

τ
‖u(y)‖21dy+1m‖g‖

2(t-τ), ∀t≥τ.

显然,

‖z(t)‖2E2t ≤L1(t)=L1(t)+‖ηt‖2M2t ≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z(t)‖2E2t .

故

L1(t)+m∫
t

τ
‖u‖22dy+δ∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M2ydy≤

    L1(τ)+C∫
t

τ
‖u(y)‖21dy+1m‖g‖

2(t-τ), ∀t≥τ.

应用Gronwall不等式,得

sup
t≥τ
‖z(t)‖2E2t +∫

t

τ
‖u‖22dy+∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M2ydy≤

C(‖z(τ)‖E2τ
,T,θ,m,δ,‖g‖,λ1,cf)∶=Q4. (22)

  假设H1 的正交基{wj}∞j=1,且Awj=λjwj(j=1,2,…).设{ζj}∞j=1是L2μt(ℝ
+;H1)上的正交基,且

Aζj=λjζj(j=1,2,…).对每个n∈ℕ,存在有限维子空间:

Hn =span{w1,…,wn}⊂H1,  Mn =span{ζ1,…,ζn}⊂L2μt(ℝ
+;H1).

定义Pn:H1→Hn 为Hn 上的正交投影,Qn:L2μt(ℝ
+;H1)→Mn 为Mn 上的正交投影.

设zτ=(uτ,ητ)是满足序列{zτn=(uτn
,ητn
)}⊂E2t 的初值,其中uτn=Pnuτ→uτ 于H1,ητn=Qnητ→ητ

于 M1t.对每个n∈ℕ,设zn(t)=(un,ηt
n)为问题(5)-(6)的近似解,其中un =∑

n

j=1
Tn

j(t)wj,Tn
j∈

C1([τ,T]),并 且ηt
n =∑

n

j=1
Λn

j(t)ζj,Λn
j∈C1([τ,T]).则 对 任 意 的 ϕ∈Hn 和 每 个t∈[τ,T],

zn(t)=(un,ηt
n)满足:

<∂tun,ϕ>+<∂tun,ϕ>1+<a(l(un))un,ϕ>1+∫
∞

0
μt(s)<ηt

n(s),ϕ>1ds+<f(un),ϕ>=<g,ϕ>, (23)

并且

ηt
n(s)=
∫

s

0
un(t-y)dy, 0≤s≤t-τ,

ητn
(s-t+τ)+∫

t-τ

0
un(t-y)dy,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(24)

  假设ϕ∈Hm 是固定的,则对于每个n≥m,式(23)成立.将式(23)乘以ψ∈C∞
0 ([τ,T])并在[τ,T]

上积分,得

∫
T

τ
ψ(<∂tun,ϕ>+<∂tun,ϕ>1+<al(un)un,ϕ>1+

∫
∞

0
μt(s)<ηt

n(s),ϕ>1ds+<f(un),ϕ>-<g,ϕ>)dy=0. (25)

对于序列{zn},式(17),(19),(22)成立,则有如下结果:∂tun 在L2([τ,T];H1)上有界,un 在

L∞([τ,T];H2)上有界,un 在L2([τ,T];H2)上有界,ηt
n 在L∞([τ,T];M2

t)上有界,a(l(un))Δun 在

L2([τ,T];H2)上有界.由于‖f(un)‖L1+1/p≤C(1+‖un‖p
1)≤C,可知f(un)在L1+1/p(Ω)上有界.

利用Galerkin逼近方法可知,存在z=(u,ηt)∈L∞([τ,T];E2t),使得∂tun→∂tu 在L2([τ,T];H1)
上弱收敛,un→u 在L∞ ([τ,T];H2)上弱*收敛,un→u 在L2([τ,T];H2)上弱收敛,ηt

n→qt 在

L∞([τ,T];M2
t)上弱*收敛,a(l(un))Δun→a(l(u))u在L2([τ,T];H)上弱收敛,f(un)→f(u)在

L1+1/p(Ω)上弱收敛.
由引理2知

un →u在C([τ,T];H1)上强收敛, (26)
并且un→u在[τ,T]×Ω 上a.e.成立.由f 的连续性知f(un)→f(u)在[τ,T]×Ω 上a.e.成立.由
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ϕ∈Hn⊂H1可得ϕ∈PnLp+1(Ω).因此由式(26),有<f(un)-f(u),ϕ>→0.因为f(un)和f(u)在

L1+1/p(Ω)上有界,故应用控制收敛定理,有∫
T

τ
ψ<f(un)-f(u),ϕ>dy→0.又因为

‖a(l(un))Δun -a(l(u))Δu‖ ≤‖a(l(un))Δun -a(l(u))Δun‖+‖a(l(u))Δun -a(l(u))Δu‖ ≤
La(R)l(un)-l(u)+a(l(u))‖Δun -Δu‖=

La(R)∫Ω
l(x)‖un -u‖2d( )x

1/2

+

a(l(u))∫Ω
‖Δun -Δu‖2d( )x

1/2
, a.e.t∈ [τ,T],

且

<a(l(un))Δun -a(l(u))Δu,ϕ>≤<a(l(un))Δun -a(l(u))Δun,ϕ>+<a(l(u))Δun -a(l(u))Δu,ϕ>≤

La(R)∫Ω
l(un)-l(u)ϕds+a(l(u))∫Ω

(∇un -∇u)∇ϕdx=

La(R)∫Ω
l(x) un -uϕds+a(l(u))∫Ω

(∇un -∇u)∇ϕdx≤

La(R)∫Ω
l(x)2ϕ2d( )s

1/2

∫un -n 2d( )x
1/2

+

M∫Ω
∇un -∇u 2d( )x

1/2

∫Ω
∇ϕ 2d( )x

1/2

→0, a.e.t∈ [τ,T].

因此,

lim
n→∞∫

T

τ
ψ<a(l(un))Δun,ϕ>dy=0,  a.e.t∈ [τ,T].

  设ηt
n=ηt

n-ηt,un=un-u,ητn=ητn-ητ,uτn=uτn-uτ.结合条件(H2)并利用

ηt
n(s)=
∫

s

0
un(t-ζ)dζ, 0<s≤t-τ,

ητn
(s-t+τ)+∫

t-τ

0
un(t-ζ)dζ,s>t-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï τ

可得

‖ηt
n‖2M1t ≤Kτ(t)‖ηt

n‖2M1τ =C(T)∫
t-τ

0
μτ(s)∫

s

0
un(t-ζ)dζ

2

1
ds( +

∫
∞

t-τ
μτ(s)ητn

(s-t+τ)+∫
t-τ

0
un(ζ)dζ

2

1
d )s ≤

C(T)2(T-τ)‖un‖2C([τ,T];H1)∫
∞

0
μτ(s)ds+2∫

∞

0
μτ(s+t-τ)‖ητn

(s)‖21d( s+

(T-τ)2‖un‖2C([τ,T];H1)∫
∞

0
μτ(s)d )s ≤

C(T)((2+T-τ)(T-τ)‖un‖2C([τ,T];H1)κ(τ)+2‖ητn‖
2
M1τ
)→0, ∀t∈ [τ,T].

根据极限的唯一性知qt=ηt.
利用条件(H2)显然可得

∫
∞

0
μt(s)<ηt

n(s),ϕ>1ds=∫
t-τ

0
μt(s)<∫

s

0
un(t-ζ)dζ,ϕ>1ds+

∫
∞

t-τ
μt(s)<ητn

(s-t+τ),ϕ>1ds+∫
∞

t-τ
μt(s)<∫

t-τ

0
un(ζ)dζ,ϕ>1ds=

∫
t-τ

0
μt(s)∫

s

0
<un(t-ζ),ϕ>1dζds+

∫
∞

0
μt(s+t-τ)<ητn

(s),ϕ>1ds+∫
∞

t-τ
μt(s)∫

t

τ
<un(ζ),ϕ>1dζds≤

‖un‖C([τ,T];H1)‖ϕ‖1(T-τ)Kτ(t)κ(τ)+‖ϕ‖1Kτ(t)κ(τ)‖ητn‖M1τ +
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‖un‖C([τ,T];H1)‖ϕ‖1(T-τ)Kτ(t)κ(τ)→0, a.e.t∈ [τ,T].
从而

lim
n→∞∫

∞

0
μt(s)<ηt

n(s),ϕ>1ds=0,  a.e.t∈ (τ,T].

又因为

∫
∞

0
μt(s)<ηt

n(s),ϕ>1ds ≤∫
∞

0
μt(s)‖ηt

n(s)‖1‖ϕ‖1ds≤

‖ϕ‖1 Kτ(t)κ(τ)‖ηt
n‖M1t ∈L1([τ,T]),

根据Lebesgue控制收敛定理,有

lim
n→∞∫

T

τ
ψ∫

∞

0
μy(s)<ηy

n(s),ϕ>1dsdy=0.

因此,z=(u,ηt)为问题(5)-(6)的弱解.
下面证明弱解关于初值的连续依赖性.设z1=(u1(t),ηt

1),z2=(u2(t),ηt
2)为问题(5)-(6)的两个

弱解,则z(t)=(u(t),ηt)=z1(t)-z2(t)满足

∂tu+A∂tu+a(l(u1))Au+(a(l(u1))-a(l(u2)))Au2+

∫
∞

0
μt(s)Aηt(s)ds=-f(u1)+f(u2), (27)

其中

ηt(s)=
∫

s

0
u(t-r)dr, 0<s≤t-τ,

ητ(s-t+τ)+∫
t-τ

0
u(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(28)

将方程(27)与u做内积,得

d
dtF
(t)+2∫

∞

0
μt(s)<ηt(s),u(t)>1ds≤-2m‖u‖21+2La(R)‖l‖‖u‖‖u2‖1‖u‖1+

2<f(u1)-f(u2),u(t)>≤

-2mλ1‖u‖2+ 2
λ1

La(R)‖l‖‖u‖21‖u2‖1+

C(1+‖u1‖p-1
Lp+1 +‖u2‖p-1

Lp+1)‖u‖2Lp+1 ≤

-2mλ1‖u‖2+ 2
λ1

La(R)‖l‖‖u‖21‖u2‖1+C(1+‖u1‖p-1
1 +‖u2‖p-1

1 )‖u‖21 ≤

C(R,λ1,λ1,m)F(t), t∈ [τ,T], (29)
其中F(t)=‖u‖2+‖u‖21.对式(29)在[τ,t]上积分,得

F(t)+2∫
t

τ
<u(y),ηy>M1ydy≤F(τ)+C(R,λ1,m)∫

t

τ
F(y)dy,  t∈ [τ,T]. (30)

由引理9可知

‖ηt‖2M1t +δ∫
t

τ
κ(y)‖ηy(s)‖2M1ydy≤ ‖ητ‖2M1τ +2∫

t

τ
<u,ηy>M1ydy. (31)

  设F(t)=F(t)+‖ηt‖2M1t,则有‖z(t)‖2E1t≤F(t)≤C‖z(t)‖2E1t .结合式(30),(31),得F(t)≤

F(τ)+C(R,λ1,m,δ)∫
t

τ
F(y)dy.应用Gronwall不等式,得

‖z(t)‖2E1t ≤CeC(R,λ1,m,δ)(t-τ)‖z(τ)‖2E1τ,  t∈ [τ,T].
综上,问题(5)-(6)弱解z=(u,ηt)的唯一性得证.证毕.

根据定理1,可定义问题(5)-(6)在E1t 上的解过程,即

U(t,τ):E1τ →E1t, U(t,τ)zτ=z(t), ∀zτ∈E1τ, t≥τ, (32)
且{U(t,τ)}为作用于E1t 上的过程族.
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3 时间依赖吸引子

3.1 时间依赖吸收集的存在性

定理2(耗散性) 假设条件(7)~(9)和(H1)~(H4)成立,g∈L2(Ω).U(t,τ)(t≥τ,τ∈ℝ)是
式(32)定义的解过程,则对任意的初值z(τ)∈BBτ(R)⊂E1τ,存在췍>0,R0>0,使得过程U(t,τ)存在时

间依赖吸收集,即族Bt={BBt(R0)}t∈ℝ.
证明:应用Poincaré不等式和条件(H4),并根据式(15)可得

L(t)+m-(1-θ)
2 ∫

t

τ
‖u(y)‖21dy+m-(1-θ)λ1

2 ∫
t

τ
‖u(y)‖2dy+δ∫

t

τ
κ(y)‖ηy‖2M1ydy≤

L(τ)+Q0(t-τ),
即

L(t)+2췍∫
t

τ
L(y)dy≤L(τ)+췍∫

t

τ
L(y)dy+Q0(t-τ),

其中췍=minm-(1-θ)
2

,m-(1-θ)λ1
2

,δinf
y∈[τ,t]

κ(y{ }).应用积分型Gronwall不等式得

L(t)≤L(τ)e-췍(t-τ)+ Q0e췍

1-e-췍.

此外,有

‖z(t)‖2E1t ≤L(t)≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z(τ)‖2E1τe

-췍(t-τ)+R0

2
,

这里R0=
2Q0e췍

1-e-췍.
对于每个R>0,存在t0=t0(R)=1췍ln

2(1+1/λ1)R
R0

≤t以及R0>0,使得

τ≤t-t0⇒U(t,τ)BBτ(R)⊂BBt(R0).
证毕.
3.2 时间依赖吸引子的存在性

为得到解过程的渐近紧性,需对非线性项f利用分解技巧,使得

f(s)=f1(s)+f2(s),
这里f1,f2∈C1(ℝ),并且满足以下条件:

f′1(u)≤C(1+ u p-1), ∀u∈ ℝ, 1≤p≤2, (33)

f1(u)u≥0,       ∀u∈ ℝ, (34)

f′2(u)≤C(1+ u γ),  ∀u∈ ℝ, 1≤γ≤2, (35)

liminf
u →∞

f′2(u)>-λ1. (36)

  定理2表明过程U(t,τ)有时间依赖吸收集B={BBt}t∈ℝ.对任意的zτ=(uτ,ητ)∈BBτ,方程(5)-(6)
的解U(t,τ)zτ 分解为

U(t,τ)zτ=U0(t,τ)zτ+U1(t,τ)zτ,
其中U0(t,τ)zτ=z1(t),U1(t,τ)zτ=z2(t).即z(t)=(u(t),ηt)=z1(t)+z2(t),则

u(t)=v(t)+w(t), ηt=ξt+ζt, z1(t)=(v(t),ξt), z2(t)=(w(t),ζt),
且z1(t)满足:

∂tv+A∂tv+a(l(u))Av+∫
∞

0
μt(s)Aξt(s)ds+f1(v)=0,

∂tξt+∂sξt=v(t),

v(x,t)∂Ω=0, v(x,τ)=uτ(x,t),

ξt(x,s)∂Ω=0, ξτ(x,s)=ητ(x,s)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(37)

ξt(s)=
∫

s

0
v(t-r)dr, 0<s≤t-τ,

ξτ(s-t+τ)+∫
t-τ

0
v(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;
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z2(t)满足:

∂tw+A∂tw+a(l(u))Aw+∫
∞

0
μt(s)Aζt(s)ds+f(u)-f1(v)=g,

∂tζt+∂sζt=w(t),

w(x,t)∂Ω=0, w(x,τ)=0,

ζt(x,s)∂Ω=0, ζτ(x,s)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(38)

ζt(s)=
∫

s

0
w(t-r)dr, 0<s≤t-τ,

∫
t-τ

0
w(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

  引理10 设式(33),(34)以及条件(H1)~(H4)成立,g∈L2(Ω).则方程(37)满足

‖U0(t,τ)zτ‖2E1t ≤C(R)e-췍1(t-τ),  ∀t≥τ. (39)

  证明:将方程(37)与v做内积,可得

d
dtN

(t)+2a(l(u))‖v‖21+2<v,ξt>M1t +2<f1(v),v>=0, (40)

其中N(t)=‖v‖2+‖v‖21.由式(34),得

d
dtN

(t)+2m‖v‖21+2<v,ξt>M1t ≤0. (41)

  对式(41)在[τ,t]上积分,有

N(t)+2m∫
t

τ
‖v(y)‖21dy+2∫

t

τ
<v,ξy>M1ydy≤N(τ),  ∀t≥τ.

根据引理9,得

N(t)+‖ξt‖2M1t +2m∫
t

τ
‖v(y)‖21dy+δ∫

t

τ
κ(y)‖ξy(s)‖2M1ydy≤N(τ)+‖ξτ‖2M1τ,  ∀t≥τ.

显然有

‖z1(t)‖2E1t ≤N(t)=N(t)+‖ξt‖2M1t ≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z1(t)‖2E1t .

因此,

N(t)+2m∫
t

τ
‖v(y)‖21dy+δ∫

t

τ
κ(y)‖ξy(s)‖2M1ydy≤N(τ),

即

N(t)+2췍1∫
t

τ
N(y)dy≤N(τ)+췍1∫

t

τ
N(y)dy,

其中췍1=min{m,λ1,δinf
y∈[τ,t]

κ(y)}.

利用积分型Gronwall不等式得 N(t)≤N(τ)e-췍1(t-τ).进一步,有

‖z1(t)‖2E1t ≤N(t)≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z1(τ)‖2E1τe

-췍1(t-τ)≤C(R)e-췍1(t-τ),

其中‖z(τ)‖2E1τ≤R.证毕.
引理11 设式(7)~(9),(33)~(36)以及条件(H1)~(H4)成立,g∈L2(Ω).则对每个T>0和任

意初值zτ∈E1τ,存在正常数P=P(‖g‖,‖zτ‖E1τ
,λ1,T),使得方程(38)的解满足

‖U1(T+τ,τ)zτ‖2E4/3T+τ
=‖z2(T+τ)‖2E4/3T+τ

≤P. (42)

  证明:将方程(38)与A1/3w 做内积,得

d
dtJ
(t)+2a(l(u))‖w(t)‖24/3+2<ζt,w(t)>M4/3t =

    2<g,A1/3w>-2<f2(v),A1/3w>-2<f(u)-f(v),A1/3w>, (43)
其中J(t)=‖w(t)‖21/3+‖w(t)‖24/3.由式(7),(35),得
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-2<f2(v),A1/3w>≤C∫Ω
(1+ v 2)A1/3w dx≤

C∫Ω
(1+ v 18γ/13)d( )x

13/18

∫Ω
A1/3w 18/5d( )x

5/18

≤

C(1+‖v‖γ
L6)‖A1/3w‖L18/5 ≤

C(R)‖w‖4/3 ≤3m4‖w‖24/3+C, (44)

且

-2<f(u)-f(v),A1/3w>≤C∫Ω
(1+ u p-1+ v p-1)w A1/3w dx≤

C(‖u‖p-1
L3(p-1)/2 +‖v‖p-1

L3(p-1)/2)‖w‖L18‖A1/3w‖L18/5 ≤

C(‖u‖21+‖v‖21)‖w‖L18‖A1/3w‖L18/5 ≤C0‖w‖24/3, (45)
其中C0=C0(Q1),并使用了嵌入H4/3 L18,H2/3 L18/5以及H1 L6 L3.

此外,有

2 <g,A1/3w>≤3m4‖w‖24/3+ 4
3m
‖g‖2
λ4/31

. (46)

将式(44)~(46)代入式(43),有

d
dtJ
(t)+2<ζt,w(t)>M4/3t ≤ C0+mæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖w(t)‖24/3+C. (47)

对式(47)在[τ,T+τ]上积分,得

J(T+τ)+2∫
T+τ

τ
<ζy,w(y)>M4/3y dy≤J(τ)+ C0+mæ

è
ç

ö

ø
÷

2∫
T+τ

τ
‖w(y)‖24/3dy+CT.

  设J(t)=‖w(t)‖21/3+‖w(t)‖24/3+‖ζt‖2M4/3t
,利用引理9,可得

J(T+τ)+δ∫
T+τ

τ
κ(y)‖ζy(s)‖2M4/3y

dy≤J(τ)+ C0+mæ

è
ç

ö

ø
÷

2∫
T+τ

τ
‖w(y)‖24/3dy+CT.

故

J(T+τ)≤J(τ)+C2∫
T+τ

τ
J(y)dy+CT.

根据Gronwall不等式,有

J(T+τ)≤eC2T(J(τ)+CT)=CTeC2T.
从而得

‖z2(T+τ)‖2E4/3T+τ
≤J(T+τ)≤CTeC2T =P.

因此式(42)成立.证毕.
对任意的ζτ∈L2μτ(ℝ

+;H1),Cauchy问题[8,16,19]

∂tζt=-∂sζt+w,t>τ,

ζτ=ζ{
τ

(48)

有唯一解ζt∈C([τ,+∞);Lμτ
(ℝ+;H1)),并有表达式

ζt(s)=
∫

s

0
w(t-y)dy, 0<s≤t-τ,

∫
t-τ

0
w(t-y)dy,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(49)

  记Bt 为定理2所得到的时间依赖吸收集.设 KT=ΠU1(T,τ)Bτ,其中Π:H1×Lμt
(ℝ+;H1)→

Lμt
(ℝ+;H1)是一个投影算子.
引理12 设z2(t)=(w(t),ζt)是问题(48)的解.假设式(7)~(9),(33)~(36)以及条件(H1)~

(H4)成立,g∈L2(Ω).则对任意给定的T>τ,存在正常数P1=P1(‖Bτ‖E1τ
),使得:

1)KT 在L2
μτ
(ℝ+;H4/3)∩H1

μτ
(ℝ+;H1)上是有界的;
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2)sup
η
T∈KT

‖ζT(s)‖21≤P1.

证明:根据式(48),有

∂sζt(s)=
w(t-s),0≤s≤t-τ,

0, s>t-τ{ .
(50)

从而结合引理11即知结论1)成立.
其次,易知

‖ζT(s)‖1 ≤
∫

s

0
‖w(T-y)‖1dy≤∫

T-τ

0
‖w(T-y)‖1dy,0≤s≤T-τ,

∫
T-τ

0
‖w(T-y)‖1dy, s>T-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(51)

从而由式(42)知结论2)成立.
综上可得:
引理13 假设引理12条件成立,则对于任意给定的T>τ,U1(T,τ)Bτ 在E1T 上是相对紧的.
定理3 设U(t,τ)是问题(5)-(6)的解过程.假设式(7)~(9),(33)~(36)以及条件(H1)~(H4)

成立,g∈L2(Ω).则过程U(t,τ)拥有时间依赖全局吸引子 A={At}t∈ℝ.此外,吸引子是不变的,即

U(t,τ)Aτ=At,∀t≥τ.
证明:根据定理2可知U(t,τ)具有时间依赖吸收集Bt={Bt(R0)}t∈ℝ.根据引理10和引理11知,

对足够大的正常数R1,集族BB1/3t ={B1/3
t (R1)}t∈ℝ是拉回吸引的,其中B1/3

t (R1)={ζ ‖ζ‖E4/3t ≤R1}.
结合式(39),(42),有

distE1t(U(t,τ)Bτ,BB1/3t )≤distE1t(U0(t,τ)Bτ+U1(t,τ)Bτ,BB1/3t )=

distE1t(U0(t,τ)Bτ,BB1/3t )≤C(‖Bτ‖E1τ
)e-췍1(t-τ),

其中췍1=min{m,λ1,δinf
y∈[τ,t]

κ(y)}.

对于E1τ 上的任意有界集Bτ={BBτ(R)}τ∈ℝ,由定理2知,存在t0=t0(R),使得

τ≤t-t0⇒U(t,τ)BBτ(R)⊂BBt(R0).
因此,

distE1t(U(t,τ)Bτ,Bt)≤ωe췍1t0e-췍1(t-τ),
其中ω= sup

0≤t-τ≤t0
‖U(t,τ)BBτ‖E1t .

  由引理3可得

distE1t(U(t,τ)BBτ,BB1/3t )≤C(‖BBτ‖E1τ
)e-췍1(t-τ).

  根据引理13可知,问题(5)-(6)的解过程U(t,τ)在E1t 上是渐近紧的.利用引理4、引理5可知,
在E1t 上存在时间依赖吸引子A={At}t∈ℝ,且A是不变的,即U(t,τ)Aτ=At,并且

A={Zt→Z(t)∈E1t 且Z(t)是过程U(t,τ)的CBT}.
证毕.
3.3 时间依赖吸引子的正则性

将方程(5)-(6)的解U(t,τ)zτ 分解为

U(t,τ)zτ=U2(t,τ)zτ+U3(t,τ)zτ,
其中U2(t,τ)zτ=z1(t),U3(t,τ)zτ=z2(t).因此z(t)=(u(t),ηt)=z1(t)+z2(t),进一步分解为

u(t)=v(t)+w(t), ηt=ξt+ζt, z1(t)=(v(t),ξt), z2(t)=(w(t),ζt),
且z1(t)满足:

∂tv+A∂tv+a(l(u))Av+∫
∞

0
μt(s)Aξt(s)ds=0,

∂tξt+∂sξt=v(t),
v(x,t)∂Ω=0, v(x,τ)=uτ(x,t),

ξt(x,s)∂Ω=0, ξτ(x,s)=ητ(x,s)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(52)
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ξt(s)=
∫

s

0
v(t-r)dr, 0<s≤t-τ,

ξτ(s-t+τ)+∫
t-τ

0
v(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

z2(t)满足:

∂tw+A∂tw+a(l(u))Aw+∫
∞

0
μt(s)Aζt(s)ds+f(u)=g,

∂tζt+∂sζt=w(t),

w(x,t)∂Ω=0, w(x,τ)=0,

ζt(x,s)∂Ω=0, ζτ(x,s)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(53)

ζt(s)=
∫

s

0
w(t-r)dr, 0<s≤t-τ,

∫
t-τ

0
w(t-r)dr,s>t-τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

  类似引理10的证明过程,可得

‖U2(t,τ)zτ‖2E1t ≤C(R)e-췍1(t-τ),  ∀t≥τ. (54)

  定理4 设式(7)~(9)以及条件(H1)~(H4)成立,g∈L2(Ω).设z2(t)是方程(53)具有初值

z2(t)∈Aτ的解,则时间依赖全局吸引子A={At}{t∈ℝ}在E2t 上有界,且独立于t.
证明:将方程(53)与Aw 做内积,可得

d
dtE
(t)+2a(l(u))‖w‖21+2<w,ξt>M1t =-2<f,Aw>+2<g,Aw>, (55)

其中E(t)=‖w‖2+‖w‖21.由式(7)和Sobolev嵌入得

2 <-f(u),Aw>≤C∫Ω
(1+ u p-1)∇u ∇w dx≤

C(1+‖u‖p-1
L3(p-1)/2)‖∇u‖L6‖∇w‖L6 ≤

C(1+‖u‖p-1
1 )‖∇u‖1‖∇w‖1 ≤m

2‖w‖22+C, (56)

且

2<g,Aw>≤ 2m‖g‖
2+m
2‖w‖22. (57)

因此结合式(3),得

d
dtE
(t)+m‖w‖21+2<w,ξt>M1t ≤C. (58)

对式(58)在[τ,t]上积分,有

E(t)+m∫
t

τ
‖w(y)‖21dy+2∫

t

τ
<w,ξy>M1ydy≤E(τ)+C(t-τ),  ∀t≥τ.

  设E(t)=‖w‖12+‖w‖22+‖ζ‖
2
M2t
,根据引理9,得

E(t)+m∫
t

τ
‖w(y)‖21dy+δ∫

t

τ
κ(y)‖ξy(s)‖2M1ydy≤E(τ)+C(t-τ),  ∀t≥τ,

即

E(t)+2췍2∫
t

τ
E(y)dy≤E(τ)+췍2∫

t

τ
E(y)dy+C(t-τ),

其中췍1=min{m,λ1,δinf
y∈[τ,t]

κ(y)}.

应用积分型Gronwall不等式得

E(t)≤E(τ)e-췍2(t-τ)+ Ce췍2
1-e-췍2

.

进一步,有
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‖z1(t)‖2E2t ≤E(t)≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z1(t)‖2E2t,

‖z1(t)‖2E2t ≤ 1+1λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖z1(τ)‖2E2te

-췍2(t-τ)+ Ce췍2
1-e-췍2 ≤P1, (59)

所以‖U3(t,τ)zτ‖E2t
关于t是一致有界的.

令K2
t={z ‖z(t)‖E2t≤P1},由式(54),(59),得

lim
τ→-∞

distE1t(U(t,τ)Aτ,K2
t)=0,  ∀t∈ ℝ.

根据时间依赖吸引子的不变性,可得

distE1t(At,K2
t)=0,  ∀t∈ ℝ.

因此At⊂K2
t=K2

t.证毕.
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