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四元数环上的(m,n)-Jordan中心
化子和(m,n)-Lie中心化子

连佳欣,张建华,孔 亮
(陕西师范大学 数学与统计学院,西安710119)

摘要:设S是环,H(S)是S 上的四元数环.考虑四元数环上的(m,n)-Jordan中心化子和

(m,n)-Lie中心化子,利用生成元分析法证明(m,n)-Jordan中心化子是标准的中心化子,
(m,n)-Lie中心化子是标准的Lie中心化子.
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1 引言与预备知识

设R 是一个环,Z(R)是R 的中心.对任意的x,y∈R,x췍y=xy+yx 和[x,y]=xy-yx 分别称

为x和y 的Jordan积和Lie积(交换子).设φ:R→R 是一个可加映射,若对任意的x,y∈R,有

φ(xy)=φ(x)y=xφ(y),则称φ是R 上的中心化子.若存在λ∈Z(R),使得对任意的x∈R,有

φ(x)=λx,则称中心化子φ是标准的.若对任意的x,y∈R,有φ(x췍y)=φ(x)췍y=x췍φ(y),则称φ
是R 上的Jordan中心化子.若对任意的x,y∈R,有φ([x,y])=[φ(x),y]=[x,φ(y)],则称φ是R
上的Lie中心化子.若存在λ∈Z(R)和作用在交换子上为零的中心值映射h,使得对任意的x∈R,有

φ(x)=λx+h(x),则称Lie中心化子φ是标准的.若环R 上的可加映射φ 满足对任意的x∈R,有

(m+n)φ(x2)=mφ(x)x+nxφ(x)(其 中 m 和n 是 固 定 的 整 数 且 m+n≠0),则 称 φ 是R 上 的

(m,n)-Jordan中心化子.若对任意的x,y∈R,满足条件

(m+n)φ([x,y])=m[φ(x),y]+n[x,φ(y)],
其中m+n≠0,则称φ是R 上的(m,n)-Lie中心化子.可以验证,当m=1,n=0(或m=0,n=1)时,



(m,n)-Lie中心化子即为Lie中心化子.若环R上的可加映射φ满足对任意的x∈R,有[φ(x),x]=0,则

称φ是R 上的交换映射.
设S是一个幺环,记

H(S)={s0+s1i+s2j+s3k:sl∈S,l=0,1,2,3},
其中i2=j2=k2=ijk=-1,ij=-ji=k,jk=-kj=i,ki=-ik=j,且i,j,k与S 中的元素可交换,
并称 H(S)是S上的四元数环.

中心化子是环和代数上的一类重要映射,目前已获得了一系列研究成果[1-10].Beidar等[1]提出若

半素环R 上的映射φ 既是左Jordan中心化子,又是右Jordan中心化子,则存在λ∈C(R 的扩展中心),
使得φ(x)=λx对任意的x∈R 都成立;Zalar[2]证明了2-无挠素环上的任意左(右)Jordan中心化子都

是左(右)中心化子;Vukman等[3]证明了2-无挠自由半素环R 上的(1,1)-Jordan中心化子是中心化

子;Vukman[4]证明了当m≥1,n≥1时,6mn(m+n)-无挠素环上的(m,n)-Jordan中心化子是中心化

子;Fošner等[5]引进了Lie中心化子的定义,并刻画了三角代数和套代数上的Lie中心化子;Jabeen[6]

主要研究了广义矩阵代数上的Jordan中心化子和Lie中心化子,给出广义矩阵代数上三类中心化子的

一般形式以及Lie中心化子是标准型的充分必要条件,并得到了在某些假设下广义矩阵代数上的

Jordan中心化子是中心化子;杨翠等[7]研究了套代数上的Jordan中心化子,证明了若可加映射φ满足

对任意的非负整数m,n,r,均有

(m+n)φ(xr+1)=mφ(x)xr+nxrφ(x),
则存在数域F 中的常数λ,使得对任意的x∈R,有φ(x)=λx;曹美虹等[8]证明了四元数环上的Jordan
中心化子是中心化子以及Lie中心化子是标准型的充分条件.

受上述研究工作的启发,本文讨论四元数环上的中心化子、(m,n)-Jordan中心化子和(m,n)-Lie
中心化子,给出中心化子的几个等价条件以及(m,n)-Jordan中心化子和(m,n)-Lie中心化子的结构.

2 主要结果

定理1 设m,n为正整数,S是特征不为mn 的幺环,φ:H(S)→H(S)是可加映射,则下列叙述

等价:

1)φ是中心化子;

2)存在正整数m,n,使得对任意的x,y∈H(S),有(m+n)φ(xy)=mφ(x)y+nxφ(y);

3)对任意的x,y∈H(S),有φ(x췍y)=φ(x)y+φ(y)x=xφ(y)+yφ(x);

4)存在λ∈Z(H(S)),使得对任意的x∈H(S),有φ(x)=λx.
证明:显然,1)⇒2),1)⇒3)和4)⇒1)成立.
2)⇒1).取x=1,则对任意的y∈H(S),有

(m+n)φ(y)=mφ(1)y+nφ(y).
于是有mφ(y)=mφ(1)y.由于S 的特征不为 mn,所以φ(y)=φ(1)y.取y=1,则对任意的

x∈H(S),有

(m+n)φ(x)=mφ(x)+nxφ(1).
于是nφ(x)=nxφ(1),进而φ(x)=xφ(1).所以φ(xy)=xφ(y)=φ(x)y,即φ是中心化子.
3)⇒4).取y=1,则对任意的x∈H(S),有

2φ(x)=φ(x췍1)=φ(x)+φ(1)x=xφ(1)+φ(x).
于是φ(x)=φ(1)x=xφ(1),进而λ=φ(1)∈Z(H(S)),φ(x)=λx.证毕.

引理1[9] 设S是幺环,则

Z(H(S))=Z(S)췍 (Z(S)∩B)i췍 (Z(S)∩B)j췍 (Z(S)∩B)k,
其中B={x∈S2x=0}是S的理想.此外,还有如下结论:

1)若S的特征为2,则Z(H(S))=H(Z(S)),从而S可交换蕴涵H(S)可交换;

2)若S的特征不为2,则Z(H(S))=Z(S).
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引理2 设R 是幺环,φ:R→R 是(m,n)-Jordan中心化子,则对任意x,y∈R,有:

1)(m+n)φ(x췍y)=mφ(x)y+nxφ(y)+mφ(y)x+nyφ(x);
2)(m+n)φ(x)=mφ(1)x+nxφ(1).
证明:1)因为φ:R→R 是(m,n)-Jordan中心化子,所以满足对任意的x∈R,有(m+n)φ(x2)=

mφ(x)x+nxφ(x).用x+y代替x,则有

(m+n)φ((x+y)2)=mφ(x+y)(x+y)+n(x+y)φ(x+y)=
mφ(x)x+mφ(x)y+mφ(y)x+mφ(y)y+
nxφ(x)+nxφ(y)+nyφ(x)+nyφ(y). (1)

又因为φ为可加映射,所以

(m+n)φ((x+y)2)=(m+n)φ(x2+xy+yx+y2)=
mφ(x)x+nxφ(x)+(m+n)φ(xy+yx)+mφ(y)y+nyφ(y). (2)

比较式(1)和式(2),可得

(m+n)φ(x췍y)=mφ(x)y+nxφ(y)+mφ(y)x+nyφ(x). (3)

  2)在式(3)中取y=1即可得结论:
定理2 设 m,n 为正整数,S 是特征不为 mn(m+n)且2可逆的环,φ:H(S)→H(S)是

(m,n)-Jordan中心化子,则存在λ∈Z(S),使得对任意的x∈H(S),有φ(x)=λx,即φ是中心化子.
证明:设

φ(i)=a1+b1i+c1j+d1k,  φ(j)=a2+b2i+c2j+d2k,
其中al,bl,cl,dl∈S(l=1,2).在式(3)中取x=y=i,由于2可逆,故

-(m+n)φ(1)=(m+n)φ(i2)=mφ(i)i+niφ(i)=
m(a1+b1i+c1j+d1k)i+ni(a1+b1i+c1j+d1k)=
-(m+n)b1+(m+n)a1i+(m-n)d1j-(m-n)c1k. (4)

在式(3)中取x=y=j,则

-(m+n)φ(1)=(m+n)φ(j2)=mφ(j)j+njφ(j)=
m(a2+b2i+c2j+d2k)j+nj(a2+b2i+c2j+d2k)=
-(m+n)c2-(m-n)d2i+(m+n)a2j+(m-n)b2k. (5)

利用引理2中2),取x=i,有

(m+n)φ(i)=mφ(1)i+niφ(1). (6)
结合式(4)和式(6),有

(m+n)2(a1+b1i+c1j+d1k)=m[(m+n)b1-(m+n)a1i-(m-n)d1j+(m-n)c1k]i+
ni[(m+n)b1-(m+n)a1i-(m-n)d1j+(m-n)c1k]=
(m+n)2a1+(m+n)2b1i+(m-n)2c1j+(m-n)2d1k.

从而

(m+n)2c1=(m-n)2c1,  (m+n)2d1=(m-n)2d1.
于是4mnc1=4mnd1=0.由于S的特征不为mn(m+n)且2可逆,所以c1=d1=0.进而式(4)变为

φ(1)=b1-a1i.利用引理2中2),并取x=j,可得

(m+n)φ(j)=mφ(1)j+njφ(1). (7)
结合式(5)和式(7),有

(m+n)2(a2+b2i+c2j+d2k)=m[(m+n)c2+(m-n)d2i-(m+n)a2j-(m-n)b2k]j+
nj[(m+n)c2+(m-n)d2i-(m+n)a2j-(m-n)b2k]=
(m+n)2a2+(m-n)2b2i+(m+n)2c2j+(m-n)2d2k,

从而(m+n)2b2=(m-n)2b2,(m+n)2d2=(m-n)2d2.类似地,可得b2=d2=0.进而式(5)变为

φ(1)=c2-a2j. (8)
于是φ(1)=b1-a1i=c2-a2j,因此a1=a2=0,b1=c2.由式(8)知,φ(1)=c2∈S.利用引理2中2),
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对任意的x∈H(S),有

(m+n)φ(x)=mφ(1)x+nxφ(1). (9)
从而对任意的x∈H(S),有

(m+n)2φ(x2)=m(m+n)φ(1)x2+n(m+n)x2φ(1). (10)
另一方面,在式(3)中取x=y,结合环S中2可逆,有

(m+n)φ(x2)=mφ(x)x+nxφ(x),
所以

(m+n)2φ(x2)=m(m+n)φ(x)x+n(m+n)xφ(x)=
[m2φ(1)x+mnxφ(1)]x+x[mnφ(1)x+n2xφ(1)]=
m2φ(1)x2+2mnxφ(1)x+n2x2φ(1). (11)

结合式(10)和(11),有

mnφ(1)x2+mnx2φ(1)-2mnxφ(1)x=0.
由于S的特征不为mn(m+n),则

φ(1)x2-2xφ(1)x+x2φ(1)=0.
因此,对任意的x∈H(S),有

[[φ(1),x],x]=0. (12)
令f(x)=[φ(1),x],则由式(12)得[f(x),x]=0.所以f 是H(S)上的交换映射.由文献[10]中
推论2.6知,f(x)=αx+μ(x),其中α∈Z(S),μ:S→Z(S)是一个可加映射.所以

f(x)=[φ(1),x]=αx+μ(x). (13)
在式(13)中取x=i,并结合φ(1)∈S,有

0=f(i)=[φ(1),i]=αi+μ(i).
所以α=0.进而

f(x)=[φ(1),x]=μ(x)∈Z(S).
在式(13)中取x=ai,其中a∈S,则

f(ai)=[φ(1),ai]=μ(ai)=[φ(1),a]i∈Z(S).
所以[φ(1),a]=0,即φ(1)=λ∈Z(S).由式(9)及S特征不为mn(m+n)知,对任意的x∈H(S),有

φ(x)=λx,所以φ是H(S)上的中心化子.
设R 为幺环,φ:R→R 是可加映射,如果对任意的x,y∈R,都有

(m+n)φ(x췍y)=mφ(x)췍y+nx췍φ(y), (14)
则φ称为拟(m,n)-Jordan中心化子.

当环R 特征不为2时,若φ:R→R 是满足式(3)的可加映射,则满足(m+n)φ(x2)=mφ(x)x+
nxφ(x),即φ 为(m,n)-Jordan中心化子.此时易验证当 m=n 时,式(3)与式(14)相同,即拟

(m,n)-Jordan中心化子为(m,n)-Jordan中心化子;当 m≠n且环R 的特征为 m-n 时,式(3)与
式(14)相同,即拟(m,n)-Jordan中心化子为(m,n)-Jordan中心化子;当 m≠n,环R 的特征不为

m-n ,且φ为中心化子时,式(3)与式(14)相同,即拟(m,n)-Jordan中心化子为(m,n)-Jordan中

心化子.因此拟(m,n)-Jordan中心化子与(m,n)-Jordan中心化子一般不同.
下面讨论四元数环上的拟(m,n)-Jordan中心化子.
定理3 设 m,n 为正整数,S 是特征不为n(m+n)且2可逆的环,φ:H(S)→H(S)是拟

(m,n)-Jordan中心化子,则存在λ∈Z(S),使得对任意的x∈H(S),有φ(x)=λx,即φ是中心化子.
证明:设φ(i)=a1+b1i+c1j+d1k,φ(j)=a2+b2i+c2j+d2k,其中al,bl,cl,dl∈S(l=1,2).在

式(14)中取x=y=i,则

-2(m+n)φ(1)=mφ(i)췍i+ni췍φ(i)=
m(a1+b1i+c1j+d1k)췍i+ni췍(a1+b1i+c1j+d1k)=
-2(m+n)b1+2(m+n)a1i.
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由于S的特征不为n(m+n)且2可逆,所以

φ(1)=b1-a1i.
  在式(14)中取x=y=j,则

-2(m+n)φ(1)=mφ(j)췍j+nj췍φ(j)=
m(a2+b2i+c2j+d2k)췍j+nj췍(a2+b2i+c2j+d2k)=
-2(m+n)c2+2(m+n)a2j.

所以φ(1)=c2-a2j.于是b1-a1i=c2-a2j,从而a1=a2=0,b1=c2,因此φ(1)=c2∈S.
在式(14)中取y=1,并结合S的特征不为n(m+n),有

2φ(x)=φ(1)x+xφ(1).
从而对任意的x∈H(S),有

2φ(x2)=φ(1)x2+x2φ(1).
  另一方面,在式(14)中取x=y,则

4(m+n)φ(x2)=2(m+n)φ(x췍x)=2mφ(x)췍x+2nx췍φ(x)=
m(φ(1)x+xφ(1))췍x+nx췍(φ(1)x+xφ(1))=
2(m+n)xφ(1)x+(m+n)x2φ(1)+(m+n)φ(1)x2.

由S的特征不为n(m+n),并结合2φ(x2)=φ(1)x2+x2φ(1),则有

φ(1)x2-2xφ(1)x+x2φ(1)=0.
因此对任意的x∈H(S),[[φ(1),x],x]=0.令f(x)=[φ(1),x],则[f(x),x]=0.所以f是H(S)
上的交换映射.类似定理2相应部分的证明,可得φ(1)=λ∈Z(S).由2φ(x)=xφ(1)+φ(1)x及S 为

2可逆的环知,对任意的x∈H(S),有φ(x)=λx.所以φ是H(S)上的中心化子.证毕.
设m,n是正整数,则幺环R 上的(m,n)-Lie中心化子φ一定满足对任意的x,y∈R,有

(m+n)φ([x,y])=m[φ(x),y]+n[x,φ(y)]. (15)
但反之不一定成立.下面证明在某些假设下其在四元数环 H(S)上成立.

定理4 设m,n为正整数,S是特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn)的环,φ:H(S)→
H(S)是(m,n)-Lie中心化子,则φ为Lie中心化子.

证明:设φ(i)=a1+b1i+c1j+d1k,φ(j)=a2+b2i+c2j+d2k,φ(k)=a3+b3i+c3j+d3k,其中

al,bl,cl,dl∈S(l=1,2,3).由式(15),将φ作用在[i,j]上得

2(m+n)φ(k)=(m+n)φ([i,j])=m[φ(i),j]+n[i,φ(j)],
即

2(m+n)(a3+b3i+c3j+d3k)=-2md1i-2nd2j+(2mb1+2nc2)k. (16)
由S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),并对比式(16)两端可得

a3=0, (m+n)b3=-md1, (m+n)c3=-nd2, (m+n)d3=mb1+nc2. (17)
将φ分别作用在[j,k]和[k,i]上,同理得

a1=0, (m+n)b1=mc2+nd3, (m+n)c1=-mb2, (m+n)d1=-nb3, (18)

a2=0, (m+n)b2=-nc1, (m+n)c2=md3+nb1, (m+n)d2=-mc3. (19)
由式(17)和式(18),有

(m+n)2b3=-m(m+n)d1=mnb3.
由于S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),因此b3=d1=0.类似地,由式(17)和式(19)
得c3=d2=0,由式(18)和式(19)得c1=b2=0.由式(17)~(19),有

(m+n)2d3=m(m+n)b1+n(m+n)c2=m(mc2+nd3)+(mn+n2)c2=
(m2+n2+mn)c2+mnd3,

所以d3=c2.将d3=c2 代入式(19),得nc2=nb1,进而c2=b1.综上有

b1=c2=d3,  c1=d1=b2=d2=c3=b3=0.
因此
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φ(i)=b1i, φ(j)=b1j, φ(k)=b1k. (20)
对任意的s∈S,设φ(si)=x+yi+zj+wk,其中x,y,z,w∈S.结合式(15)和式(20),有

(m+n)φ(0)=(m+n)φ([si,i])=m[φ(si),i]+n[si,φ(i)]=-nsb1+nb1s+2mwj-2mzk,
所以w=z=0,b1∈Z(S).从而φ(si)=x+yi.再次利用式(15)和式(20),并注意到b1∈Z(S),得

2(m+n)φ(sk)=(m+n)φ([si,j])=m[φ(si),j]+n[si,φ(j)]=(2my+2nsb1)k.
由于S特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),因此

(m+n)φ(sk)=(my+nsb1)k. (21)
由式(15),(20),(21),并结合b1∈Z(S),有

-2(m+n)2(x+yi)=-2(m+n)2φ(si)=(m+n)2φ([sk,j])=
m(m+n)[φ(sk),j]+n(m+n)[sk,φ(j)]=
-2m2yi-2n2sb1i-4mnsb1i.

由于S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),因此x=0,y=sb1,所以φ(si)=yi.将

y=sb1 代入式(21),得

φ(sk)=yk. (22)
由式(15),(20),(22),并结合b1∈Z(S),y=sb1,可得

2(m+n)φ(sj)=(m+n)φ([sk,i])=m[φ(sk),i]+n[sk,φ(i)]=2(m+n)yj,
所以φ(sj)=yj.定义映射β:S→S为β(s)=y(s∈S),则β是可加的,且

φ(si)=β(s)i, φ(sj)=β(s)j, φ(sk)=β(s)k. (23)
对任意的s∈S,设φ(s)=x′+y′i+z′j+w′k,其中x′,y′,z′,w′∈S.由式(15)并结合b1∈Z(S),有

(m+n)φ(0)=(m+n)φ([s,i])=m[φ(s),i]+n[s,φ(i)]=2mw′j-2mz′k,
所以w′=z′=0,φ(s)=x′+y′i.将φ作用在[s,j]上,有

(m+n)φ(0)=(m+n)φ([s,j])=m[φ(s),j]+n[s,φ(j)]=2my′k,
于是y′=0,进而φ(s)=x′.定义映射α:S→S为α(s)=x′(s∈S),则α是可加的,且

α(s)=φ(s). (24)
由式(15),对任意的s∈S,有

0=(m+n)φ([si,i])=m[φ(si),i]+n[si,φ(i)]=m[β(s)i,i]+n[si,β(1)i]=n[β(1),s],
所以[β(1),s]=0,即β(1)=λ∈Z(S).因为α,β是S→S的可加映射,所以对任意的s,t∈S,有

(m+n)β(s췍t)k=(m+n)φ([si,tj])=m[φ(si),tj]+n[si,φ(tj)]=
m[β(s)i,tj]+n[si,β(t)j]=m(β(s)췍t)k+n(s췍β(t))k.

从而 (m+n)β(s췍t)=m(β(s)췍t)+n(s췍β(t)).令s=1,并结合λ∈Z(S),有

2(m+n)β(t)=2mλt+2nβ(t),  2mβ(t)=2mλt.
由于S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),因此β(t)=λt,即β是中心化子.由式(15)和
式(24)知,对任意的s,t∈S,有

(m+n)λ[s,t]i=(m+n)β([s,t])i=(m+n)φ([s,ti])=
m[φ(s),ti]+n[s,φ(ti)]=m[α(s),ti]+n[s,β(t)i]=
m[α(s),ti]+nλ[s,t]i.

由于S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),故

[α(s)-λs,t]=0,
表明α(s)-λs∈Z(S).令α(s)-λs=h(s)∈Z(S),则α(s)=λs+h(s).对任意的s,t∈S,根据式(15)并
结合α的定义和h(s)∈Z(S),有

λ(m+n)[s,t]+(m+n)h([s,t])=(m+n)α([s,t])=(m+n)φ([s,t])=
m[φ(s),t]+n[s,φ(t)]=
m[α(s),t]+n[s,α(t)]=λ(m+n)[s,t].

由于S的特征不为2mn(m+n)(2m+n)(m2+n2+mn),因此h([s,t])=0,表明α是S 上的Lie中心
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化子.
对任意的r=a+bi+cj+dk∈H(S)(其中a,b,c,d∈S),由式(23)和式(24),得

φ(r)=φ(a+bi+cj+dk)=α(a)+β(b)i+β(c)j+β(d)k=
λa+h(a)+λbi+λcj+λdk=λr+f(r),

其中λ∈Z(S),f(r)=h(a).由式(15)易知,对任意的u,r∈H(S),有f([u,r])=0.因此,φ 是

H(S)上的Lie中心化子.
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