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一类抽象非自治脉冲发展方程的
Lipschitz伪轨跟踪性

肖  阳
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:在Banach空间研究一类抽象非自治脉冲发展方程,用压缩映射原理在较弱条件下

证明该问题的Lipschitz伪轨跟踪性.所得结果不仅适用于特殊情形,而且对一般方程也具有

普适性.
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0 引 言

在现实生活中,短时间内系统状态发生快速变化的现象称为脉冲现象.脉冲发展方程是描述该类

现象的有效数学工具,与普通微分方程相比,脉冲发展方程能充分考虑瞬时突变现象对系统发展的影

响.稳定性问题是脉冲发展方程研究的核心内容之一,跟踪性作为动力系统的一个重要属性,与系统

的稳定性紧密相关.在许多情况下,找到给定微分方程的精确解非常复杂,甚至是不可能的,因此研

究这类系统的一种可行方法是寻找它们的近似解.随着计算能力的提升,近年来人们能在较长的时间

段内构建这些方程的近似解.但这些近似解只有在它们与原始方程的精确解一致时才有意义,即只有

当系统存在一个真正的轨道,即使其初始条件略有不同,只要保持在该轨道附近时,近似解才有效,
系统表现出的这种属性称为伪轨跟踪性.
Bowen[1]首先提出了伪轨跟踪性的概念.Palmer[2]证明了在ℝd 上的自治差分方程具有伪轨跟踪



性.Meyer等[3]研究表明,ℝd 上的自治微分方程也有类似结果.Chow等[4]研究了Banach空间中半

线性抛物方程在不变双曲集中具有伪轨跟踪性.Palmer[5]研究表明,当自治微分方程的线性化方程在

ℝd 上满足某种三分性时,原方程具有伪轨跟踪性.Backes等[6]将文献[5]的结果推广到非自治发展方

程.Backes等[7]将非自治发展方程与具体脉冲相结合,进一步优化了伪轨跟踪性的相关结果.Backes
等[8]提出了Lipschitz伪轨跟踪性的概念.

基于上述工作,本文考虑下列Banach空间X 中含脉冲的抽象非自治发展方程的Lipschitz伪轨跟

踪性问题:

u′(t)=A(t)u(t)+f(t,u(t)),t≠tk,

Δu t=tk=Ik(u(tk)), k∈ ℤ{ ,
(1)

其中A(t):D(A(t))⊂X→X,t∈ℝ,非线性项f:ℝ×X→X,脉冲函数Ik:X→X,u在t=tk 处的跃

度为

Δu t=tk=u(t+
k)-u(t-

k),  k∈ ℤ,
这里u(t+k )和u(t-k )分别表示u在t=tk 处的右极限和左极限.设{tk}k∈ℤ是ℝ上严格递增的脉冲时刻

序列,即

lim
k→-∞

tk=-∞,  lim
k→+∞

tk=+∞.

  本文主要研究在一般脉冲条件下,当非线性项f满足较弱的Lipschitz条件时,抽象非自治发展方

程(1)的Lipschitz伪轨跟踪性.

1 预备知识

设(X,‖·‖)为Banach空间,考虑X 上的线性脉冲发展方程:

u′(t)=A(t)u(t), t≠tk,

Δu t=tk=Ik(u(tk)),k∈ ℤ{ ,
(2)

其中{A(t)}t∈ℝ是X 中一族未必有界的线性算子,对任意的k∈ℤ,令N表示u:ℝ→X 在(tk,tk+1]上
连续,u(t+k )存在,且不连续的点只有第一类间断点.易见N为Banach空间,其范数定义为

‖u‖∞∶=sup
t∈ℝ
‖u(t)‖ <+∞.

  定义1[9-11] 设{T(t,s)}t,s∈ℝ是与方程(2)相关的发展族,存在X 上的投影族U(t)(t∈ℝ)和常数

M,λ>0,使得:

1)对任意的t≥s,T(t,s)U(s)=U(t)T(t,s);

2)对任意的t≥s,TV(t,s)=V(s)X→V(t)X 是可逆的,其中V(t)=Id-U(t),TV(t,s)是T(t,s)
在V(s)上的限制,记T(s,t)=TV(t,s)-1,t≥s;

3)对任意的t≥s,‖T(t,s)U(s)‖≤Me-λ(t-s),且当t<s时,‖T(t,s)V(s)‖≤Me-λ(s-t),记

μ(t,s)=
T(t,s)U(s), t≥s,

-T(t,s)V(s),t<s{ .
(3)

特别地,对任意的t,s∈ℝ,都有‖μ(t,s)‖≤Me-λ t-s ,则称发展族{T(t,s)}t,s∈ℝ具有 M,λ系数的

指数二分性.
定义2[12] 对任意的δ>0,存在映射y:ℝ→X 在(tk,tk+1)上可微,且满足

‖y′(t)-A(t)y(t)-f(t,y(t))‖∞ ≤δ,  t≠tk, (4)

‖Ik(y(tk))-y(t+
k)+y(t-

k)‖∞ ≤δ,  k∈ ℤ, (5)
则称y是方程(1)的伪轨.

定义3[13] 对任意给定的L>0,存在δ0>0,若0<δ≤δ0,且y是方程(1)的伪轨,t∈ℝ,存在

方程(1)的解x:ℝ→X,使得

‖x-y‖∞ ≤Lδ,
则称方程(1)具有Lipschitz伪轨跟踪性.
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方程(1)中非线性项f和脉冲函数Ik 需满足如下条件:
(i)函数f满足Lipschitz条件

‖f(t,γ)-f(t,v)‖ ≤C(t)‖γ-v‖, γ,v∈X, t∈ ℝ, (6)
其中C(t):ℝ→ℝ+且p次局部可积,令

BSp(ℝ,X)= C∈Lp
loc(ℝ,X),sup

t∈ℝ∫
t+1

t
C(s)pds< ∞ ,‖C‖BSp = sup

t∈ℝ∫
t+1

t
C(s)pd( )s

1/

{ }
p

.

  (ii)脉冲函数Lipschitz连续

‖Ik(φ)-Ik(ψ)‖ ≤hk‖φ-ψ‖, φ,ψ∈X, hk ∈ ℝ+, k∈ ℤ. (7)

2 主要结果

定理1 对任意的p≥1且1
p+

1
q=1

(q为p 的共轭数),存在C∈BSp(ℝ,X),满足

ω∶=2M (λq)-1/q(1-e-λq)1/q(1-e-λ)-1‖C‖BSp +12∑k∈ℤh
æ

è
ç

ö

ø
÷k <1,

则方程(1)具有Lipschitz伪轨跟踪性.
证明:任取方程(1)的伪轨y,存在z∈N.定义Fz为

(Fz)(t)=∫
+∞

-∞
μ(t,r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr+

∑
k∈ℤ

μ(t,tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k)). (8)

对任意的t∈ℝ,t≠tk,k∈ℤ,由式(3),(4),(6)可知

∫
+∞

-∞
μ(t,r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr ≤

     ∫
t

-∞
T(t,r)U(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr +

     ∫
∞

t
T(t,r)V(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr ≤

     ∫
t

-∞
‖T(t,r)U(r)‖(‖A(r)y(r)+f(r,y(r))-y′(r)‖+

     ‖f(r,y(r)+z(r))-f(r,y(r))‖)dr+

     ∫
+∞

t
‖T(t,r)V(r)‖(‖A(r)y(r)+f(r,y(r))-y′(r)‖+

     ‖f(r,y(r)+z(r))-f(r,y(r))‖)dr≤

     ∫
t

-∞
Me-λ(t-r)(δ+C(r)‖z(r)‖)dr+∫

+∞

t
Me-λ(r-t)(δ+C(r)‖z(r)‖)dr≤

     2Mδλ +∫
t

-∞
Me-λ(t-r)C(r)‖z‖∞dr+∫

+∞

t
Me-λ(r-t)C(r)‖z‖∞dr≤

     2Mδλ +M‖z‖∞∫
t

-∞
e-λ(t-r)C(r)dr+∫

+∞

t
eλ(r-t)C(r)d( )r =

     2Mδλ +M‖z‖∞ ∑
∞

n=0∫
t-n

t-n-1
e-λ(t-r)C(r)dr+∑

∞

n=0∫
t+n+1

t+n
e-λ(r-t)C(r)d( )r ,

由Hölder不等式可得

2Mδ
λ +M‖z‖∞ ∑

∞

n=0∫
t-n

t-n-1
e-λ(t-r)C(r)dr+∑

∞

n=0∫
t+n+1

t+n
e-λ(r-t)C(r)d( )r ≤

2Mδ
λ +M‖z‖∞‖C‖BSp ∑

∞

n=0∫
t-n

t-n-1
e-λq(t-r)d( )r

1/q

+∑
∞

n=0∫
t+n+1

t+n
e-λq(r-t)d( )r

1/

( )
q

=

2Mδ
λ +M‖z‖∞‖C‖BSp ∑

∞

n=0

e-λqn -e-λq(n+1)

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

q
1/q

+ e-λq(n+1)-e-λqn

-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

q
1/

æ

è
ç

ö

ø
÷

q

=

5451 第6期       肖 阳:一类抽象非自治脉冲发展方程的Lipschitz伪轨跟踪性    



2Mδ
λ +2M(λq)-1/q(1-e-λq)1/q∑

∞

n=0
e-λn‖C‖BSp‖z‖∞ =

2Mδ
λ +2M(λq)-1/q(1-e-λq)1/q(1-e-λ)-1‖C‖BSp‖z‖∞.

对任意的k∈ℤ,由定义1及式(5),(7)可知

∑
k∈ℤ

μ(t,tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))≤

     ∑
k∈ℤ
‖μ(t,tk)‖‖Ik(y+z)(tk)-y(t+

k)+y(t-
k)+Ik(y)(tk)-Ik(y)(tk)‖ ≤

     ∑
k∈ℤ
‖μ(t,tk)‖(‖Ik(y)(tk)-y(t+

k)+y(t-
k)‖+‖Ik(y+z)(tk)-Ik(y)(tk)‖)≤

     ∑
k∈ℤ

Me-λ t-tk (δ+hk‖z(tk)‖)≤ M δ+∑
k∈ℤ

hk‖z‖( )∞ .

因此

‖Fz‖ ≤lδ+ω‖z‖∞, (9)

其中l=2Mλ +M,由上述估计可知‖Fθ‖≤lδ,且对任意的z∈N,均有Fz∈N.

任取z1,z2∈N,对任意的t≠tk,t∈ℝ,k∈ℤ,由式(8)可知

‖Fz1(t)-Fz2(t)‖=∫
+∞

-∞
μ(t,r)(f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r)))dr+

∑
k∈ℤ

μ(t,tk)(Ik(y+z1)(tk)-Ik(y+z2)(tk))≤

∫
+∞

-∞
μ(t,r)(f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r)))dr +

∑
k∈ℤ

μ(t,tk)(Ik(y+z1)(tk)-Ik(y+z2)(tk)),

由式(3),(6)及Hölder不等式可得

∫
+∞

-∞
μ(t,r)(f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r)))dr ≤

     ∫
t

-∞
T(t,r)U(r)(f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r)))dr +

     ∫
+∞

t
T(t,r)V(r)(f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r)))dr ≤

     ∫
t

-∞
‖T(t,r)U(r)‖‖f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r))‖dr+

     ∫
+∞

t
‖T(t,r)V(r)‖‖f(r,y(r)+z1(r))-f(r,y(r)+z2(r))‖dr≤

     ∫
t

-∞
Me-λ(t-r)C(r)‖z1(r)-z2(r)‖dr+∫

+∞

t
Me-λ(r-t)C(r)‖z1(r)-z2(r)‖dr≤

     M‖z1-z2‖∞∫
t

-∞
e-λ(t-r)C(r)dr+∫

+∞

t
e-λ(r-t)C(r)d( )r =

     M‖z1-z2‖∞ ∑
∞

n=0∫
t-n

t-n-1
e-λ(t-r)C(r)dr+∑

∞

n=0∫
t+n+1

t+n
e-λ(r-t)C(r)d( )r ≤

     M‖z1-z2‖∞‖C‖BSp ∑
∞

n=0∫
t-n

t-n-1
e-λq(t-r)d( )r

1/q

+∑
∞

n=0∫
t+n+1

t+n
e-λq(r-t)d( )r

1/

( )
q

≤

     M‖z1-z2‖∞‖C‖BSp∑
∞

n=0

e-λqn -e-λq(n+1)

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

q
1/q

+ e-λq(n+1)-e-λqn

-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

q
1/

æ

è
ç

ö

ø
÷

q

≤

     2M(λq)-1/q(1-e-λq)1/q∑
∞

n=0
e-λn‖C‖BSp‖z1-z2‖∞ ≤
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     2M(λq)-1/q(1-e-λq)1/q(1-e-λ)-1‖C‖BSp‖z1-z2‖∞.
对任意的k∈ℤ,由定义1及式(7)可得

∑
k∈ℤ

μ(t,tk)(Ik(y+z1)(tk)-Ik(y+z2)(tk))≤

     ∑
k∈ℤ
‖μ(t,tk)‖‖Ik(y+z1)(tk)-Ik(y+z2)(tk)‖ ≤

     ∑
k∈ℤ

Me-λ t-tk ‖Ik(y+z1)(tk)-Ik(y+z2)(tk)‖ ≤

     M∑
k∈ℤ

hk‖z1(tk)-z2(tk)‖ ≤M∑
k∈ℤ

hk‖z1-z2‖∞.

对任意的t∈ℝ,由题设可知

‖(Fz1)(t)-(Fz2)(t)‖ ≤ω‖z1-z2‖∞. (10)

  设L∶= l
1-ω>0

,D∶={z∈N,‖z‖∞ ≤Lδ},任取z∈D,下面说明F(D)⊂D.由于

‖Fz‖∞ ≤ ‖Fθ‖∞ +‖Fz-Fθ‖∞ ≤lδ+ω‖z‖∞ ≤lδ+ωLδ=Lδ,
因此Fz∈D,F D∶D→D是一个压缩映射,由z的任意性可知,F在 D中有唯一的不动点z,使得

Fz=z.
对任意的t,s∈ℝ,不妨假设t≥s,由定义1及式(8)可知

z(t)-T(t,s)z(s)=∫
t

-∞
T(t,r)U(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr+

∑
t≥tk

T(t,tk)U(tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))-

∫
+∞

t
T(t,r)V(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr-

∑
t<tk

T(t,tk)V(tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))-

∫
s

-∞
T(t,r)U(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr-

∑
s≥tk

T(t,tk)U(tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))+

∫
+∞

s
T(t,r)V(r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr+

∑
s<tk

T(t,tk)V(tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))=

∫
t

s
T(t,r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr+

∑
s<tk≤t

T(t,tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k)), (11)

当t≠tk,k∈ℤ时,对式(11)两边关于t求导可得

z′(t)-A(t)T(t,s)z(s)=A(t)y(t)+f(t,y(t)+z(t))-y′(t)+

A(t)∫
t

s
T(t,r)(A(r)y(r)+f(r,y(r)+z(r))-y′(r))dr+

A(t)∑
s<tk≤t

T(t,tk)(Ik(y+z)(tk)-y(t+
k)+y(t-

k))=

A(t)y(t)+f(t,y(t)+z(t))-y′(t)+A(t)(z(t)-T(t,s)z(s)),
整理得

y′(t)+z′(t)=A(t)(y(t)+z(t))+f(t,y(t)+z(t)). (12)
同理,对于式(11),令t=tk,s→t-k ,k∈ℤ,可得

z(tk)-z(t-
k)=(y+z)(t+

k)-(y+z)(t-
k)-y(t+

k)+y(t-
k).
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进一步,令z(tk)→z(t+k ),k∈ℤ,有

z(t+
k)-z(t-

k)=(y+z)(t+
k)-(y+z)(t-

k)-y(t+
k)+y(t-

k),
整理得

Ik(y+z)(tk)=(y+z)(t+
k)-(y+z)(t-

k). (13)
类似地,当t<s时上述等式仍成立.

结合式(12),(13),可得x∶=y+z是方程(1)的解.由于z∈D且满足定义3中的伪轨跟踪性,
因此方程(1)具有Lipschitz伪轨跟踪性.命题得证.
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