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不定半正Sturm-Liouville边值问题正解的存在性

卢  睿
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:考虑一类奇异二阶常微分方程边值问题

-u″=λh(t)f(u), t∈ (0,1),

αu(0)-βu′(0)=0,

γu(1)+δu′(1)=

ì

î

í

ïï

ïï 0
正解的存在性,其中α,β,γ,δ≥0是常数,λ>0是一个参数,h∈L1((0,1),[0,+∞)),

f∈C((0,+∞),ℝ)且 在 零 点 处 奇 异,在 无 穷 远 处 满 足 超 线 性 增 长 的 条 件.基 于

Krasnoselskii不动点定理证明存在一个常数λ0>0,使得当λ∈(0,λ0)时,该问题至少有一个

正解.
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Abstract:Theauthorconsiderstheexistenceofpositivesolutionsfortheboundaryvalueproblemsofa
classofsingularsecond-orderordinarydifferentialequations

-u″=λh(t)f(u), t∈ (0,1),

αu(0)-βu′(0)=0,

γu(1)+δu′(1)=0

ì

î

í

ïï

ïï ,

whereα,β,γ,δ≥0areconstants,λ>0isaparameter,h∈L1((0,1),[0,+∞)),f∈C((0,+∞),ℝ)

andsingularatzero,satisfyingtheconditionofsuperlineargrowthatinfinity.Basedonthe
Krasnoselskiifixedpointtheorem,theauthorprovesthatthereexistsaconstantλ0>0,suchthatthe
problemhasatleastonepositivesolutionwhenλ∈(0,λ0).
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1 引言及主要结果

目前,关于非线性二阶常微分方程边值问题的研究已有很多结果,采用的方法有锥上的不动点



定理、上下解方法、时间映像估计和分歧理论等[1-13].特别地,Anuradha等[4]研究了非线性二阶常微

分方程边值问题

(p(t)u′)′+λf1(t,u)=0, r<t<R,

au(r)-bp(r)u′(r)=0,

cu(R)+dp(R)u′(R)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(1)

正解的存在性,其中λ>0是一个参数,a,b,c,d>0是常数且满足ac+ad+bc>0.文献[4]利用锥上

不动点定理得到如下结果.
定理1[4] 假设下列条件成立:

1)对任意的t∈[r,R],p∈C([r,R],[0,+∞))且p(t)>0;

2)f1:[r,R]×[0,∞)→R 连续;

3)对每个t∈[r,R],u≥0,存在M>0使得f1(t,u)>-M;

4)lim
u→∞

f1(t,u)
u =∞在(r,R)的任意紧子区间上一致成立.

则存在一个常数λ*>0,使得当λ∈(0,λ*)时,问题(1)有一个正解.
Sun等[2]利用不动点指数理论研究了非线性二阶常微分方程边值问题

-u″(x)=h(x)f(u), 0<x<1,

α1u(0)-β1u′(0)=0,

α2u(1)+β2u′(1)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(2)

正解的存在性,其中:f∈C([0,∞),ℝ),且满足f(s)>-q,q>0是一个常数;h∈C((0,1),(0,∞))
在0和1处奇异,且满足

∫
1

0
h(s)G(s,s)ds<+∞, (3)

这里G(t,s)表示问题(2)相应的齐次线性问题的格林函数.
Sun等[2]虽在权函数h奇异的情形下获得了半正问题(2)正解的存在性,但所得结果要求h是连

续的,f是下方有界的.一个自然的问题是:当h是一个可积函数且f 是一个下方无界的函数时,是否

还能得到类似结论.事实上,当权函数h是一个可积函数时,相应问题的解属于哪个函数空间并不清

楚.此外,对于下方无界的非线性项f,在证明过程中可能出现积分发散的情形.
基于此,本文用锥上不动点理论考察下列奇异Sturm-Liouville问题

-u″=λh(t)f(u), 0<t<1,

αu(0)-βu′(0)=0,

γu(1)+δu′(1)=

ì

î

í

ïï

ïï 0

(4)

正解的存在性,其中λ>0是一个参数,α,β,γ,δ≥0是常数,且满足ρ=γβ+αγ+αδ>0.本文总假设:

(H1)h∈X∶= φ∈L1((0,1),[0,∞))∫
1

0
G(t,t)φ(t)dt<+{ }∞ ,其中

G(t,s)=1
ρ

(γ+δ-γt)(β+αs),0≤s≤t≤1,

(γ+δ-γs)(β+αt),0≤t≤s≤1{ ;

  (H2)f∈C((0,+∞),ℝ),且满足lim
s→+∞

f(s)
s =∞;

(H3)存在一个常数ξ∈(0,1),使得lim
t→0
suptξ f(t)<∞.

本文的主要结果如下:

定理2 假设条件(H1)~(H3)成立,则存在一个常数λ0>0,使得当λ∈(0,λ0)时,问题(4)至少

存在一个正解.进一步,当λ→0+时,有uλ→∞在t∈(0,1)的任意紧子区间上一致成立.
注1 相比于文献[2,4]获得的主要结果,本文在更弱的条件下不仅获得了问题(4)正解的存在性,

而且获得了正解的渐近性质.
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例1 考虑奇异Sturm-Liouville问题

-u″=λt-1/2(1-t)-1/2 - 1
u1/3+uæ

è
ç

ö

ø
÷

2 , 0<t<1,

u(0)-u′(0)=0,

u(1)+u′(1)=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 0

(5)

正解的存在性.比较问题(5)与问题(4),易见:

α=β=γ=δ=1, h(t)=t-1/2(1-t)-1/2, f(s)=- 1s1/3+s2.

下面验证h和f 满足定理2的条件.对于h,有

∫
1

0
(2-t)(1+t)t-1/2(1-t)-1/2dt=19π24 < ∞

,

所以条件(H1)成立.对于f,有lim
s→∞

f(s)
s =lim

s→∞
- 1
s4/3+æ

è
ç

ö

ø
÷s =∞,且lim

s→0
s1/2 - 1

s1/3+s2 =0.从而

条件(H2),(H3)也成立.因此,根据定理2,当λ>0且充分小时,问题(5)至少有一个正解.

2 预备知识

引理1 设m∈X.若u满足

u″(t)=-m(t), 0<t<1,

αu(0)-βu′(0)≥0,

γu(1)+δu′(1)≥0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(6)

则u(t)≥‖u‖∞q(t),其中q(t)=min αt
β+α

,δ+(1-t)γ
δ+{ }γ .

证明:记ϕ(t)∶=γ+δ-γt,ψ(t)∶=β+αt,0≤t<1,则格林函数G(t,s)为

G(t,s)=1
ρ

ϕ(t)ψ(s),0≤s≤t≤1,

ϕ(s)ψ(t),0≤t≤s≤1{ .
u是问题(6)的解等价于u满足积分方程

u(t)=1
ρϕ
(t)∫

t

0
ψ(s)m(s)ds+1

ρψ
(t)∫

1

t
ϕ(s)m(s)ds,  t∈ [0,1].

当t=t0 时,

G(t0,s)=1
ρ

(γ+δ-γt0)(β+αs),0≤s≤t0 ≤1,
(β+αt0)(γ+δ-γs),0≤t0 ≤s≤1{ ;

当t,t0≤s时,

G(t,s)
G(t0,s)=

(1/ρ)(β+αt)(γ+δ-γs)
(1/ρ)(β+αt0)(γ+δ-γs)=

β+αt
β+αt0 ≥

αt
β+α

;

当t≤s≤t0 时,

G(t,s)
G(t0,s)=

(1/ρ)(β+αt)(γ+δ-γs)
(1/ρ)(β+αs)(γ+δ-γt0)=

(β+αt)(γ+δ-γs)
(γ+δ-γt0)(β+αs)≥

αt
β+α

;

当s<t,t0 时,

G(t,s)
G(t0,s)=

(1/ρ)(β+αs)(γ+δ-γt)
(1/ρ)(β+αs)(γ+δ-γt0)=

γ+δ-γt
γ+δ-γt0 ≥

δ+(1-t)γ
δ+γ

;

当t0≤s≤t时,

G(t,s)
G(t0,s)=

(1/ρ)(β+αt)(γ+δ-γs)
(1/ρ)(β+αt0)(γ+δ-γs)≥

(γ+δ-γt)(β+αs)
(β+αs)(γ+δ-γs)≥

δ+(1-t)γ
δ+γ .

因此可得G(t,s)
G(t0,s)≥q

(t).又因为s,t,t0∈(0,1),故

u(t)=1
ρϕ
(t)∫

t

0
ψ(s)m(s)ds+1

ρψ
(t)∫

1

t
ϕ(s)m(s)ds≥ ‖u‖∞q(t).
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  引理2 若h∈X,u是边值问题(4)的一个解,即u满足积分方程

u(t)=λ
ρϕ(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(u(s))ds+λ

ρψ(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(u(s))ds,  t∈ [0,1],

则u∈AC[0,1]∩C1(0,1),u′∈AC(0,1).此外,若h∈L1(0,1),则u∈C1[0,1],u′∈AC[0,1].
证明:令h∈X,u满足积分方程

u(t)=λ
ρϕ(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(u(s))ds+λ

ρψ(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(u(s))ds,  t∈ [0,1],

则可得

u(t)=λ∫
1

0
G(t,s)h(s)f(u(s))ds,  t∈ (0,1),

即u∈AC[0,1].根据边值条件可知

u′(t)=λ
ρϕ′(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(u(s))ds+λ

ρψ′(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(u(s))ds,  t∈ (0,1),

表明u∈C1(0,1),u′∈AC(0,1).若h∈L1(0,1),显然可知u∈C1[0,1],u′∈AC[0,1].
引理3 令k∈X,u∈AC[0,1],满足

u″≥-k, 0<x<1,

αu(0)-βu′(0)≥0,

γu(1)+δu′(1)≥0

ì

î

í

ïï

ïï .

(7)

假设‖u‖∞>2‖k‖X,则u(x)≥0,且

u(x)≥ (‖u‖∞ -‖k‖X)q(x),  x∈ (τ,1),

其中q(x)=min αx
β+α

,δ+(1-x)γ
δ+{ }γ .

证明:令w(x)是问题

-w″=k, 0<x<1,

αu(0)-βu′(0)=0,

γu(1)+δu′(1)=

ì

î

í

ïï

ïï 0

(8)

的唯一解,则

w(x)=1
ρϕ
(x)∫

x

0
ψ(s)k(s)ds+1

ρψ
(x)∫

1

x
ϕ(s)k(s)ds.

相应地,有

w(x)=1
ρϕ
(x)∫

x

0
ψ(s)k(s)ds+1

ρψ
(x)∫

1

x
ϕ(s)k(s)ds≤

1
ρϕ
(s)∫

x

0
ψ(s)k(s)ds+1

ρψ
(s)∫

1

x
ϕ(s)k(s)ds≤ ‖k‖Xq(x),

即

w(x)≤ ‖k‖Xq(x). (9)
  设y(x)∶=u(x)+w(x),y(τ)=‖y‖∞,则

-y″(x)≥0, 0<x<1,

αu(0)-βu′(0)≥0,

γu(1)+δu′(1)≥0

ì

î

í

ïï

ïï ,
由引理1可得

y(x)≥ ‖y‖∞q(x),  x∈ (τ,1). (10)
从而根据式(9),(10)及y(x)=u(x)-w(x)知,对任意x∈(τ,1),有

u(x)=y(x)+w(x)≥ ‖u‖∞q(x)-‖k‖Xq(x)≥ (‖u‖∞ -‖k‖X)q(x).

3 主要结果的证明

引理4[14] 设E 是一个Banach空间,T:E→E 是一个全连续算子.假设存在h∈E,h≠0,有正
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常数r,R 且r≠R,使得下列条件成立:

1)若y∈E 满足y=θTy,θ∈[0,1],则‖y‖≠r;

2)若y∈E 满足y=Ty+ξh,ξ≥0,则‖y‖≠R.
则T 有一个不动点y∈E,且min{r,R}<‖y‖<max{r,R}.

下面证明定理1.令Y=C[0,1],范数为‖u‖∞ = max
t∈[0,1]

u(t).令λ>0,对v∈Y,定义

Tλ(v)=u,其中u是问题

-u″=λh(t)f(～v), 0<t<1,

αu(0)-βu′(0)=0,

γu(1)+δu′(1)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(11)

的解,这里 ～v(t)=max{v(t),q(t)},q(t)=min αt
β+α

,δ+(1-t)γ
δ+{ }γ .则

u(t)=λ
ρϕ(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(～v)ds+λ

ρψ(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(～v)ds,  t∈ [0,1].

注意到对所有的t,s均有G(t,s)≤1,因此根据条件(H3)知,存在一个依赖于 ‖v‖∞的常数M,使得

f(～v)(s)≤ M
～vβ(s)≤

M
～qβ(s)∈L1(0,1).

根据Lebesgue控制收敛定理可知,u∈AC[0,1],i.e.Tλ:Y→Y.
下证Tλ 是全连续算子.由于

u(t)=λ
ρϕ(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(～v)ds+λ

ρψ(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(～v)ds,  t∈ [0,1],

因此连续性显然成立,下面只需证明Tλ 是紧算子.
首先,证明算子Tλ 的有界性.算子Tλ 在AC[0,1]中显然有界.
其次,证明算子Tλ 等度连续.对每个t∈[0,1],t1<t2,有

u(t2)-u(t1)= λ
ρϕ(t2)∫

t2

0
ψ(s)h(s)f(～v)ds+λ

ρψ(t2)∫
1

t2
ϕ(s)h(s)f(～v)ds-

λ
ρϕ(t1)∫

t1

0
ψ(s)h(s)f(～v)ds-λ

ρψ(t1)∫
1

t1
ϕ(s)h(s)f(～v)ds ≤

λ
ρ ϕ(t2)-ϕ(t1)∫

t2

t1∫
r

0
ψ(s)h(s)f(～v)dsdr+

λ
ρ ψ(t2)-ψ(t1)∫

t2

t1∫
1

r
ϕ(s)h(s)f(～v)dsdr.

由于∫
r

0
ψ(s)h(s)f(～v(s))ds< ∞,∫

1

r
ϕ(s)h(s)f(～v(s))ds< ∞,根据Arzéla-Ascoli定理可知,Tλ 是紧

算子,故Tλ 把C[0,1]上的有界集映到C1[0,1]上的有界紧子集.因此,Tλ 是Y 上的全连续算子.
令a>1,使得对z≥a,f(z)>0.由于lim

s→0+
supsβ f(s)<∞,则存在一个常数b>0,使得

f(z)≤b
zβ
,  z∈ (0,a),

从而f(z)≥-b
zβ
,且对所有的z>0,有

f(z)≤b
zβ +f̂(max{z,a}), (12)

其中f̂(t)=sup
a≤z≤t

f(z),t≥a,̂f是非减的函数.

假设λ< a
2(c1+c2f(a))

,其中c1=∫
1

0
G(s,s)h(s) b

qβ(s)ds
,c2=∫

1

0
G(s,s)h(s)ds.下面对Tλ 验证

引理4的假设条件.
1)存在rλ>0,使得若u∈Y 满足u=θTλu,θ∈[0,1],则‖u‖∞≠rλ.
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事实上,令u∈Y,满足u=θTλu,θ∈(0,1],则u
θ=Tλ,因此u满足

u(t)=λθ 1
ρϕ
(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(～u)ds+1

ρψ
(t)∫

1

t
ϕ(s)h(s)f(～u)d

æ

è
ç

ö

ø
÷s ,  t∈ [0,1].

从而对所有的s∈[0,1],q(s)≤1且a>1,根据式(12)可得

f(～u(s))≤ b
～uβ(s)+f̂(max{～u(s),a})≤ b

qβ(s)+f̂(max{～u(s),a}),

于是

u(t)=λθ 1
ρϕ
(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(～u)ds+1

ρψ
(t)∫

1

t
ϕ(s)h(s)f(～u)d

æ

è
ç

ö

ø
÷s ≤

λ∫
1

0
G(s,s)h(s)f(～u(s))ds≤

λ∫
1

0
G(s,s)h(s) b

qβ(s)+f̂(max{‖u‖∞,aé

ë
êê

ù

û
úú})ds≤

λ∫
1

0
G(s,s)h(s) b

qβ(s)ds+λ∫
1

0
G(s,s)h(s)̂f(max{‖u‖∞,a})ds=

λ(c1+c2̂f(max{‖u‖∞,a}), t∈ [0,1],
表明

‖u‖∞

c1+c2̂f(max{‖u‖∞,a})≤
λ. (13)

由于 a
c1+c2췍f(a)>2λ

且lim
z→∞

z
c1+c2췍f(z)=0

,因此根据条件(H1)可知,存在rλ>a,使得

rλ

c1+c2췍f(rλ)=
2λ. (14)

结合式(13),(14)可推出‖u‖∞≠rλ.此时注意到当λ→0时,rλ→∞.
2)存在Rλ>rλ,使得若u=Tλu+ζ,ζ≥0,则‖u‖∞≠Rλ.
令u∈Y 满足u=Tλu+ξ,ξ≥0,则u-ξ=Tλ,且

u(t)-ξ=λ
ρϕ(t)∫

t

0
ψ(s)h(s)f(～u)ds+λ

ρψ(t)∫
1

t
ϕ(s)h(s)f(～u)ds.

令k(t)= b
qβ(t)

,t∈(0,1),则由条件(H3)可知,k∈L1(0,1).因此,u满足

-u″=λh(t)f(～u), 0<t<1,

αu(0)-βu′(0)=ξ≥0,

γu(1)+δu′(1)=ξ≥0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

且由f(z)≥-b
zβ

可得f(～u(t))≥- b
～uβ(t)≥-

b
qβ(t)=-k

(t).根据引理3可知,

u(t)≥ (‖u‖∞ -‖k‖X)q(x), (15)
且‖u‖∞>2‖k‖X.

假设‖u‖>max{4‖k‖X,8},则结合式(15),对t∈I=[1/4,3/4],有

u(t)≥ (‖u‖∞ -‖k‖X)q(x)≥ ‖u‖∞ -12‖u‖
æ

è
ç

ö

ø
÷∞ q(t)≥ 12‖u‖∞q(t)≥ ‖u‖∞

8 .

又由于

G(t,s)≥ minψ(t)
ψ(1)

,ϕ(t)
ϕ(1{ })G(s,s)=minβ+(3/4)α

β+α
,1+

(3/4)γ{ }δ G(s,s)≥β+(3/4)α
β+α

,  s,t∈I,

因此

u(t)≥ λ
ρϕ(t)∫I

ψ(s)h(s)f(～u)ds+λ
ρψ(t)∫Ic

ϕ(s)h(s)f(～u)ds≥
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β+(3/4)α
β+α λ̂f ‖u‖∞æ

è
ç

ö

ø
÷

8 ∫I
h(s)ds-λ‖k‖X, t∈I,

其中f̂(t)=inf
z≥t

f(z).故

β+(3/4)α
β+α f̂ ‖u‖∞æ

è
ç

ö

ø
÷

8 ∫I
h(s)ds-‖k‖X

‖u‖∞
≤ 1λ. (16)

当‖u‖∞→∞时,式(16)左边积分也趋近于∞.说明当Rλ≫1时,‖u‖∞<Rλ.
根据引理4,Tλ 有一个不动点uλ,‖uλ‖∞>rλ.根据式(15),当λ足够小时,uλ 是问题(4)的一个

正解;且对于t∈(0,1)的紧子区间,当λ→0时,uλ(t)→∞.
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