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摘要:设R 是环,S是R 的乘法子集.首先,基于u-S-平坦模引入Gorensteinu-S-平坦模的

概念,利用长正合列定理和u-S-平坦模的性质,研究Gorensteinu-S-平坦模的同调性质,并

给出Gorensteinu-S-平坦模的等价刻画;其次,证明Gorensteinu-S-平坦模类是投射可解类

当且仅当它关于扩张封闭.
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目前,关于Gorenstein同调代数的研究已取得了许多成果.例如:Enochs等[1]引入并研究了任意

结合环上的Gorenstein平坦模;Holm[2]对Gorenstein平坦模做了进一步研究;Mao等[3]定义并研究

了GorensteinFP-内射模;Bennis等[4]引入并研究了强Gorenstein投射模、强Gorenstein内射模和强

Gorenstein平坦模;Anderson等[5]给出了R-模的S-有限和S-Noetherian环的概念,其中R 是环,S
是R 的乘法子集;Wang等[6]给出了S-挠模的概念:如果对任意的m∈M,存在s∈S,使得sm=0,则

称R-模M 是S-挠模;Zhang[7]考虑了S-挠模上的一致性,并将其称为u-S-挠模,给出了u-S-挠模的概

念和一些基本性质,并将其作为基本条件,考虑了S-平坦模的一致性,并命名为u-S-平坦模,研究了

u-S-平坦模的等价刻画及其性质;文献[8-11]引入并研究了u-S-内射模、u-S-投射模和u-S-绝对纯模

等,给出了S-半单环、S-vonNeumann正则环、S-Noetherian环、S-coherent环的一致性研究,并讨论

了结合环上的S-弱整体维数.受上述研究工作的启发,本文引入Gorensteinu-S-平坦模的概念,并

讨论其同调性质.



1 预备知识

本文中的环均指有单位元的交换环,模均为酉R-模.设R 是环,S 是R 的乘法子集,即如果

1∈S,则对任意的s1∈S,s2∈S,有s1s2∈S.设M 为R-模,M 的示性表示为M+=Homℤ(M,ℚ/ℤ).
定义1[1] 设M 是R-模,如果存在R-模的正合列

FF=… →F1 →F0 →F-1 → …,
使得M≅Im(F0→F-1),并且对任意的内射R-模I,有I췍RFF是正合列,则称R-模M 是Gorenstein平

坦的,其中每个Fi 都是平坦R-模.
根据文献[2],如果对任意的正合列0→A→B→C→0,其中A∈X,C∈X,有B∈X,则称R-模类X

关于扩张封闭.如果投射模类P(R)⊆X,且对任意的短正合列0→A→B→C→0,其中C∈X,A∈X当

且仅当B∈X,则称R-模类X是投射可解类.
根据文献[7],设T 为R-模,如果存在s∈S,使得sT=0,则称R-模T 是u-S-挠模.设f 为

R-同态,如果Kerf(Cokerf)是u-S-挠模,则称R-同态f 是u-S-单同态(u-S-满同态).如果f 既是

u-S-单同态,又是u-S-满同态,则称R-同态f 是u-S-同构的.设R-模序列M →
α

N →
β L,如果存在

s∈S,使得sKer(β)⊆Im(α),sIm(α)⊆Ker(β),则称R-模序列M →
α

N →
β L 是u-S-正合列.

定义2[7] 设M 是R-模,如果对任意的u-S-短正合列0→A→B→C→0,有序列

0→A췍RM →B췍RM →C췍RM →0
是u-S-正合的,则称R-模M 是u-S-平坦模.

引理1[7] 设R 是环,S是R 的乘法子集,F 是R-模,则下列表述等价:

1)F 是u-S-平坦模;

2)对任意的短正合列0→A→B→C→0,有序列

0→A췍RF →B췍RF →C췍RF →0
是u-S-正合的;

3)对任意的R-模M,TorR
1(M,F)是u-S-挠模;

4)对任意的n≥1及任意的R-模M,TorR
n(M,F)是u-S-挠模.

引理2 设R 是环,S是R 的乘法子集.如果f:A→B,g:B→C是R-同态,则以下表述成立:

1)若R-同态f,g均是u-S-单同态,则gf是u-S-单同态;

2)若R-同态f,g均是u-S-满同态,则gf是u-S-满同态.
证明:1)因为f:A→B 是u-S-单同态,所以∃s1∈S,使得s1Ker(f)=0.又因为g:B→C 是

u-S-单同态,所以∃s2∈S,使得s2Ker(g)=0.于是,对∀a∈Ker(gf),gf(a)=0,有f(a)∈Ker(g),
从而s2f(a)=f(s2a)=0,进而s2a∈Ker(f).因此,s1(s2a)=(s1s2)a=0.令s=s1s2,则sa=0.由a的

任意性知,sKer(gf)=0,故gf是u-S-单同态.
2)因为f:A→B 是u-S-满同态,所以∃s1∈S,使得s1Coker(f)=0.因为g:B→C 是u-S-满同

态,所以∃s2∈S,使得s2Coker(g)=0,即∀c∈C,∃b∈B,使得s2c=g(b).又因为s1B⊆Im(f),
所以∃a∈A,使得s1b=f(a).于是,

gf(a)=g(s1b)=s1g(b)=s1(s2c)=s1s2c.
令s=s1s2,则sC⊆Im(gf).因此,gf是u-S-满同态.证毕.

引理3 设R 是环,S是R 的乘法子集,Ai,Bi,Ci 是R-模,其中i=1,2,…,n.若

0→Ai
f
→
i

Bi
g
→
i

Ci→0
是u-S-正合列,则

0→췍
n

i=1
Ai

f
→
i
췍
n

i=1
Bi

g
→
i
췍
n

i=1
Ci→0

也是u-S-正合列.
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证明:根据定义易证.
定义3[3] 设E 是R-模,如果对任意的u-S-短正合列0→A→B→C→0,有序列

0→HomR(C,E)→HomR(B,E)→HomR(A,E)→0
是u-S-正合的,则称R-模E 是u-S-内射模.

引理4[9] 设R 是环,S是R 的乘法子集,E 是R-模,则下列表述等价:

1)E 是u-S-内射模;

2)对任意的短正合列0→A→B→C→0,有序列

0→HomR(C,E)→HomR(B,E)→HomR(A,E)→0
是u-S-正合的;

3)对任意的R-模M,Ext1R(M,E)是u-S-挠模;

4)对任意的n≥1及任意的R-模M,ExtnR(M,E)是u-S-挠模.
命题1 设R是环,S是R的乘法子集,M 是R-模,则M 是u-S-平坦模当且仅当M+是u-S-内射模.
证明:必要性.因为M 是u-S-平坦模,所以对任意的u-S-短正合列0→A→B→C→0,有序列0→

A췍RM→B췍RM→C췍RM→0是u-S-正合的.用函子Homℤ(-,ℚ/ℤ)作用于

0→A췍RM →B췍RM →C췍RM →0,
由文献[9]中推论4.4和引理4知,有u-S-正合列

0→ (C췍RM)+→ (B췍RM)+→ (A췍RM)+→0.
  考虑下图:

→0 Homℤ(C췍RM,ℚ/ℤ →) Homℤ(B췍RM,ℚ/ℤ →) Homℤ(A췍RM,ℚ/ℤ →) 0

由于对任意的R-模E,F,有

Homℤ(E췍RF,ℚ/ℤ)≅HomR(E,F+),
即上图中竖向态射均是同构.因此

0→HomR(C,M+)→HomR(B,M+)→HomR(A,M+)→0
是u-S-正合的.由文献[9]中定义4.1知,M+是u-S-内射模.

充分性.因为 M+ 是u-S-内射模,所以由引理4知,对任意的 R-模 N,有 Ext1R(N,M+)是

u-S-挠模.因为

Homℤ(TorR
1(N,M),ℚ/ℤ)≅Ext1R(N,M+),

所以由文献[7]中命题2.5知,TorR
1(N,M)是u-S-挠模,从而由引理1知,M 是u-S-平坦模.证毕.

2 主要结果

下面引入Gorensteinu-S-平坦模,并讨论这类模的同调性质.
定义4 完全u-S-平坦分解是指R-模的正合列

FF=… →F1 →F0 →F0 →F1 → …,

其中每个Fi 和Fi 都是u-S-平坦模,并且对任意的u-S-内射模I,有I췍RFF是u-S-正合列.
定义5 对R-模M,如果存在完全u-S-平坦分解 FF,使得 M≅Im(F0→F0),则称R-模M 是

Gorensteinu-S-平坦模.
将Gorensteinu-S-平坦模类记为u-S-GF(R).
注1 1)每个平坦模都是u-S-平坦模,每个u-S-平坦模都是Gorensteinu-S-平坦模.当S是由R

中的单位构成的乘法集时,一个模是Gorensteinu-S-平坦模当且仅当它是Gorenstein平坦模;

2)若u-S-平坦模的正合列

FF=… →F1 →F0 →F0 →F1 → …
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是完全u-S-平坦分解,则该正合列中所有箭头的核、像、余核都是Gorensteinu-S-平坦模.
命题2 设R 是环,S是R 的乘法子集,则Gorensteinu-S-平坦模类关于有限直和封闭.
证明:设R-模M1,M2,…,Mn 是Gorensteinu-S-平坦模,则存在Mi 的完全u-S-平坦分解

FFi=… →Fi1 →Fi0 →Fi0 →Fi1 → …,
使得Mi≅Im(Fi0→Fi0),其中Fij,Fij都是u-S-平坦模.显然序列

췍
n

i=1
FFi=… →췍

n

i=1
Fi1 →췍

n

i=1
Fi0 →췍

n

i=1
Fi0 →췍

n

i=1
Fi1 → … (1)

是正合的,且췍
n

i=1
Mi≅Im(췍

n

i=1
Fi0→췍

n

i=1
Fi0).由文献[7]中命题3.4知,췍

n

i=1
Fij,췍

n

i=1
Fij都是u-S-平坦模.对任

意的u-S-内射模I,将函子I췍R-作用于序列(1),有

… →I췍R(췍
n

i=1
Fi1)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→ ….

将I췍R-作用于序列FFi,有u-S-正合列

… →I췍RFi1 →I췍RFi0 →I췍RFi0 →I췍RFi1 → ….
由引理3知,有u-S-正合列

… →췍
n

i=1
(I췍RFi1)→췍

n

i=1
(I췍RFi0)→췍

n

i=1
(I췍RFi0)→췍

n

i=1
(I췍RFi1)→ ….

因为I췍R(췍
n

i=1
Fij)≅췍

n

i=1
(I췍RFij),所以

… →I췍R(췍
n

i=1
Fi1)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→I췍R(췍

n

i=1
Fi0)→ …

是u-S-正合列.因此췍
n

i=1
Mi 是Gorensteinu-S-平坦模.证毕.

命题3 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模,则M 是Gorensteinu-S-平坦模当且仅当以下

条件成立:

1)存在u-S-平坦模的正合列FF=…→F-1d-
→
1

F0 d
→
0

F1→…,使得M≅Im(F0→F1);

2)对任意的u-S-内射模I,TorR
1(I,Li)是u-S-挠模,其中Li=Im(di),∀i∈ℤ.

证明:必要性.设M 是Gorensteinu-S-平坦模,则条件1)显然成立,因此只需证明条件2)成立.
考虑正合列0→Li-1→Fi→Li→0,其中Fi 是u-S-平坦模,Li=Im(di).由条件知,对任意的u-S-内射

模I,I췍RFF是u-S-正合列.考虑正合列

0→Im(1췍Rdi-1)→I췍RFi→I췍RFi/Im(1췍Rdi-1)→0.
因为I췍RFF是u-S-正合列,所以I췍RFi/Im(1췍Rdi-1)与I췍RFi/Ker(1췍Rdi)是u-S-同构,而

I췍RFi/Ker(1췍Rdi)≅Im(1췍Rdi),故I췍RFi/Im(1췍Rdi-1)与Im(1췍Rdi)是u-S-同构.由u-S-同构

不改变序列的u-S-正合性知,

0→Im(1췍Rdi-1)→I췍RFi→Im(1췍Rdi)→0
是u-S-正合列,从而有u-S-正合列

0→I췍RLi-1 →I췍RFi→I췍RLi→0.
根据长正合列定理[12],有长正合列

… →TorR
1(I,Fi)→ TorR

1(I,Li)→I췍RLi-1 →I췍RFi→I췍RLi→0.
因为Fi 是u-S-平坦模,所以由文献[7]中定理3.2知,TorR

1(I,Fi)是u-S-挠模,从而TorR
1(I,Fi)与0

是u-S-同构.由文献[10]中定理1.2知,TorR
1(I,Li)与0是u-S-同构,因此TorR

1(I,Li)是u-S-挠模.
充分性.若对任意的u-S-内射模I,TorR

1(I,Li)(∀i∈ℤ)是u-S-挠模.用函子I췍R-作用于正合列

0→Li-1→Fi→Li→0(∀i∈ℤ),根据长正合列定理,有正合列

… →TorR
1(I,Li)→I췍RLi-1 →I췍RFi→I췍RLi→0,

故0→I췍RLi-1α
i-

→
1

I췍RFi β
→
i

I췍RLi→0(∀i∈ℤ)是u-S-正合列.
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下证0→I췍RLi-2→I췍RFi-1→I췍RFi→I췍RLi→0(∀i∈ℤ)是u-S-正合列.考虑下图:

0→I췍RLi-2αi-

→
2

I췍RFi-1 γi-

→
1

I췍RFi β→
i

I췍RLi→0.

先证明在I췍RFi-1处是u-S-正合的.因为∃s1∈S,使得s1Im(αi-2)⊆Ker(βi-1),s1Ker(βi-1)⊆
Im(αi-2),所以βi-1(s1αi-2)=0,且αi-1βi-1=γi-1,从而

γi-1(s1αi-2)=αi-1βi-1(s1αi-2)=0,
故s1Im(αi-2)⊆Ker(γi-1).因为αi-1是u-S-单同态,所以∃s2∈S,使得s2Ker(αi-1)=0.对∀a∈
Ker(γi-1),有

γi-1(a)=αi-1βi-1(a)=0, βi-1(a)∈Ker(αi-1), s2βi-1(a)=0,
从而βi-1(s2a)=0,(s2a)∈Ker(βi-1).因为s1Ker(βi-1)⊆Im(αi-2),所以(s1s2a)∈Im(αi-2),而由a的

任意性,有s1s2Ker(γi-1)⊆Im(αi-2).令s=s1s2,即有

sKer(γi-1)⊆Im(αi-2),  sIm(αi-2)⊆Ker(γi-1).
再证明在I췍RFi 处是u-S-正合的.因为∃s′1∈S,使得

s′1Im(αi-1)⊆Ker(βi),  s′1Ker(βi)⊆Im(αi-1),
所以βi(s′1αi-1)=0,且αi-1βi-1=γi-1,从而

βi(s′1γi-1)=βi(s′1αi-1)βi-1=0,
故s′1Im(γi-1)⊆Ker(βi).因为βi-1是u-S-满同态,所以∃s′2∈S,使得s′2(I췍RLi-1)⊆Im(βi-1),又因

为s′1Ker(βi)⊆Im(αi-1),所 以 对 ∀b∈Ker(βi),有s′1b∈Im(αi-1),∃b′∈I췍RLi-1,使 得

s′1b=αi-1(b′),进而∃c∈I췍RFi-1,使得s′2b′=βi-1(c),有αi-1βi-1(c)=s′2s′1b,即γi-1(c)=s′2s′1b,
从而s′2s′1b∈Im(γi-1),由b的任意性,有s′1s′2Ker(βi)⊆Im(γi-1).令s′=s′1s′2,则有s′Ker(βi)⊆
Im(γi-1),s′Im(γi-1)⊆Ker(βi).故I췍RFF是u-S-正合列.因此,M 是Gorensteinu-S-平坦模.证毕.

定理1 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模,则下列表述等价:

1)M 是Gorensteinu-S-平坦模;

2)对任意的u-S-内射模I及任意的n≥1,TorR
n(I,M)是u-S-挠模,且存在正合列0→M→F0→

F1→…,使得函子I췍R-作用后得到u-S-正合列,这里每个Fi 是u-S-平坦模;

3)存在R-模的正合列0→M→F→G→0,使得G是Gorensteinu-S-平坦模,其中F是u-S-平坦模.
证明:1)⇒2).因为M 是Gorensteinu-S-平坦模,所以存在M 的完全u-S-平坦分解

FF=… →F1
d
→
1

F0
d
→
0

F0 d
→
1

F1 → …,
其中Fi,Fi 都是u-S-平坦模.令L1=Im(d1),对短正合列0→L1→F0→M→0,其中F0 是u-S-平坦模,

L1 是Gorensteinu-S-平坦模.对n进行数学归纳法,当n=1时,由命题3知,TorR
1(I,M)是u-S-挠

模.假设结论对n-1成立,考虑结论对n时,对任意的u-S-内射模I,用函子I췍R-作用于短正合列

0→L1→F0→M→0,根据长正合列定理[12],有长正合列

… →TorR
n(I,F0)→TorR

n(I,M)→TorR
n-1(I,L1)→TorR

n-1(I,F0)→ ….
由文献[7]中定理3.2知,TorR

n(I,F0)和 TorR
n-1(I,F0)是u-S-挠模.由文献[10]中推论1.5知,

TorR
n(I,M)和TorR

n-1(I,L1)是u-S-同构.由归纳假设可知TorR
n-1(I,L1)是u-S-挠模,由文献[10]中

推论1.5知,TorR
n(I,M)是u-S-挠模.

2)⇒1).取 M 的u-S-平 坦 分 解 췍췍FF=…→F2→F1→F0→M→0,其 中 Fi 是u-S-平 坦 模,

Li=Im(Fi→Fi-1).对任意的u-S-内射模I,用函子I췍R-作用于短正合列0→L1→F0→M→0,根据长

正合列定理[12],有长正合列

… →TorR
2(I,M)→TorR

1(I,L1)→TorR
1(I,F0)→TorR

1(I,M)→ …,
… →TorR

1(I,M)→I췍RL1 →I췍RF0 →I췍RM →0.
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由2)的条件知,TorR
2(I,M)和TorR

1(I,M)是u-S-挠模.由文献[10]中推论1.5知,TorR
1(I,L1)和

TorR
1(I,F0)是u-S-同构.由文献[7]中定理3.2知,若F0 是u-S-平坦模,则TorR

1(I,F0)是u-S-挠模.
故TorR

1(I,L1)是u-S-挠模,且0→I췍RL1→I췍RF0→I췍RM→0是u-S-正合列.用函子I췍R-作用于短

正合列0→L2→F1→L1→0,有长正合列

… →TorR
2(I,L1)→TorR

1(I,L2)→TorR
1(I,F1)→TorR

1(I,L1)→ …,
… →TorR

1(I,L1)→I췍RL2 →I췍RF1 →I췍RL1 →0.
同理可得TorR

1(I,L2)是u-S-挠模,且0→I췍RL2→I췍RF1→I췍RL1→0是u-S-正合的.重复上述步

骤,得到I췍R췍췍FF是u-S-正合的.
下面证明I췍RM 的左右两半部分连接后仍然是u-S-正合的.考虑下图:

… →I췍RF1 →
α

I췍RF0 →
γ

I췍RF0 →β I췍RF1 → …

  先证∃s∈S,使得sKer(γ)⊆Im(α),sIm(α)⊆Ker(γ).因为∃s1∈S,使得s1Im(α)⊆Ker(α′),

s1Ker(α′)⊆Im(α),所以α′(s1α)=0,且β′α′=γ,从而

γ(s1α)=β′α′(s1α)=0,

故s1Im(α)⊆Ker(γ).因为β′是u-S-单同态,所以∃s2∈S,使得s2Ker(β′)=0.对∀a∈Ker(γ),有

γ(a)=β′α′(a)=0, α′(a)∈Ker(β′), s2α′(a)=0,

从而α′(s2a)=0,(s2a)∈Ker(α′).因为s1Ker(α′)⊆Im(α),所以(s1s2a)∈Im(α),而由a的任意性,

有s1s2Ker(γ)⊆Im(α).令s=s1s2,则有

sKer(γ)⊆Im(α),  sIm(α)⊆Ker(γ).

  再证∃s′∈S,使得s′Ker(β)⊆Im(γ),s′Im(γ)⊆Ker(β).因为∃s′1∈S,使得s′1Im(β′)⊆Ker(β),

s′1Ker(β)⊆Im(β′),所以β(s′1β′)=0,且β′α′=γ,从而β(s′1γ)=β(s′1β′)α′=0,故s′1Im(γ)⊆Ker(β).
因为α′是u-S-满同态,所以∃s′2∈S,使得s′2(I췍RM)⊆Im(α′),又因为s′1Ker(β)⊆Im(β′),所以对

∀b∈Ker(β),有s′1b∈Im(β′),∃b′∈I췍RM,使得s′1b=β′(b′),进而∃c∈I췍RF0,使得s′2b′=α′(c),

有β′α′(c)=s′2s′1b,即γ(c)=s′2s′1b,从而s′2s′1b∈Im(γ),而由b的任意性,有s′1s′2Ker(β)⊆Im(γ).令

s′=s′1s′2,则有s′Ker(β)⊆Im(γ),s′Im(γ)⊆Ker(β).综上,可得M 是Gorensteinu-S-平坦模.

1)⇒3)显然.

3)⇒2).因为F 是u-S-平坦模,G 是Gorensteinu-S-平坦模,所以根据1)⇔2)和注1知,对任意

的u-S-内射模I,∀n≥1,TorR
n(I,G)和TorR

n(I,F)是u-S-挠模.由长正合列定理知

… →TorR
n+1(I,G)→TorR

n(I,M)→TorR
n(I,F)→ …

是正合列.由文献[7]中命题2.8知,TorR
n(I,M)是u-S-挠模,∀n≥1.因为G 是Gorensteinu-S-平坦

模,所以存在正合列 GG=0→G→F0→F1→…,使得I췍RGG是u-S-正合,其中每个Fi 是u-S-平坦模.
因此,有正合列0→M→F→F0→F1→…,且函子I췍R-作用该序列后得到u-S-正合列,其中F,Fi 是

u-S-平坦模.证毕.
命题4 设R 是环,S是R 的乘法子集,则下列表述等价:

1)Gorensteinu-S-平坦模类关于扩张封闭;

2)Gorensteinu-S-平坦模类是投射可解类.
证明:2)⇒1)显然.

1)⇒2).显然投射模是u-S-投射的,由文献[8]中命题2.13和注1知,任意的u-S-投射模是

u-S-平坦模,任意的u-S-平坦模是Gorensteinu-S-平坦模,故投射模类是Gorensteinu-S-平坦模类.
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设有短正合列0→A→B→C→0,其中B,C 是Gorensteinu-S-平坦模,下证A 是Gorensteinu-S-平坦

模.因为B 是Gorensteinu-S-平坦模,所以由定理1知,存在短正合列0→B→F→L→0,其中F 是

u-S-平坦模,L是Gorensteinu-S-平坦模.考虑B→C和B→F 的推出图:

第四列0→C→L′→L→0中,C和L 是Gorensteinu-S-平坦模,由1)知L′是Gorensteinu-S-平坦模,
而中间行0→A→F→L′→0中,F 是u-S-平坦模,L′是 Gorensteinu-S-平坦模,由定理1知 A 是

Gorensteinu-S-平坦模.因此,Gorensteinu-S-平坦模类是投射可解类.证毕.
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