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一类形式三角矩阵环上的Ding模

熊郑瑶,赵仁育
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:设T=
R 0æ
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C S
是形式三角矩阵环,其中R 和S 是有单位元的结合环,C是忠实半对偶

(S,R)-双模.证明:1)M 是DingC-投射左S-模当且仅当
HomS(C,M)æ

è
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M
是Ding投射左

T-模;2)N 是DingC-内射左R-模当且仅当
N

C췍R

æ
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ø
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N
是Ding内射左T-模.所得结论通过T

建立了DingC-模与Ding模的联系.
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Abstract:LetT=
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C S
beaformaltriangularmatrixring,whereRandSareassociativeringswith

identityelement,Cisafaithfullysemidualizing(S,R)-bimodule.Itisshowedthat:1)MisaDing

C-projectiveleftS-moduleifandonlyif
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M
isaDingprojectiveleftT-module;2)Nis

DingC-injectiveleftR-moduleifandonlyif
N

C췍R
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N
isaDinginjectiveleftT-module.Theobtained

conclusionsestablishlinksbetweenDingC-modulesandDingmodulesthroughT.
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Gorenstein同调代数是以经典同调代数为基础发展而来的一类重要的相对同调代数,它分别用

Gorenstein投射、Gorenstein内射、Gorenstein平坦模代替经典的投射、内射、平坦模.文献[1-2]研究

了两类特殊的Gorenstein模———强Gorenstein平坦模和GorensteinFP-内射模.文献[1-4]的研究结果

表明,在凝聚环上,这两类模分别与Noether环上的Gorenstein投射模和Gorenstein内射模有许多相

似性质.文献[4]将上述两类模分别命名为Ding投射模和Ding内射模.近年来,关于Ding投射模和



Ding内射模的研究受到广泛关注[5-10].
Gorenstein同调代数的一个重要扩展方向是相对于半对偶模C 的Gorenstein同调理论,目前也

取得了很多研究成果.例如:文献[11]研究了GC-投射模和GC-内射模;文献[12]将GC-投射模和

GC-内射模的一些结果扩展到交换非Noether环上;文献[13]研究了交换环上的DC-投射模和DC-内射

模;文献[14]引入了半对偶双模的概念,建立了一般环上关于半对偶双模的相对同调理论;文献[15]
对相对于半对偶双模的Gorenstein投射(内射)模进行了系统研究;文献[16]深入研究了相对于半对偶

双模C的GorensteinC-投射模和GorensteinC-内射模;文献[17]引入并研究了相对于半对偶模C 的

DingC-投射模和DingC-内射模.
形式三角 矩 阵 环 是 一 类 重 要 的 环 扩 张,在 同 调 代 数 和 代 数 表 示 论 研 究 中 具 有 重 要 作 用.

文献[18-19]给出了形式三角矩阵环上投射模和内射模的构造;文献[20]给出了形式三角矩阵环上平

坦模的构造;文献[21]刻画了三角矩阵Artin代数上的Gorenstein投射模;文献[22]给出了一般情形

下三角矩阵环上Gorenstein投射模的描述;文献[23]给出了三角矩阵环上Ding投射和Ding内射模的

刻画;文献[24]建立了T=
R 0æ

è
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C S
上一类Gorenstein投射(内射)模与 BC(S)(AC(R))中的GC-投射

(内射)模之间的联系,其中C是忠实半对偶(S,R)-双模.

受上述研究工作的启发,本文讨论形式三角矩阵环T=
R 0æ

è
ç

ö

ø
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C S
上的一类Ding投射模和Ding内

射模的构造.

1 预备知识

本文中的环均指有单位元的结合环,模均是酉模.设R 是环,用P(R)(I(R),F(R))表示所有投射

(内射、平坦)左R-模的类.用R-Mod(Mod-R)表示左(右)R-模范畴.

设R,S是两个环,U 是一个(S,R)-双模.令T=
R 0æ

è
ç

ö

ø
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U S
,则T 关于矩阵的加法和乘法构成一个

环,称为形式三角矩阵环.文献[25]中定理1.5确定了形式三角矩阵环T 上的模结构:左T-模范畴等

价于范畴Ω,其中Ω 中的对象是三元组M=
M1

M
æ
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2 φ
M
,这里M1∈R-Mod,M2∈S-Mod,φM:U췍RM1→

M2 是左S-模同态;Ω 中的对象
M1

M
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2 φ
M
到对象
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N
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2 φ
N
之间的左T-模同态是一对态射

f1
f
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,其中

f1:M1→N1是左R-模同态,f2:M2→N2 是左S-模同态,且满足如下交换图:

对Ω 中的任意对象M=
M1

M
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2 φ
M
,定义φ

～M:M1→HomS(U,M2),φ
～M(x)(u)=φM(u췍x),其中u∈U,

x∈M1.
左T-模的序列

0→
L1
L
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2 φ
L
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M1

M
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2 φ
M
→

N1

N
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2 φ
N
→0

正合当且仅当左R-模的序列0→L1→M1→N1→0正合,且左S-模的序列0→L2→M2→N2→0正合.
引理1[26] 设M1,M2∈R-Mod,N1,N2∈S-Mod,U 是(S,R)-双模,则存在以下同构:

1)HomT
M1

(U췍RM1)췍M
æ
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2

,
N1

N
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æ
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2
≅HomR(M1,N1)췍HomS(M2,N2);
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2)HomT
M1

M
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2

,
N1췍HomS(U,N2)

N
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2
≅HomR(M1,N1)췍HomS(M2,N2).

引理2[18] P=
P1

P
æ
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ø
÷

2 φ
P
是投射左T-模当且仅当P1 是投射左R-模,φP:U췍RP1→P2 是单射,

CokerφP 是投射左S-模.

引理3[19] I=
I1
I
æ

è
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2 φ
I
是内射左T-模当且仅当I2 是内射左S-模,φ

～I:I1→HomB(U,I2)是满射,

Kerφ
～I是内射左R-模.

引理4[20] F=
F1

F
æ

è
ç
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ø
÷

2 φ
F
是平坦左T-模当且仅当F1 是平坦左R-模,φF:U췍RF1→F2 是单射,

CokerφF 是平坦左S-模.
定义1[27] 如果对任意有限表现左R-模N,有Ext1R(N,M)=0,则称左R-模M 是FP-内射模.
记FI(R)为FP-内射左R-模构成的类.
定义2[1] 如果存在 HomR(-,F(R))-正合的正合序列…→P1→P0→P0→P1→…,使得

M≅Ker(P0→P1),则称左R-模M 为Ding投射模,其中对任意的i≥0,Pi,Pi∈P(R).
记DP(R)为Ding投射左R-模构成的类.
定义3[2] 如果存在 HomR(FI(R),-)-正合的正合序列…→I1→I0→I0→I1→…,使得

M≅Ker(I0→I1),则称左R-模M 为Ding内射模,其中对任意的i≥0,Ii,Ii∈I(R).
记DI(R)为Ding内射左R-模构成的类.
定义4[14] 如果SCR 满足下列条件,则称(S,R)-双模C 是半对偶模:

1)SC 和CR 分别存在一个有限生成投射左S-模和右R-模的投射分解;

2)自然同态SSS→HomRop(C,C)和RRR→HomS(C,C)是同构;

3)Ext≥1S (C,C)=Ext≥1Rop(C,C)=0.
如果SCR 满足下列条件,则称半对偶模SCR 是忠实半对偶模:

1)对任意的左S-模M,若HomS(C,M)=0,则M=0;

2)对任意的右R-模N,若HomRop(C,N)=0,则N=0.
定义5[14,28] 1)如果M≅C췍RP,则称左S-模M 是C-投射的,其中P 是投射左R-模;

2)如果M≅C췍RF,则称左S-模M 是C-平坦的,其中F 是平坦左R-模;

3)如果N≅HomS(C,I),则称左R-模N 是C-内射的,其中I是内射左S-模;

4)如果N≅ HomS(C,I),则称左R-模N 是C-FP-内射的,其中I是FP-内射左S-模.
记PC(S)为C-投射左S-模构成的类;FC(S)为C-平坦左S-模构成的类;IC(R)为C-内射左R-模构

成的类;FIC(R)为C-FP-内射左R-模构成的类.
定义6[14] 相对于半对偶模SCR 的Auslander类 AC(R)是由满足以下条件的所有左R-模N 构成

的类:

1)Exti≥1S (C,C췍RN)=0;

2)TorR
i≥1(C,N)=0;

3)自然赋值同态μN:N→HomS(C,C췍RN)是同构.
相对于半对偶模SCR 的Bass类BC(S)是由满足以下条件的所有左S-模M 构成的类:

1)Exti≥1S (C,M)=0;

2)TorR
i≥1(C,HomS(C,M))=0;

3)自然赋值同态νM:C췍RHomS(C,M)→M 是同构.
引理5[14] 设M 和M′都是左R-模,i≥0.若M∈AC(R),TorR

≥1(C,M′)=0,则

ExtiR(M′,M)≅ExtiS(C췍RM′,C췍RM).
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2 主要结果

定义7[17] 1)如果存在HomS(PC(S),-)-正合且 HomS(-,FC(S))-正合的正合序列…→P1→
P0→P0→P1→…,使得 M≅Ker(P0→P1),则左S-模M 称为DingC-投射模,其中对任意的i≥0,

Pi,Pi∈PC(S).记D(PC(S))为DingC-投射左S-模构成的类.
2)如果存在HomR(FIC(R),-)-正合且 HomR(-,IC(R))-正合的正合序列…→I1→I0→I0→

I1→…,使得N≅Ker(I0→I1),则左R-模N 称为DingC-内射模,其中对任意的i≥0,Ii,Ii∈IC(R).
记D(IC(R))为DingC-内射左R-模构成的类.

定理1 设T=
R 0æ

è
ç

ö

ø
÷

C S
是形式三角矩阵环,其中C是忠实半对偶(S,R)-双模,则:

1)M 是DingC-投射左S-模当且仅当
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
÷

M
是Ding投射左T-模;

2)N 是DingC-内射左R-模当且仅当
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
是Ding内射左T-模.

证明:1)必 要 性.因 为 M 是 DingC-投 射 左S-模,所 以 存 在 HomS(PC(S),-)-正 合 且

HomS(-,FC(S))-正合的左S-模的正合序列

UU:… →C췍RP1 →C췍RP0 →C췍RP0 g
→
0

C췍RP1 → …,
使得M≅Kerg0,其中对任意的i≥0,Pi,Pi∈P(R).由文献[17]中事实2.3知 M∈BC(S),由

文献[14]中推论6.1知C췍RPi,C췍RPi∈BC(S),i≥0,从而由文献[14]中推论6.3知 UU中每个同态

的核都 在 BC (S)中.又 由 文 献 [14]中 推 论 6.2 知 P(R)∈AC (R),所 以 对 任 意 的i≥0,

HomS(C,C췍RPi)≅Pi,HomS(C,C췍RPi)≅Pi.于是用HomS(C,-)作用于 UU可得正合序列

HomS(C,UU):… →P1 →P0 →P0 f
→
0

P1 → …,
使得HomS(C,M)≅Kerf0.因此,存在左T-模的正合序列

HomS(C,UU)æ

è
ç

ö

ø
÷

UU
:… →

P1

C췍RP
æ

è
ç

ö

ø
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1
→

P0

C췍RP
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
→

P0

C췍RP
æ

è
ç

ö

ø
÷0

f0
g( )
→

0 P1

C췍RP
æ

è
ç

ö

ø
÷1 → …,

使得
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
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M
≅Ker

f0

g
æ

è
ç

ö

ø
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0
,其中对任意的i≥0,Pi,Pi∈P(R).设

F1

F
æ

è
ç

ö

ø
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2

是平坦左T-模,则

HomT
HomS(C,UU)æ

è
ç

ö

ø
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UU
,
F1

F
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
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ø
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2
≅HomR(HomS(C,UU),F1)≅HomS(UU,C췍RF1)

正合,其 中 第 一 个 同 构 由 引 理 1 可 得,第 二 个 同 构 由 F1 ∈AC (R)及 引 理 5 可 得.因 此,

HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
÷

M
是Ding投射左T-模.

充分性.因为
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
÷

M
是Ding投射左T-模,所以由引理2知,存在HomT(-,F(T))-正合

的左T-模的正合序列

… →
P0

(C췍RP0)췍H
æ

è
ç

ö

ø
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0
→

P0

(C췍RP0)췍H
æ

è
ç

ö

ø
÷0

h0
j( )
→

0 P1

(C췍RP1)췍H
æ

è
ç

ö

ø
÷1 → …,

使得
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
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M
≅Ker

h0

j
æ

è
ç

ö

ø
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0
,其中对任意的i≥0,Pi,Pi∈P(R),Hi,Hi∈P(S).从而存在左R-模

的正合序列

PP:… →P1 →P0 →P0 h
→
0

P1 → …,
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使得HomS(C,M)≅Kerh0.因为序列(C췍RPP)췍HH正合,所以序列

C췍RPP:… →C췍RP1 →C췍RP0 →C췍RP0 →C췍RP1 → …
正合.从而由文献[29]中定理4.7知 HomS(C,M)∈AC(R).于是由文献[30]中定理2.8知

M∈BC(S).设F∈F(R),则由引理4知
F

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

F
∈F(T),故由引理1知

HomT
PP

(C췍RPP)췍
æ

è
ç

ö

ø
÷

HH
, F
C췍R

æ

è
ç

ö

ø
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æ

è
ç

ö
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F
≅HomS((C췍RPP),C췍RF)췍HomS(HH,C췍RF)

正合.因此 HomS(C췍RPP,C췍RF)正合.由文献[14]中推论6.2知 PP中的每一项属于 AC(R),

F∈AC(R),所以由引理5知HomR(PP,F)正合.因此,由文献[17]中引理4.1知 M 是DingC-投射左

S-模.
2)必 要 性.因 为 N 是 DingC-内 射 左 R-模,所 以 存 在 HomR (FIC (R),-)-正 合 且

HomR(-,IC(R))-正合的左R-模正合序列

GG:… →HomS(C,E1)→HomS(C,E0)→HomS(C,E0)h
→
0

HomS(C,E1)→ …,
使得N≅Kerh0,其中对任意的i≥0,Ei,Ei∈I(S).由文献[17]中事实2.3的对偶知N∈AC(R),由

文献[14]中推论6.1知HomS(C,Ei),HomS(C,Ei)∈AC(R),i≥0,从而由文献[14]中推论6.3知 GG
中每个同态的核都在 AC(R)中.又由文献[14]中推论6.2知I(S)⊆BC(S),所以对任意的i≥0,

C췍RHomS(C,Ei)≅Ei,C췍RHomS(C,Ei)≅Ei.于是用(C췍R-)作用于 GG可得正合序列

C췍RGG:… →E1 →E0 →E0 j
→
0

E1 → …,
使得C췍RN≅Kerj0.因此,存在左T-模的正合序列

GG
C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷
GG
:… →

HomS(C,E0)

E
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
→
HomS(C,E0)

E
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

h0
j( )
→

0 HomS(C,E1)

E
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 → …,

使得
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
≅Ker

h0

j
æ

è
ç

ö

ø
÷

0 .设
A1

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

是FP-内射左T-模,则由文献[31]中定理3.3知A2 是FP-内射左

S-模,并且

HomT
A1

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

, GG
C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
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GG
≅HomS(A2,C췍RGG)≅HomR(HomS(C,A2),GG)

正合,其中第一个同构由引理1可得,第二个同构由A2∈BC(S)[28]及引理5可得.因此,
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
是

Ding内射左T-模.

充分性.因为
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
是Ding内射左T-模,所以由引理3知,存在HomT(FI(T),-)-正合的左

T-模正合序列

SS췍HomS(C,HH)æ

è
ç

ö

ø
÷

HH
:… →

S0 췍HomS(C,H0)

H
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

f0
g( )
→

0 S1 췍HomS(C,H1)

H
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 → …,

使得
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
≅Ker

f0

g
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,其中对任意的i≥0,Si,Si∈I(R),Hi,Hi∈I(S).故存在左S-模的正合

序列

HH:… →H1 →H0 →H0 g
→
0

H1 → …,
使得C췍RN≅Kerg0.因为序列SS췍HomS(C,HH)正合,所以序列

HomS(C,HH):… →HomS(C,H1)→HomS(C,H0)→HomS(C,H0)→HomS(C,H1)→ …
正合.从而由文献[29]中定理4.8知C췍RN∈BC(S).于是由文献[30]中定理2.8知 N∈AC(R).设
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B∈FI(S),则由文献[31]中定理3.3知O=
HomS(C,B)æ

è
ç

ö

ø
÷

B
∈FI(T).故由引理1知

HomT O,
SS췍HomS(C,HH)æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

HH
≅HomR(HomS(C,B),SS)췍HomS(B,HH)

正合,从而HomS(B,HH)正合.因此,由文献[17]中引理4.1的对偶命题知N 是DingC-内射左R-模.
证毕.

定义8[13] 1)如果存在HomS(-,FC(S))-正合的正合序列

… →P1 →P0 →C췍RP0 →C췍RP1 → …,
使得M≅Ker(C췍RP0→C췍RP1),则左S-模M 称为 DC-投射模,其中对任意的i≥0,Pi∈P(S),

Pi∈P(R).
2)如果存在HomR(FIC(R),-)-正合的正合序列

… →HomS(C,I1)→HomS(C,I0)→I0 →I1 → …,
使得N≅Ker(I0→I1),则左R-模N 称为DC-内射模,其中对于任意的i≥0,Ii∈I(S),Ii∈I(R).

设T=
R 0
C
æ

è
ç

ö

ø
÷

S
,其中 C 是忠实半对偶(S,R)-双模.由文献[24]中定理2.3知,对任意的

M∈BC(S)和N∈AC(R),M 是GC-投射左S-模当且仅当
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
÷

M
是Ding投射左T-模;N 是

GC-内射左R-模当且仅当
N

C 췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
是Ding内射左T-模.从而有如下推论.

推论1 设T=
R 0
C
æ

è
ç

ö

ø
÷

S
是形式三角矩阵环,则:

1)M 是DC-投射左S-模且M∈BC(S)当且仅当
HomS(C,M)æ

è
ç

ö

ø
÷

M
是Ding投射左T-模;

2)N 是DC-内射左R-模且N∈AC(R)当且仅当
N

C췍R

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
是Ding内射左T-模.

其中C是忠实半对偶(S,R)-双模.
证明:由定理1和文献[17]中注记4.5及其对偶可得结论.

参 考 文 献

[1] DINGNQ,LIYL,MAOLX.StronglyGorensteinFlatModules[J].JournaloftheAustralianMathematical
Society,2009,86(3):323-338.

[2] MAOLX,DINGNQ.GorensteinFP-InjectiveandGorensteinFlatModules[J].JournalofAlgebraandIts
Applications,2008,7(4):491-506.

[3] YANGG,LIUZK,LIANGL.DingProjectiveandDingInjectiveModules[J].AlgebraColloquium,2013,

20(4):601-612.
[4] GILLESPIEJ.ModelStructuresonModulesoverDing-ChenRings[J].Homology,HomotopyandApplications,

2010,12(1):61-73.
[5] IACOBA.DingInjectiveModules[J].CommunicationsinAlgebra,2021,49(7):2901-2905.
[6] 张豫冈,曹天涯.Ding-投射模和粘合 [J].吉林大学学报(理学版),2022,60(2):307-310.(ZHANGYG,

CAOTY.Ding-ProjectiveModulesandRecollement[J].JournalofJilinUniversity(ScienceEdition),2022,

60(2):307-310.)

[7] GILLESPIEJ,IACOBA.DualityPairs,GeneralizedGorensteinModules,andDingInjectiveEnvelopes[J].
ComptesRendusMathématique,AcadémiedesSciences,Paris,2022,360:381-398.

[8] MAOL X.DingProjectiveand DingInjective ModulesoverTrivialRing Extensions [J].Czechoslovak
MathematicalJournal,2023,73(3):903-919.

1951 第6期       熊郑瑶,等:一类形式三角矩阵环上的Ding模    



[9] 李润华,张翠萍.平 凡 环 扩 张 上 的 强 Ding投 射 模 [J].吉 林 大 学 学 报(理 学 版),2024,62(4):781-786.
(LIRH,ZHANGCP.StronglyDingProjectiveModulesoverTrivialRingExtensions[J].JournalofJilin
University(ScienceEdition),2024,62(4):781-786.)

[10] ASEFAD.DingProjectiveModulesoverMoritaContextRings[J].CommunicationsinAlgebra,2024,52(1):

79-87.
[11] HOLM H,JØRGENSEN P.Semi-dualizing ModulesandRelatedGorenstein HomologicalDimensions [J].

JournalofPureandAppliedAlgebra,2006,205(2):423-445.
[12] WHITED.GorensteinProjectiveDimensionwithRespecttoaSemidualizingModule[J].JournalofCommutative

Algebra,2010,2(1):111-137.
[13] ZHANGCX,WANGLM,LIUZK.DingProjectiveModuleswithRespecttoaSemidualizingModule[J].

BulletinoftheKoreanMathematicalSociety,2014,51(2):339-356.
[14] HOLM H,WHITE D.FoxbyEquivalenceoverAssociativeRings [J].Journalof MathematicsofKyoto

University,2007,47(4):781-808.
[15] LIUZF,HUANGZY,XUA M.GorensteinProjectiveDimensionRelativetoaSemidualizingBimodule[J].

CommunicationsinAlgebra,2013,41(1):1-18.
[16] GENGYX,DINGNQ.W-GorensteinModules[J].JournalofAlgebra,2011,325:132-146.
[17] ZHANGCX,WANGLM,LIUZK.DingProjectiveModuleswithRespecttoaSemidualizingBimodule[J].

TheRockyMountainJournalofMathematics,2015,45(4):1389-1411.
[18] HAGHANYA,VARADARAJANK.StudyofModulesoverFormalTriangularMatrixRings[J].Journalof

PureandAppliedAlgebra,2000,147(1):41-58.
[19] HAGHANY A,VARADARAJAN K.StudyofFormalTriangular MatrixRings [J].Communicationsin

Algebra,1999,27(11):5507-5525.
[20] FOSSUMR M,GRIFFITH P A,REITENI.TrivialExtensionsofAbelianCategories [M].New York:

Springer-Verlag,1975:1-122.
[21] ZHANGP.Gorenstein-ProjectiveModulesandSymmetricRecollements[J].JournalofAlgebra,2013,388(15):

65-80.
[22] LIHH,ZHENGYF,HUJS,etal.GorensteinProjectiveModulesandRecollementsoverTriangularMatrix

Rings[J].CommunicationsinAlgebra,2020,48(11):4932-4947.
[23] MAOLX.DingModulesandDimensionsoverFormalTriangularMatrixRings[J].RendicontidelSeminario

MatematicoDellaUniversit췍diPadova,2022,148:1-22.
[24] MAOLX.AClassofSpecialFormalTriangularMatrixRings[J].BulletinoftheMalaysianMathematical

SciencesSociety,2024,47(4):129-1-129-17.
[25] GREENEL.OntheRepresentationTheoryofRingsinMatrixForm[J].PacificJournalofMathematics,1982,

100(1):123-138.
[26] ENOCHSEE,CORTÉS-IZURDIAGA M,TORRECILLASB.GorensteinConditionsoverTriangularMatrix

Rings[J].JournalofPureandAppliedAlgebra,2014,218(8):1544-1554.
[27] STENSTRÖMB.CoherentRingsandFP-InjectiveModules[J].JournaloftheLondonMathematicalSociety

(SecondSeries),1970,2(2):323-329.
[28] ZHANGDD,OUYANGBY.SemidualizingModulesandRelatedModules[J].JournalofAlgebraandIts

Applications,2011,10(6):1261-1282.
[29] GAOZH,ZHAOTW.FoxbyEquivalenceRelativetoC-WeakInjectiveandC-WeakFlatModules[J].Journal

oftheKoreanMathematicalSociety,2017,54(5):1457-1482.
[30] TAKAHASHIR,WHITED.HomologicalAspectsofSemidualizingModules[J].MathematicaScandinavica,

2010,106(1):5-22.
[31] MAOLX.DualityPairsandFP-InjectiveModulesoverFormalTriangularMatrixRings[J].Communicationsin

Algebra,2020,48(12):5296-5310.
(责任编辑:赵立芹)

2951   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 


