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热量方程对基底扰动的连续依赖性

李 远 飞
(广州华商学院 应用数学系,广州511300)

摘要:利用先验估计和微分不等式技术,讨论基底扰动对半无限圆柱体内热传导稳定性的影

响,证明随扰动幅度的减小,解呈指数式收敛到与完全平坦基底对应的解.该结果对热传导

模型的稳健性以及微小几何不规则性对传热预测的潜在影响有一定的理论意义.
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Horgan等[1]考虑了定义在三维半无限圆柱体上热量方程的渐近问题.假设解在时间t=T 处的值

与解在t=0处的值成正比,文献[1]给出了下列方程解u(t,x)的空间衰减估计:

ut=Δu+γu, 在[0,T]×R 上, (1)

u=0, 在[0,T]×∂D×{x3 >0}上, (2)

u=0, 在{t=0}×R 上, (3)
其中:γ是一个大于零的常数;R={(x1,x2,x3)(x1,x2)∈D,x3≥0};D 是坐标平面x1Ox2 上充分

光滑的有界区域,∂D 为D 的光滑边界足以使用散度定理.记D(z)为R 在距离原点z处的横截面,即

D(z)={(x1,x2,x3)(x1,x2)∈D,x3=z≥0}.
显然,D=D(0).当特征函数是完备的时,Horgan等[2]获得了方程(1)-(3)解的衰减率.

本文考虑方程(1)-(3)参数的扰动对解扰动的影响.该研究的起因是在模型构建过程中,方程的系

数、边界参数和初始条件会不可避免地出现误差.因此,必须考虑这些误差是否会对方程的解产生重

大干扰.事实上,该研究首先由Ames等[3]提出,并以结构稳定性命名.起初的研究主要集中在有界

区域上各种类型偏微分方程的结构稳定性[4-12],后续将该项研究推广到定义在半无穷柱体上偏微分方



程的结构稳定性.这种研究依赖于柱体入口处的初始数据和柱体侧面的条件,目前已取得很多研究成

果[13-19].
但实际上,柱体的基底也很容易受到扰动.因此,考虑基底的扰动是否会对方程的解产生重大扰

动非常必要.Knops等[20]考虑了棱柱形半无限圆柱体,并建立了均匀线弹性材料位移对基底几何数据

的连续依赖关系.文献[21-22]分别研究了二元热量方程和伪抛物方程在棱柱形半无限圆柱体上的空

间性质,得到了解的指数式衰减界.本文考虑棱柱形半无限圆柱体上的连续依赖性.
假设柱体R 的基底受到微小扰动,受扰动的基底记为Df,即

Df ={(x1,x2,x3)(x1,x2)∈D,x3=f(x1,x2)≥0},
其中f(x1,x2)称为扰动函数,满足

f(x1,x2)≤췍, (4)
췍称为扰动参数,表示代表偏离D(0)的最大扰动.以Df 为基底的柱体记为

R(f)={(x1,x2,x3)(x1,x2)∈D,x3 ≥f(x1,x2)}.
  假设u*是方程(1)-(3)在R(f)上的扰动解.本文讨论基底扰动对半无限圆柱体内热传导稳定性

和行为的影响.本文用微分不等式技术建立热方程解对基底扰动的连续依赖性,证明随扰动幅度的减

小,解呈指数收敛到与完全平坦基底对应的解.该结果对热传导模型的稳健性以及微小几何不规则性

对传热预测的潜在影响有一定理论意义.

1 先验估计

方程(1)-(3)未受扰动的解u在柱体基底上是给定的,即

u(t,x)=g1(t,x1,x2), 0≤t≤T, (x1,x2)∈D(0). (5)
方程(1)-(3)受扰动的解在柱体基底上也是给定的,即

u*(t,x)=g2(t,x1,x2), 0≤t≤T, x3=f(x1,x2), (x1,x2)∈D(0). (6)
由于基底受的扰动是微小的,所以给定函数g1 和g2 的差随扰动参数趋近于零.为得到解的先验界,
本文引入以下辅助函数:

G1(t,x)=g1(t,x1,x2)exp{-σx3},  G2(t,x)=g2(t,x1,x2)exp{-σ(x3-f)}, (7)
其中σ>0.

引理1 若g2∈H1([0,T]×D(f)),则

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇u*(τ)‖2L2(R(f))dτdη≤d1(t),

其中

d1(t)=∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇G2(τ)‖2L2(R(f))dτdη+exp{2γt}∫

t

0
exp{-4γτ}‖G2(τ)‖2L2(R(f))dτ+

1
2γ2
[1-exp{-2γt}]2∫

t

0
‖G2,τ(τ)‖2L2(R(f))dτ+12

[1-exp{-2γt}]2∫
t

0
‖G2(τ)‖2L2(R(f))dτ.

  证明:由方程组(1)-(3),有∫
t

0∫R(f)
(u*

τ -Δu* -γu*)u*dxdτ=0.利用散度定理,可得

1
2‖u

*(t)‖2L2(R(f))+∫
t

0
‖∇u*(τ)‖2L2(R(f))dτ-γ∫

t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ= -∫

t

0∫D(f)

∂u*

∂x3
u*dAdτ.(8)

若令h(t)=∫
t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ,则式(8)可写为

h′(t)-2γh(t)=-∫
t

0
‖∇u*(τ)‖2L2(R(f))dτ-∫

t

0∫D(f)

∂u*

∂x3
u*dAdτ. (9)

利用Growall不等式,由式(9)可得

exp{-2γt}∫
t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ+∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇u*(τ)‖2L2(R(f))dτdη=

-∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫D(f)

∂u*

∂x3
u*dAdτdη. (10)
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由式(9)可知,G2 和g2 具有相同的边界条件.由方程(1)-(3)和式(6)有

-∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫D(f)

∂u*

∂x3
u*dAdτdη=-∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫D(f)

∂u*

∂x3
G2dAdτdη=

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
∇(∇u*G2)dxdτdη=∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
∇u*·∇G2dxdτdη+

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
(uτ-γu)G2dxdτdη=∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
∇u*·∇G2dxdτdη+

∫
t

0
exp{-2γη}∫R(f)

u*G2dxdη+∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
u*G2τdxdτdη-

γ∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0∫R(f)
u*G2dxdτdη≐F1+F2+F3+F4. (11)

应用Schwarz不等式,可得

F1 ≤ 12∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇u*(τ)‖2L2(R(f))dτdη+12∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇G2(τ)‖2L2(R(f))dτdη, (12)

F2 ≤ 12exp
{-2γt}∫

t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ+12exp

{2γt}∫
t

0
exp{-4γτ}‖G2(τ)‖2L2(R(f))dτ, (13)

F3 ≤∫
t

0
exp{-2γη}dη∫

t

0∫R(f)
u*G2,τ dxdτ≤

1
2γ
(1-exp{-2γt})∫

t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ∫

t

0
‖G2,τ(τ)‖2L2(R(f))d( )τ

1/2

≤

1
4exp

{-2γt}∫
t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ+ 1

4γ2
(1-exp{-2γt})2∫

t

0
‖G2,τ(τ)‖2L2(R(f))dτ, (14)

F4 ≤ 14exp
{-2γt}∫

t

0
‖u*(τ)‖2L2(R(f))dτ+14

(1-exp{-2γt}2∫
t

0
‖G2(τ)‖2L2(R(f))dτ. (15)

将式(12)~(15)代入式(11)可得结论成立.证毕.
注1 本文不仅需要扰动解u*的先验界,而且需要u的先验界.由于u是方程(1)-(3)和式(5)未

受扰动的解,因此只需在引理1中取f=0,令g1 代替g2,即可得u的先验界.因此,有如下引理:

引理2 若g1∈H1([0,T]×D),则

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇u(τ)‖2L2(R)dτdη≤d2(t),

其中

d2(t)=∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖∇G1(τ)‖2L2(R)dτdη+exp{2γt}∫

t

0
exp{-4γτ}‖G1(τ)‖2L2(R)dτ+

1
2γ2
(1-exp{-2γt})2∫

t

0
‖G1τ(τ)‖2L2(R)dτ+12

(1-exp{-2γt})2∫
t

0
‖G1(τ)‖2L2(R)dτ.

  令w 表示方程(1)-(3)受扰动的解u*和未受扰动的解u之差,即

w=u-u*,  x3 >췍, (16)
则w 满足

wt=Δw+γw, 在[0,T]×R(췍)上, (17)

w=0, 在[0,T]×∂D×{x3 >췍}上, (18)

w=0, 在{t=0}×R(췍)上. (19)
对于基底上的给定数据,可做以下延拓:

u(t,x)=g1(t,x1,x2), t∈ [0,T], -췍≤x3 ≤0, (x1,x2)∈D, (20)

u*(t,x)=g2(t,x1,x2), -췍≤x3 ≤f(x1,x2), t∈ [0,T], (x1,x2)∈D. (21)
当-췍≤x3≤췍时,令

w(t,x)=u(t,x)-u*(t,x), t∈ [0,T], (x1,x2)∈D. (22)
特别地,有
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w(t,x1,x2,-췍)=g1(t,x1,x2)-g2(t,x1,x2), t∈ [0,T], (x1,x2)∈D. (23)
由式(16)和式(22)以及三角不等式,可得

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτdη≤∫

t

0
exp{-2γη}×

∫
η

0

∂u
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
+ ∂u*

∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍

æ

è
ç

ö

ø
÷

))
dτdη. (24)

利用引理1和引理2、式(20)和式(21),由式(24)可得

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτdη≤∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂u
∂x3
(τ)

2

L2(R)
+ ∂u*

∂x3
(τ)

2

L2(R(f

æ

è
ç

ö

ø
÷

))
dτdη≤

d1(t)+d2(t). (25)
于是可得以下引理.

引理3 若g1∈H1([0,T]×D),g2∈H1([0,T]×D(f)),则

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτdη≤d3(t),

其中d3(t)=d1(t)+d2(t).

2 辅助函数及其性质

下面引入辅助函数:

φτ+Δφ=-w, 0<τ<t, 在R(x3)上, (26)

φ(τ,x)=0, 0<τ<t, 在∂D×{x3}上, (27)

φ(τ,x)=0, 0<τ<t, 在D(0)上, (28)

φ(t,x)=0, 在R(x3)上, (29)

φ,∇φ→0(一致地对x1,x2,τ), x3 → ∞, (30)

其中x3>췍.
建立能量函数

V(t,x3)=∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))dτ,  x3 ≥췍. (31)

于是,可得- ∂
∂x3

V(t,x3)=∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(D(x3))dτ.下面给出辅助函数φ的一些性质.

引理4 若φ∈H1([0,t]×R(x3)),则

∫
t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ≤V(t,x3),  x3 ≥췍.

  证明:由方程(26)可得恒等式∫
t

0∫R(x3)
φτ(φτ +Δφ+w)dxdτ=0.利用散度定理、Schwarz不等式

和方程(27)~(30),可得

∫
t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ=-12‖∇φ

(0)‖2L2(R(x3))+∫
t

0∫R(x3)
wφτdxdτ≤

∫
t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d( )τ

1/2

≤

1
2∫

t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ+12∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))dτ, (32)

结合式(31)和式(32)可知结论成立.
引理5 若φ∈H1([0,t]×R(x3)),则

∫
t

0
‖∇φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ≤ 1λ1
V(t,x3),

其中λ1 是固定模问题

0651   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



Δ2ϕ-λϕ=0, 在D 上,

ϕ=0, 在∂D 上

的第一特征值,且Δ2 是二维的Laplace算子.

证明:由方程(26)可得恒等式∫
t

0∫R(x3)
φ(φτ+Δφ+w)dxdτ=0.利用散度定理、Schwarz不等式和

方程(27)~(30),可得

∫
t

0
‖∇φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ=-12‖φ
(0)‖2L2(R(x3))+∫

t

0∫R(x3)
wφdxdτ≤

∫
t

0
‖φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d( )τ

1/2

≤

1
λ1∫

t

0
‖∇2φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d( )τ

1/2

. (33)

利用Young不等式,由式(33)可得

∫
t

0
‖∇φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ≤ 12∫
t

0
‖∇2φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ+ 1
2λ1∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))dτ. (34)

从而结论成立.
引理6 若φ∈H1([0,t]×R(x3)),则

∫
t

0

∂φ
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3))
dτ≤ 1

λ1
(2+δ)V(t,x3).

  证明:设δ是一个大于零的常数.由方程(26)可得恒等式

∫
t

0∫R(x3)

∂φ
∂x3-δφ
æ

è
ç

ö

ø
÷τ (φτ+Δφ+w)dxdτ=0. (35)

在式(35)中利用散度定理和方程(27)~(30),可得

1
2δ‖∇φ

(0)‖2L2(R(x3))dτ+δ∫
t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ+12∫

t

0

∂φ
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3))
dτ=

    ∫
t

0∫R(x3)

∂φ
∂x3φτdxdτ+∫

t

0∫R(x3)

∂φ
∂x3-δφ
æ

è
ç

ö

ø
÷τ wdxdτ. (36)

利用Schwarz不等式、引理4和引理5,可得

∫
t

0∫R(x3)

∂φ
∂x3φτdxdτ≤∫

t

0

∂φ
∂x3
(τ)

2

L2(R(x3))
dτ∫

t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))d

æ

è
ç

ö

ø
÷τ
1/2

≤ 1
λ1

V(t,x3), (37)

∫
t

0∫R(x3)

∂φ
∂x3

wdxdτ≤∫
t

0

∂φ
∂x3
(τ)

2

L2(R(x3))
dτ∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d

æ

è
ç

ö

ø
÷τ
1/2

≤ 1
λ1

V(t,x3), (38)

-δ∫
t

0∫R(x3)
φτwdxdτ≤δ∫

t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτ∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d( )τ

1/2

≤ 1
λ1

δV(t,x3). (39)

把式(37)~(39)代入式(36)并舍弃式(36)中左边的第一项和第二项即可得结论.

3 连续依赖性定理

引理7[23] 若ϕ∈H1,ϕ(0)=0,则

∫
1

0
ϕ2(l)dl≤

4
π2∫

1

0
ϕ′(l)2dl. (40)

  定理1(连续依赖性定理) 若g1∈H1([0,T]×R),g2∈H1([0,T]×R(f)),且t< π
4a1γ

,则

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))dτdη≤

32
a1π

d3(t)췍+ a1π
2 +2a

æ

è
ç

ö

ø
÷

1{ ×

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
(g1-g2)(τ)2

L2(D)dτd }η exp{-a1(x3-췍)}, x3 ≥췍.

1651 第6期       李远飞:热量方程对基底扰动的连续依赖性    



  证明:令x3≥췍是x3 坐标轴上的一个稳定点.由方程(26)~(31)、方程(17)和散度定理,可得

V(x3,t)=-∫
t

0∫R(x3)
w(φτ+Δφ)dxdτ=

-∫
t

0∫R(x3)
φτwdxdτ+∫

t

0∫R(x3)
∇w·∇φdxdτ+∫

t

0∫D(x3)
w∂φ∂x3

dAdτ=

-∫
t

0∫R(x3)
φτwdxdτ-∫

t

0∫R(x3)
Δwφdxdτ+∫

t

0∫D(x3)
w∂φ∂x3

dAdτ=

-∫
t

0∫R(x3)
φτwdxdτ-∫

t

0∫R(x3)
φwτdxdτ+∫

t

0∫D(x3)
w∂φ∂x3

dAdτ+

γ∫
t

0∫R(x3)
φwdxdτ. (41)

由式(19)和式(29),易得

∫
t

0∫R(x3)
(φτw+φwτ)dxdτ=0. (42)

  利用Hölder不等式和Young不等式、式(31)和引理6,可得

∫
t

0∫D(x3)
w∂φ∂x3

dAdτ≤∫
t

0

∂φ
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3))
dτ∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(D(x3))d

æ

è
ç

ö

ø
÷τ
1/2

≤

1
λ1
(2+δ) V(t,x3)- ∂

∂x3
V(t,x3æ

è
ç

ö

ø
÷)
1/2

≤

1
4V
(t,x3)+ 1

λ1
(2+δ)- ∂

∂x3
V(t,x3æ

è
ç

ö

ø
÷), (43)

γ∫
t

0∫R(x3)
φwdxdτ≤γ∫

t

0
‖φ(τ)‖

2
L2(R(x3))

dτ∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))d( )τ

1/2

. (44)

利用引理7和引理4,由式(44)可得

γ∫
t

0∫R(x3)
φwdxdτ≤γ2tπ∫

t

0
‖φτ(τ)‖2L2(R(x3))dτV(t,x3( ))

1/2

≤γ2tπV
(t,x3). (45)

因为T<π8γ
,所以结合式(41)~(43),(45),可得

V(t,x3)≤-1a1
∂
∂x3

V(t,x3),  x3 ≥췍, (46)

其中1
a1=

1
λ1
(2+δ).

对式(46)从췍到x3 积分,可得

V(t,x3)≤V(t,췍)exp{-a1(x3-췍)},  x3 ≥췍. (47)
由式(47)可知,当x3→∞时,方程组(17)~(19)的解呈指数式衰减.因为V(t,췍)是否依赖于扰动参数췍
还不明确,所以这种衰减并不严格.因此,下面推导V(t,췍)的显式上界.

在式(46)中取x3=췍并结合式(31),有

V(췍,t)≤ 2a1∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(D(췍))dAdτ=

2
a1∫

t

0∫
췍

-췍∫D(x3)
w∂w∂x3

dxdτ+2a1∫
t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ≤

2
a1∫

t

0
‖w(τ)‖2L2(D(x3)×[-췍,췍])dτ∫

t

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3)×[-췍,췍])
dæ

è
ç

ö

ø
÷τ
1/2

+

2
a1∫

t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ. (48)

利用变量替换、式(23)和引理7,有

∫
t

0
‖w(τ)‖2L2(D(x3)×[-췍,췍])dτ=∫

t

0∫
췍

-췍
‖w(τ,x3)‖2L2(D(x3))dx3dτ

令y = (x3+췍)/(2췍
—————————

)
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2췍∫
t

0∫
1

0
[‖w(τ,2췍y-췍)‖2L2(D(x3))-‖w(τ,-췍)‖2L2(D(x3))]dydτ+

2췍∫
t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ≤

32췍3
π2∫

t

0∫
1

0

∂w
∂y
(τ,2췍y-췍)

2

L2(D(x3))
dydτ+2췍∫

t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ=

16췍2
π2∫

t

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3)×[-췍,췍])
dτ+2췍∫

t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ. (49)

把式(49)代入式(48)并结合Schwarz不等式,可得

V(췍,t)≤ 32a1π
췍∫

t

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(D(x3)×[-췍,췍])
dτ+ a1π

2 +2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ≤

32
a1π

췍∫
t

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτ+ a1π

2 +2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

0
‖(g1-g2)(τ)‖2L2(D)dτ. (50)

  下面构造一个新函数:

췍V(t,x3)=∫
t

0
exp{-2γη}V(η,x3)dη. (51)

于是式(50)可写为

췍V(t,췍)≤ 32a1π
췍∫

t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτdη+

a1π
2 +2a

æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
(g1-g2)(τ)2

L2(D)dτdη. (52)

利用引理3,由式(52)可得

췍V(t,췍)≤ 32a1π
d3(t)췍+ a1π

2 +2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
(g1-g2)(τ)2

L2(D)dτdη. (53)

另一方面,结合式(51),由式(31)和式(47),可得

췍V(t,x3)=∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
‖w(τ)‖2L2(R(x3))dτdη, (54)

췍V(t,x3)≤췍V(t,췍)exp{-a1(x3-췍)},  x3 ≥췍, (55)
结合式(53)~(55)即可得结论成立.

注2 定理1表明,췍V(t,x3)连续依赖于扰动参数췍基底数据,即当췍→0时,有u(t,x3)→
u*(t,x3).若췍=0,定理1即为Saint-Venant型衰减结果.

注3 在R 的任意界面上,方程(1)-(3)的解仍然具有连续依赖性结果.计算可得

∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0
w(τ)2

L2(D(x3))
dτdη=-2∫

t

0∫R(x3)
w∂w∂x3

dxdτ≤

2 ～V(x3)∫
t

0
exp{-2γη}∫

η

0

∂w
∂x3
(τ)

2

L2(R(-췍))
dτdæ

è
ç

ö

ø
÷η
1/2

. (56)

利用引理3、式(56)和定理1可得连续依赖性结果.
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