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η-Ricci-Bourguignon孤立子的刚性结果

杨瑞瑞,刘建成
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:首先,用散度定理和几何分析的方法研究紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子的刚性问

题,得到了关于孤立子的势向量场和η的对偶向量场的两个关键积分公式.其次,在不同的

积分条件下得到了该孤立子的刚性结果,即证明了该孤立子或是η-Einstein流形或是

Einstein流形.
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Abstract:Firstly,byusingthedivergencetheoremandgeometricanalysismethods,westudiedthe
rigidityproblemofcompactη-Ricci-Bourguignonsolitons,andobtainedtwokeyintegralformulasfor
thepotentialvectorfieldofthesolitonandthedualvectorfieldofη.Secondly,underdifferent
integralconditions,weobtainrigidityresultsofthesoliton,whichprovesthatthesolitoniseitheran
η-EinsteinmanifoldoranEinsteinmanifold.
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0 引 言

Bourguignon[1]在n维Riemann流形(Mn,g)上引入并研究了Ricci-Bourguignon流,其演化方程

如下:

∂g
∂t=-2(Ric-ρrg), (1)

其中Ric是Ricci张量,r是数量曲率,ρ是常数.特别地,当ρ=0时,流(1)即为Ricci流[2],当ρ≤0
时,流(1)是Ricci流和Yamabe流之间的“插值”[3-5].
Catino等[6]对Ricci-Bourguignon流的抛物理论进行了系统研究,证明了流(1)的短时存在性.

Dwivedi[7]引入了Ricci-Bourguignon流的自相似解———Ricci-Bourguignon孤立子,即如果存在向量场

V 和常数λ,ρ,使得

1
2LVg+Ric=(λ+ρr)g,



则(Mn,g)称为Ricci-Bourguignon孤立子或ρ-Einstein孤立子,记作(Mn,g,V,λ,ρ),其中LVg 表示度

量g 关于切向量场V 的李导数.特别地,如果ρ=
1
2
,则Ricci-Bourguignon孤立子称为Einstein孤立

子;如 果ρ=0,则 Ricci-Bourguignon 孤 立 子 称 为 Ricci孤 立 子;如 果ρ=
1

2(n-1)
,则 Ricci-

Bourguignon孤立子称为Schouten孤立子;如果ρ=
1
n
,则Ricci-Bourguignon孤立子称为无迹Ricci

孤立子.
Blaga等[8]对Ricci-Bourguignon孤立子进行推广,提出了η-Ricci-Bourguignon孤立子的概念.设

(Mn,g)是n(≥3)维Riemann流形,如果存在切向量场V 和常数ρ,λ,μ,使得

1
2LVg+Ric=(λ+ρr)g+μη췍η, (2)

则(Mn,g)称为η-Ricci-Bourguignon孤立子,记为(Mn,g,V,λ,ρ,μ),其中η是1-形式,V 称为势向量

场.当λ>0(或=0或<0)时,孤立子称为收缩(或稳定或扩张).如果势向量场V 是Killing向量场,即

LVg=0,则孤立子平凡.若存在常数α和β,使得(Mn,g)的Ricci张量Ric满足

Ric=αg+βη췍η,
则称(Mn,g)是η-Einstein流形.Blaga等[8]证明了当η-Ricci-Bourguignon孤立子(Mn,g,V,λ,ρ,μ)中

ρ≠0时,有

Ric 2 ≥ ∇V 2+(nρ-1)2 n-1
n μ2 V 4-μV(V 2é

ë
êê

ù

û
úú).

Dey等[9]证明了若(M4,g)是具有半对称能量动量且存在η-Ricci-Bourguignon孤立子的广义相对论时

空,则μ=1且λ=kτ
(4ρ-1)
4 +1,其中τ是能量动量张量的迹,k(≠0)是引力常数.Chaubey等[10]

证明了双曲Sasakian流形的不变子流形若是η-Ricci-Bourguignon孤立子,则它必是η-Einstein流形.
Dey[11]证明了若(k,μ)-近Kenmotsu流形是近η-Ricci-Bourguignon孤立子,则它是η-Einstein流形.
Mandal等[12]在势向量场与Reeb向量场逐点共线的假设下,证明了三维紧致近coKähler流形上的

η-Ricci-Bourguignon孤立子既是k-近coKähler流形又是η-Einstein流形.
上述对η-Ricci-Bourguignon孤立子的研究大多数集中在一些特殊Riemann流形上,本文的目的

是在一般Riemann流形上将Ghosh关于Ricci-Bourguignon孤立子和m-拟-Einstein流形的结果推广

到η-Ricci-Bourguignon孤立子的情形.Ghosh[13]在ρ=
1
2

的条件下,证明了紧致Ricci-Bourguignon孤

立子是Einstein流形,本文将其进行推广.此外,Ghosh[14]还证明了在m-拟-Einstein流形上成立如下

积分公式:

∫M

1
2Vr-‖Q‖2+1mRic(V,V)+λé

ë
êê

ù

û
úúr dM=0.

本文将其进行推广.

1 预备知识

设(Mn,g)是n维Riemann流形,在局部标准正交标架场{ei}下,切向量场V 的散度divV 定义为

divV=∑
n

i=1
g(∇eiV,ei).

定义Q是满足Ric(X,Y)=g(QX,Y)的Ricci算子,则有

‖Q‖2=∑
n

i=1
g(Qei,Qei).

广义Laplacian算子췍Δ定义为

췍ΔV=∑
n

i=1

(∇∇ei
ei -∇ei∇ei

)V, (3)
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与췍Δ相关的 Weitzenböck公式[15]为
췍ΔV=ΔV-QV. (4)

  如果向量场V 的对偶1-形式Vb(即满足Vb(Y)=g(Y,V))是闭的或余闭的,即dVb=0或δVb=0,
则称V 是调和向量场.协变微分∇关于切向量场V 的李导数LV∇定义为

(LV∇)(X,Y)=∇X∇YV-∇∇XYV-R(X,V)Y. (5)
由文献[16]可得:

引理1 对(Mn,g)上的任意切向量场V,有:

div(∇VV)-div((divV)V)=Ric(V,V)+12‖LVg‖2-‖∇V‖2-(divV)2; (6)

1
2Δ‖V‖

2=Ric(V,V)-g(ΔV,V)+‖∇V‖2. (7)

  引理2 对于η-Ricci-Bourguignon孤立子(Mn,g,V,λ,ρ,μ),有

1
2Δ‖V‖

2=‖∇V‖2-Ric(V,V)-(n-2)V(λ+ρr)+

2μ(divW)g(W,V)+2μg(∇WW,V)-μ∇V‖W‖2, (8)
其中W 是η 的对偶向量场.

证明:对式(2)沿任意切向量场X 方向求协变导数,有

1
2
(∇XLVg)(Y,Z)+(∇XRic)(Y,Z)=[X(λ+ρr)]g(Y,Z)+μg(Y,∇XW)g(Z,W)+

μg(Z,∇XW)g(Y,W). (9)
用文献[17]中的计算公式,有

(LV∇Xg-∇XLVg-∇[V,X]g)(Y,Z)=-g((LV∇)(X,Y),Z)-g((LV∇)(X,Z),Y), (10)
由相容性可知式(10)变为

(∇XLVg)(Y,Z)=g((LV∇)(X,Y),Z)+g((LV∇)(X,Z),Y). (11)
将式(11)代入式(9)得

1
2g
((LV∇)(X,Y),Z)+12g

((LV∇)(X,Z),Y)=-(∇XRic)(Y,Z)+[X(λ+ρr)]g(Y,Z)+

μg(Y,∇XW)g(Z,W)+μg(Z,∇XW)g(Y,W).
将X,Y,Z置换两次的结果相加再减去第三次置换的结果,得

g((LV∇)(X,Y),Z)= (∇ZRic)(X,Y)-(∇XRic)(Y,Z)-(∇YRic)(Z,X)+
[X(λ+ρr)]g(Y,Z)+[Y(λ+ρr)]g(Z,X)-[Z(λ+ρr)]g(X,Y)+
μg(Y,∇XW)g(Z,W)+μg(Z,∇XW)g(Y,W)+μg(Z,∇YW)g(X,W)+

μg(X,∇YW)g(Z,W)-μg(X,∇ZW)g(Y,W)-μg(Y,∇ZW)g(X,W). (12)

  设{ei}是 Mn 上的局部标准正交标架场,在式(12)中取 X=ei,Y=ej,并考虑式(5)和

(divRic)Y=12Yr
(缩并的第二Bianchi恒等式),可得

∑
n

i=1
g(∇ei∇eiV-∇∇ei

eiV-R(ei,V)ei,Z)=-(n-2)Z(λ+ρr)+2μ(divW)g(Z,W)+

2μg(Z,∇WW)-2μg(W,∇ZW). (13)
将式(3)代入式(13)可得

g(-췍ΔV,Z)+g(QV,Z)=-(n-2)Z(λ+ρr)+2μ(divW)g(Z,W)+
2μg(Z,∇WW)-2μg(W,∇ZW).

由于

g(W,∇ZW)=∇Zg(W,W)-g(∇ZW,W),
所以
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2g(W,∇ZW)=∇Z‖W‖2.
因此有

췍ΔV-QV=(n-2)∇(λ+ρr)-2μ(divW)W -2μ∇WW +μ∇‖W‖2. (14)
将式(4)代入式(14)并与V 做内积,得

g(ΔV,V)-2Ric(V,V)=(n-2)V(λ+ρr)-2μ(divW)g(W,V)-
2μg(∇WW,V)+μ∇V‖W‖2. (15)

将式(7)减去式(15)即完成证明.

2 主要结果

定理1 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)是紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,记(Mn,g)的数量曲率为r,W 是

η的对偶向量场.则下式成立:

∫M

1
2‖LVg‖2-(1-2ρ)Vr+2μ(divW)g(W,V)+2μg(∇WW,Vé

ë
êê

ù

û
úú)dM=0.

  证明:对式(2)缩并得

divV=nλ+(nρ-1)r+μ‖W‖2. (16)
对(divV)V 沿任意切向量场X 求协变导数,有

∇X((divV)V)=(XdivV)V+(divV)∇XV. (17)
对式(17)求迹并代入式(16)可得

div((divV)V)=(nρ-1)Vr+μ∇V‖W‖2+(divV)2. (18)
将式(6)与式(8)相加得

div(∇VV)-div((divV)V)+12Δ‖V‖
2=12‖LVg‖2-(divV)2-(n-2)ρVr-

μ∇V‖W‖2+2μ(divW)g(W,V)+2μg(∇WW,V). (19)
将式(18)代入式(19)得

div(∇VV)+12Δ‖V‖
2=12‖LVg‖2-(1-2ρ)Vr+2μ(divW)g(W,V)+2μg(∇WW,V).

在M 上积分即完成证明.
推论1 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)是具有常数量曲率r的紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,若下列

条件之一成立:

1)μ=0;

2)μ≠0,∫M
μ[(divW)g(W,V)+g(∇WW,V)]dM ≥0.

则V 是Killing向量场,且Mn 是η-Einstein流形,其中W 是η 的对偶向量场.
证明:当r是常数,μ=0时,由定理1知

∫M

1
2‖LVg‖2dM=0,

则LVg=0,势向量场V 成为Killing向量场.此时式(2)变为

Ric=(λ+ρr)g,
则Mn 是Einstein流形,即在条件1)下结论成立.

当μ≠0,∫M
μ[(divW)g(W,V)+g(∇WW,V)]dM ≥0时,类似可得LVg=0,式(2)变为

Ric=(λ+ρr)g+μη췍η,
则Mn 是η-Einstein流形,即在条件2)下结论成立.

推论2 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)是紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,如果ρ=
1
2
,且
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∫M
μ[(divW)g(W,V)+g(∇WW,V)]dM ≥0,

则孤立子是平凡的,即LVg=0,其中W 是η 的对偶向量场.
证明:在假设条件下,由定理1得

∫M

1
2‖LVg‖2dM=0.

则LVg=0,孤立子是平凡的,证毕.
定理2 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)是紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,则

∫M

1
2Vr-‖Q‖2+(λ+ρr)r+μRic(W,W

é

ë
êê

ù

û
úú)dM=0

成立,其中W 是η 的对偶向量场,Q是Ricci算子.
证明:定义Mn 上的(1,1)型斜对称张量场ψ(即g(ψX,Y)=-g(X,ψY))为

dVb(Y,Z)=2g(ψY,Z),  ∀Y,Z∈X(M). (20)
由Koszul公式[18],可得

2g(∇YV,Z)=(LVg)(Y,Z)+dVb(Y,Z),  ∀Y,Z∈X(M), (21)
在式(2)中使用式(20),(21)得

g(∇YV,Z)-g(ψY,Z)+g(QY,Z)=(λ+ρr)g(Y,Z)+μg(Y,W)g(Z,W),
则

∇YV=ψY-QY+(λ+ρr)Y+μg(Y,W)W,  ∀Y∈X(M). (22)
从而

∇X∇YV=(∇Xψ)Y+ψ∇XY-(∇XQ)Y-Q∇XY+[X(λ+ρr)]Y+(λ+ρr)∇XY+

μ[g(∇XY,W)+g(Y,∇XW)]W +μg(Y,W)∇XW,

∇Y∇XV=(∇Yψ)X+ψ∇YX-(∇YQ)X-Q∇YX+[Y(λ+ρr)]X+(λ+ρr)∇YX+

μ[g(∇YX,W)+g(X,∇YW)]W +μg(X,W)∇YW,

∇[X,Y]V=ψ[X,Y]-Q[X,Y]+(λ+ρr)[X,Y]+μg([X,Y],W)W.
因此,Riemann曲率张量为

R(X,Y)V=(∇Xψ)Y-(∇Yψ)X-(∇XQ)Y+(∇YQ)X+[X(λ+ρr)]Y-[Y(λ+ρr)]X+

μg(Y,∇XW)W -μg(X,∇YW)W +μg(Y,W)∇XW -μg(X,W)∇YW. (23)
在X 上对式(23)求迹得

Ric(Y,V)=∑
n

i=1
g((∇eiψ)Y,ei)+12Yr+(1-n)Y(λ+ρr)+

μg(Y,∇WW)-μ∇Y‖W‖2+μdivWg(Y,W).
于是

QV=12∇r+(1-n)∇(λ+ρr)+μ∇WW -μ∇‖W‖2+μ(divW)W +δψ, (24)

其中

g(δψ,Y)=∑
n

i=1
g((∇eiψ)Y,ei).

  对式(24)沿任意切向量场X 方向求协变导数,得

(∇XQ)V+Q∇XV=12∇X∇r+(1-n)∇X∇(λ+ρr)+μ∇X∇WW -

μ∇X∇‖W‖2+μ(XdivW)W +μ(divW)∇XW +∇X(δψ). (25)
由式(22)知,

∇XV=ψX-QX+(λ+ρr)X+μg(X,W)W, (26)
将式(26)代入式(25)得
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(∇XQ)V+ψQX-Q2X+(λ+ρr)QX+μg(X,W)QW =
1
2∇X∇r+(1-n)∇X∇(λ+ρr)+μ∇X∇WW -

μ∇X∇‖W‖2+μ(XdivW)W +μ(divW)∇XW +∇X(δψ). (27)
将式(27)对X 求迹得

1
2Vr-‖Q‖2+(λ+ρr)r+μRic(W,W)=

1
2Δr+(1-n)Δ(λ+ρr)+μdiv(∇WW)-

μdiv(∇‖W‖2)+μW(divW)+μ(divW)2+div(δψ). (28)
由于

∇X((divW)W)=X(divW)W +(divW)∇XW, (29)
将式(29)关于X 求迹得

div((divW)W)=W(divW)+(divW)2.
因此,式(28)变为

1
2Vr-‖Q‖2+(λ+ρr)r+μRic(W,W)=

1
2Δr+(1-n)Δ(λ+ρr)+μdiv(∇WW)-

μdiv(∇‖W‖2)+μdiv((divW)W)+div(δψ). (30)
对式(30)积分即完成证明.

推论3 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)是紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,如果满足积分条件

∫M
μRic(W,W)-μr

n ‖W‖2-n-2
2nVé

ë
êê

ù

û
úúr dM ≤0,

则Mn 是Einstein流形,其中W 是η 的对偶向量场.

证明:注意到 Q-r
nI

2

=‖Q‖2-r
2

n
,由定理2有

∫M

1
2Vr+μRic(W,W

é

ë
êê

ù

û
úú)dM=∫M

Q-r
nI

2

+r2
n -λr-ρr

é

ë
êê

ù

û
úú

2 dM.

由式(16)得

∫M

1
2Vr+μRic(W,W

é

ë
êê

ù

û
úú)dM=∫M

Q-r
nI

2

+1n
[μr‖W‖2-div(rV)+Vr]dM.

因此

∫M
Q-r

nI
2

dM=∫M
μRic(W,W)-μr

n ‖W‖2-n-2
2nVé

ë
êê

ù

û
úúr dM.

由假设可知Q=r
nI,则M 是Einstein流形,证毕.

推论4 设(Mn,g,V,λ,ρ,μ)(μ≠0)是具有常数量曲率r的紧致η-Ricci-Bourguignon孤立子,
如果满足积分条件

∫M
μ Ric(W,W)-r

ng(W,Wé

ë
êê

ù

û
úú)dM ≤0,

则Mn 是Einstein流形,其中W 是η 的对偶向量场.

证明:由定理2及 Q-r
nI

2

=‖Q‖2-r
2

n
得

∫M
μRic(W,W)-

r2
n +λr+ρr

é

ë
êê

ù

û
úú

2 dM=∫M
Q-r

nI
2

dM. (31)

由式(16)知

λr+ρr2-
r2
n =r

ndivV-μ
r
ng(W,W), (32)

将式(32)代入式(31)得

∫M
Q-r

nI
2

dM=∫M
μ Ric(W,W)-r

ng(W,Wé

ë
êê

ù

û
úú)dM.
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由假设可知Q=r
nI,故M 是Einstein流形,证毕.
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