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变指数Kirchhoff方程Neumann问题的非平凡解
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摘要:用临界点理论中的局部环绕定理和变指数Sobolev空间理论,在不假设(AR)型超线性

条件成立时,证明带p(x)-Laplace算子的Kirchhoff型方程非平凡解的存在性.
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0 引 言

许多数学模型,如非牛顿流体力学模型[1]、电磁场作用下的流体运动模型[2-3]和图像修复模型[4-5]

等均可归结为变指数微分方程.设p(x)为连续函数,p(x)>1,记Δp(x)u=div(∇u p(x)-2∇u)为

p(x)-Laplace算子,p(x)-Laplace方程是一类变指数方程,该类方程可描述逐点异性的物理现象.
本文讨论Neumann边值问题
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其中Ω⊂ℝN 为具有光滑边界∂Ω 的有界区域,υ是∂Ω 的单位外法向量,p(x)∈C(췍Ω),使得

1<p-∶=inf
Ω
p(x)≤p+∶=sup

Ω
p(x)<N. (2)

设M(t)是连续函数,且f(x,t):Ω×ℝ→ℝ是连续函数.

问题(1)中方程算子部分带有非局部系数 M∫Ω
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等式,此类问题称为Kirchhoff问题,这类方程具有深刻的物理意义[6-7].
文献[8]研究了p(x)-Laplace方程Neumann边值问题
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的变分问题.之后,研究者们开始利用变分方法和临界点理论探讨带有变指数算子的椭圆方程

Neumann边值问题的可解性[9-18].特别地,当f(x,u)满足经典的(AR)型超线性条件,即存在μ>p+,

r>0,使得

0<μF(x,u)∶=μ∫
u

0
f(x,s)ds≤f(x,u)u

对所有的x∈Ω 和 u ≥r均成立时,文献[9-11]利用山路定理研究了p(x)-Laplace方程Neumann边

值问题

-Δp(x)u+a(x)u p(x)-2u=f(x,u),x∈Ω,
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解的存在性,其中a(x)为非负函数.条件(AR)可推出非线性项f(x,u)关于u在无穷远处是超p+-线

性的,条件(AR)广泛用于非线性偏微分方程可解性和Hamilton系统周期解等问题的研究中,但许多

超线性函数不满足(AR)条件.对比已有研究结果,问题(1)中方程不带有线性项a(x)u p(x)-2u,对

于Neumann边值问题,会导致问题(1)对应的能量泛函不再满足山路定理的几何条件.本文在不同于

(AR)的超线性条件下,用临界点理论中的局部环绕定理[19]证明问题(1)非平凡解的存在性.

1 预备知识

定义1[20] 变指数Lebesgue空间Lp(x)(Ω)为

Lp(x)(Ω)= uu:Ω→ ℝ,u∈S(Ω),∫Ω
u(x)p(x)dx<+{ }∞ ,

其中S(Ω)表示Ω 中实值可测函数集合,其范数为

u Lp(x)(Ω)= u p(x)=infλ>0∫Ω

u(x)
λ

p(x)

dx≤{ }1 .

  定义2[20] 变指数Sobolev空间W1,p(x)(Ω)为
W1,p(x)(Ω)={u∈Lp(x)(Ω)∇u∈Lp(x)(Ω)},

其范数为‖u‖W1,p(x)(Ω)= u p(x)+ ∇u p(x).对∀u∈W1,p(x)(Ω),记

‖u‖= u + ∇u p(x), (4)

其中u= 1
Ω∫Ω

u(x)dx,‖·‖表示W1,p(x)(Ω)的等价范数.

引理1[20] 设空间(Lp(x)(Ω),· p(x))是一致凸、自反和可分的空间,令 1
p(x)+

1
q(x)=1.

则对

∀u,v∈Lp(x)(Ω),有

∫Ω
uvdx ≤ 1

p- +1q
æ

è
ç

ö

ø
÷

- u p(x)v q(x)≤2u p(x)v q(x).

  引理2[8] 对∀u∈Lp(x)(Ω),记ρ(u)=∫Ω
u p(x)dx,则:

1)u p(x)≤1⇒ u p+
p(x)≤ρ(u)≤ u p-

p(x);

2)u p(x)≥1⇒ u p-
p(x)≤ρ(u)≤ u p+

p(x).
引理3[8] 设Sobolev指数为

p*(x)=
Np(x)

N-p(x)
,p(x)<N,

+∞, p(x)≥N{ .
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若q∈C(췍Ω),∀x∈췍Ω,1≤q(x)<p*(x),则W1,p(x)(Ω)到Lq(x)(Ω)是紧嵌入的.

本 文 记 ～W1,p(x)(Ω)= u∈W1,p(x)(Ω)∫Ω
u(x)dx={ }0 . 对 ∀u ∈ W1,p(x)(Ω), 令 u =

1
Ω∫Ω

u(x)dx,则u(x)=u+～u(x),u∈ℝ,～u(x)∈～W1,p(x)(Ω),其中 Ω 表示Ω的测度.且W1,p(x)(Ω)=

ℝ췍～W1,p(x)(Ω),易见～W1,p(x)(Ω)是W1,p(x)(Ω)的有限维子空间.结合式(4)和引理2,可得如下结论.

引理4[8] 设I(～u)=∫Ω
∇u p(x)dx,则对∀～u∈～W1,p(x)(Ω),有:

1)‖～u‖<1⇒‖～u‖p+≤I(～u)≤‖～u‖p-;

2)‖～u‖>1⇒‖～u‖p-≤I(～u)≤‖～u‖p+ .
引理5[8] 线性有界算子I′:W1,p(x)(Ω)→(W1,p(x)(Ω))*定义为

<I′(u),v>=∫Ω
∇u p(x)-2∇u∇vdx,

如果当n→+∞时,在空间 W1,p(x)(Ω)中un⇀u,且lim
n→+∞

<I′(un)-I′(u),un-u>≤0,则在空间

W1,p(x)(Ω)中un→u.
文献[19]给出了下列临界点定理.
引理6[19] 设X 是Banach空间,X=Y췍W,其中dimY<+∞.设泛函Φ∈C1(X,ℝ),满足

以下条件:

1)泛函Φ满足(C)条件,即对∀{un}⊂X,由(1+‖un‖)‖Φ′(un)‖→0(n→+∞)时{Φ(un)}有
界,可推得{un}有收敛子列;

2)泛函Φ在零点处满足局部环绕条件,即存在正常数δ,使得

Φ(u)≥0, ∀u∈W, ‖u‖ ≤δ
及

Φ(u)≤0, ∀u∈Y, ‖u‖ ≤δ,
其中X=Y췍W,dimY<+∞;

3)泛函Φ将有界集映射为有界集;

4)设E 为W 的任意有限维子空间,当‖u‖→+∞时,有Φ(u)→-∞,u∈Y췍E.
则泛函Φ在X 上至少有1个非平凡临界点.

对∀v∈W1,p(x)(Ω),有

M∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇u p(x)-2∇u∇vdx=∫Ω
f(x,u)vdx,

则称u∈W1,p(x)(Ω)是问题(1)的(弱)解.
在W1,p(x)(Ω)上定义能量泛函Φ如下:

Φ(u)=M̂∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x -∫Ω

F(x,u)dx,

其中 M̂(t)=∫
t

0
M(s)ds,F(x,ξ)=∫

ξ

0
f(x,τ)dτ.则Φ∈C1(W1,p(x)(Ω),ℝ),u∈W1,p(x)(Ω)是问题(1)的

(弱)解等价于u是泛函Φ 的临界点,且

<Φ′(u),v>=M∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇u p(x)-2∇u∇vdx-∫Ω
f(x,u)vdx.

2 主要结果

假设以下条件成立:
(H1)设M(t):[0,+∞)→(0,+∞)为连续函数,且M(t)≥m0>0;

(H2)设存在常数η∈[1,+∞),使得对所有的t∈[0,+∞),均有 M̂(t)∶=∫
t

0
M(s)ds≥1

η
M(t)t;
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(H3)设存在正常数c1,使得对所有的(x,t)∈Ω×ℝ,均有 f(x,t)≤c1(1+ t α(x)-1),其中

α(x)∈C+(췍Ω),C+(췍Ω)={hh∈C(췍Ω),h(x)>1,∀x∈췍Ω},且

p+<α-∶=inf
Ω
α(x)≤α+∶=sup

Ω
α(x)<p*(x);

  (H4) 设 lim
t →∞

F(x,t)
t ηp

+ =+∞对x∈Ω 一致成立;

(H5)设lim
t →0

F(x,t)
t p+

=0对x∈Ω 一致成立;

(H6)设存在常数c2>0,c3>0及L>0,使得:

① 1
ηp+f(x,t)t-F(x,t)≥c2 t p- 对 t ≥L成立;

② f(x,t)σ≤c3 t σ(p--1) 1
ηp+f(x,t)t-F(x,t
é

ë
êê

ù

û
úú)对 t ≥L 成立,其中σ> p*

(1-θ)(p*-p-),

θ∈(0,1);
(H7)设存在常数δ0>0,使得F(x,t)≥0对所有的x∈Ω 和 t ≤δ0 成立.
本文主要结果如下.
定理1 设条件(H1)~(H7)成立,则问题(1)至少有1个非平凡解.
证明:利用引理6证明定理1.记p-∶=inf

Ω
p(x),p+∶=sup

Ω
p(x),ci(i=1,2,3,…)表示不同的正

常数.
1)证明泛函Φ满足(C)条件.设{un}⊆W1,p(x)(Ω)为泛函Φ的(C)序列,则存在常数c4>0,使得

Φ(un)≤c4,  (1+‖un‖)‖Φ′(un)‖ ≤c4. (5)
先利用反证法证明{un}在W1,p(x)(Ω)中有界,反设{un}在W1,p(x)(Ω)中无界,即有

lim
n→+∞

‖un‖=+∞. (6)

由条件(H3)和(H6)中①,对所有的x∈Ω 和u∈ℝ有

1
ηp+f(x,u)u-F(x,u)≥c2 u p-

-c5. (7)

由式(5),(7)及条件(H1)和(H2),有

c6 ≥Φ(un)+ 1
ηp+

(1+‖un‖)‖Φ′(un)‖ ≥Φ(un)- 1
ηp+

<Φ′(un),un>=

M̂∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x -∫Ω

F(x,un)dx-

1
ηp+M∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇un
p(x)dx+ 1

ηp+∫Ω
f(x,un)undx≥

1
η
M∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dx-∫Ω

F(x,un)dx-

1
ηp+M∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇un
p(x)dx+ 1

ηp+∫Ω
f(x,un)undx≥

∫Ω

1
ηp+f(x,un)un -F(x,un
é

ë
êê

ù

û
úú)dx≥c2∫Ω

un
p-
dx-c5 Ω ,

从而有

∫Ω

1
ηp+f(x,un)un -F(x,un
é

ë
êê

ù

û
úú)dx≤c6, (8)

∫Ω
un

p-
dx≤c6+c5 Ω

c2
. (9)

  记ωn∶= un

‖un‖
,则‖ωn‖=1.由式(6)和式(9),有

∫Ω
ωn

p-
dx= 1

‖un‖p-∫Ω
un

p-
dx≤ c7

‖un‖p- →0,  n→+∞. (10)
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注意到σ> p*

(1-θ)(p*-p-),θ∈(0,1)及p*>p-,可得σ>1,σ-1θσ >1,
(1-θ)σp-

(1-θ)σ-1<p
*.

由引理3,W1,p(x)(Ω) L(1-θ)σp-/[(1-θ)σ-1](Ω)是紧嵌入,则有

∫Ω
ωn

(1-θ)σp-/[(1-θ)σ-1]dx≤c8‖ωn‖[(1-θ)σ-1]/[(1-θ)σp-]=c8. (11)

由式(10)和式(11)及Hölder不等式,有

∫Ω
ωn

p-σ′dx=∫Ω
ωn

σp-/(σ-1)dx=∫Ω
ωn

θσp-/(σ-1) ωn
(1-θ)σp-/(σ-1)dx≤

∫Ω
ωn

θσp-/(σ-1( )
) (σ-1)/(θσ)d[ ]x

θσ/(σ-1)

∫Ω
ωn

(1-θ)σp-/(σ-1( )
) [1-θσ/(σ-1)]-1d[ ]x

1-θσ/(σ-1)

=

∫Ω
ωn

p-
d( )x

θσ/(σ-1)

∫Ω
ωn

(1-θ)σp-/[(1-θ)σ-1]d( )x
1-θσ/(σ-1)

≤

∫Ω
ωn

p-
d( )x

θσ/(σ-1)
(c8)1-θσ/(σ-1)→0, n→+∞, (12)

其中1
σ+

1
σ′=1.

由条件(H6)中②、式(8)并取n充分大,有

∫Ω

f(x,un)
un

p--

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

σ

dx≤c2∫Ω

1
ηp+f(x,un)un -F(x,un
é

ë
êê

ù

û
úú)dx≤

c2 Φ(un)- 1
ηp+

<Φ′(un),un
é

ë
êê

ù

û
úú>≤c9, (13)

由式(9)和式(10)及Hölder不等式,有

∫Ω

f(x,un)un

‖un‖p- dx ≤∫Ω

f(x,un)
un

p--1
ωn

p-
dx≤

∫Ω

f(x,un)
un

p--

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

σ

d
æ

è
ç

ö

ø
÷x
1/σ

∫Ω
ωn

p-σ′d( )x
1/σ′

≤

c10∫Ω
ωn

p-σ′d( )x
1/σ′

→0, n→+∞, (14)

其中1
σ+

1
σ′=1.

对∀u∈W1,p(x)(Ω),令u= 1
Ω∫Ω

u(x)dx,则u(x)=u+～u(x),u∈ℝ及 ～u(x)∈

～W1,p(x)(Ω).由式(9)及Hölder不等式,有

‖u‖= u = 1
Ω∫Ω

u(x)dx ≤ 1
Ω∫Ω

u(x)dx≤

1
Ω∫Ω

u(x)p-
d( )x

1/p-

Ω 1/q+
≤c11, (15)

其中1
p-+

1
q+=1.结合式(6)和式(15),可设‖～un‖≥1.由条件(H1)和式(15),再利用引理4,对

‖～un‖≥1,有

<Φ′(un),un>=M∫Ω

∇un
p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x∫Ω

∇un
p(x)dx-∫Ω

f(x,un)undx≥

m0∫Ω
∇un

p(x)dx-∫Ω
f(x,un)undx≥m0‖～un‖p-

-∫Ω
f(x,un)undx≥

m0(‖un‖-‖un‖)p
-
-∫Ω

f(x,un)undx≥

‖un‖p- m0 1- c11
‖un

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖
p-

-∫Ω

f(x,un)un

‖un‖p- d
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úx . (16)

结合式(5),(6),(14),(16),有m0≤o(1),其中当n→+∞时,有o(1)→0,与m0>0矛盾.故{un}在

W1,p(x)(Ω)中有界.

3551 第6期       张申贵:变指数Kirchhoff方程Neumann问题的非平凡解    



因为W1,p(x)(Ω)是自反的Banach空间,所以存在u∈W1,p(x)(Ω),使得{un}在空间W1,p(x)(Ω)中弱

收敛于u,且{un}在Lα(x)(Ω)中强收敛于u.由Hölder不等式,有

∫Ω
f(x,un)(un -u)dx ≤∫Ω

f(x,un) un -udx≤c1∫Ω
1+ un

α(x)-1 un -udx≤

2c1 1+ un
α(x)-1

(α′(x))un -u α(x),

其中 1
α′(x)+

1
α(x)=1.

从而有

lim
n→+∞∫Ω

f(x,un)(un -u)dx=0. (17)

当n→+∞时,有<Φ′(un),un-u>→0,结合条件(H1)及式(17),可得

<I′(un),un -u>=∫Ω
∇un

p(x)-2∇un(∇un -∇u)dx→0. (18)

利用式(18),并注意到I′(u)线性有界,则lim
n→+∞

<I′(un)-I′(u),un-u>=0,根据引理5可知,序列

{un}在W1,p(x)(Ω)中强收敛于u.故泛函Φ满足(C)条件.
2)证明泛函Φ 满足引理6中条件2),即Φ 在零点处满足局部环绕条件.存在正常数δ,取

W1,p(x)(Ω)=～W1,p(x)(Ω)췍ℝ,使得

Φ(u)≥0, ∀u∈～W1,p(x)(Ω), ‖u‖ ≤δ; Φ(u)≤0, ∀u∈ ℝ, ‖u‖ ≤δ.
  由条件(H3)和(H5)可知,对给定的ε>0,存在cε>0,使得对所有的x∈Ω 和u∈ℝ,下式均

成立:

F(x,u)≤εu p+
+cε u α(x). (19)

由条件(H1)和式(19),对 ～u∈～W1,p(x)(Ω),取‖～u‖充分小,并利用引理4,有

Φ(～u)=M̂∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x -∫Ω

F(x,～u)dx=∫∫Ω
∇u p(x)

p(x) dx

0
M(s)ds-∫Ω

F(x,～u)dx≥

m0∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dx-∫Ω

F(x,～u)dx≥m0

p+∫Ω
∇u p(x)dx-∫Ω

F(x,～u)dx≥

m0

p+‖～u‖p+
-ε∫Ω

～u p+
dx-cε∫Ω

～u α(x)dx. (20)

  由 W1,p(x)(Ω) Lp+(Ω)和 W1,p(x)(Ω) Lα(x)(Ω)是紧嵌入知,存在常数c12,c13>0,使得对

∀u∈W1,p(x)(Ω),有

u p+ ≤c12‖u‖, (21)

u α(x)≤c13‖u‖. (22)

  对∀u∈W1,p(x)(Ω),取‖u‖充分小,可得

∫Ω
u α(x)dx≤ max{u α-

α(x),u α+
α(x)}≤c14‖u‖α-

. (23)

取ε>0,使得εcp+
12 ≤

m0

2p+,再结合式(20),(21),(23),有

Φ(～u)≥ m0

p+ -εcp+æ

è
ç

ö

ø
÷12 ‖～u‖p+

-c15‖～u‖α-
≥ ‖～u‖p+ m0

2p+ -c15‖～u‖α--pæ

è
ç

ö

ø
÷

+
. (24)

注意到p+<α-,式(24)表明存在δ1>0,使得对∀～u∈～W1,p(x)(Ω),‖～u‖≤δ1,有Φ(～u)≥0.

另一方面,由条件(H7),对y∈ℝ,‖y‖= y ≤δ0,有Φ(y)=-∫Ω
F(x,y)dx ≤0.令δ≤

min{δ0,δ1},则泛函Φ满足引理6中条件2).
3)证明泛函Φ满足引理6中条件3).

记G(t)=M̂(t)
tη =∫

t

0
M(s)ds

tη
,利用条件(H2),可得
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dG(t)
dt =M(t)tη-ηtη-1̂M(t)

t2η ≤0,

表明G(t)关于变量t是递减的,t≥t0>0.因此G(t)=M̂(t)
tη ≤M(t0)=M̂(t0)

tη
0
,从而存在常数c16>0,

c17>0,使得

M̂(t)≤c16tη+c17,  ∀t>0. (25)
由条件(H3)、式(23)和式(25),取‖u‖充分小,并利用引理4,有

Φ(u)=M̂∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x -∫Ω

F(x,u)dx≤

c16 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

-

η

∫Ω
∇u p(x)d( )x

η
+c17+c1∫Ω

u α(x)dx+∫Ω
ud( )x ≤

c16 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

-

η

‖u‖ηp-
+c18‖u‖α-

+c19‖u‖+c17, (26)

表明泛函Φ将有界集映射为有界集.
4)证明泛函Φ满足引理6中条件4),即E 为～W1,p(x)(Ω)的任意有限维子空间,当‖u‖→+∞时,

Φ(u)→-∞,u∈ℝ췍E.
注意到dimE<+∞,利用有限维空间范数的等价性,存在c20>0,使得对∀u∈E,有

‖u‖ηp+
≤c20∫Ω

u ηp+
dx. (27)

由条件(H3)和(H4),对∀ϑ>0,存在c21>0,使得

F(x,u)≥ϑu ηp+
-c21 (28)

对所有的x∈Ω 和u∈ℝ成立.结合式(25),(27),(28),对u∈ℝ췍E,取‖u‖充分大,利用引理4有

Φ(u)=M̂∫Ω

∇u p(x)

p(x)
dæ

è
ç

ö

ø
÷x -∫Ω

F(x,u)dx≤

c16 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

-

η

∫Ω
∇u p(x)d( )x

η
+c17-∫Ω

F(x,u)dx≤

c16 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

-

η

‖u‖ηp+
-ϑ∫Ω

u ηp+
dx+c21 Ω ≤

c16 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

-

η

-ϑ
c

é

ë
êê

ù

û
úú

20
‖u‖ηp+

+c21 Ω . (29)

令ϑ充分大,式(29)表明当‖u‖→+∞时,Φ(u)→-∞,则引理6中条件4)成立.
综上,泛函Φ 满足引理6中所有条件,则Φ 在 W1,p(x)(Ω)中至少有1个非平凡临界点,从而

问题(1)在W1,p(x)(Ω)中至少有1个非平凡解.
注1 令M(t)=a+2bt,其中t≥0,a>0,b≥0,则有

M(t)=a+2bt≥a>0,  ∀t≥0,

M̂(t)=∫
t

0
M(s)ds=at+bt2 ≥ 12

(a+2bt)t=12M(t)t,  ∀t≥0.

取m0=a,η=2,则M(t)满足条件(H1)和(H2).Kirchhoff方程可以准确模拟依赖于自身平均密度的

微生物种群密度变化过程.令M(t)=a+2bt,p(x)=2,则问题(1)退化为高维Kirchhoff方程对应的

稳态方程

- a+b∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f(x,u),x∈Ω,

∂u
∂υ=0, x∈∂Ω

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

取M(t)=1+cost1+t2
,p(x)=2,则η=1,p+=p-=2.令

F(x,u)= 2- 1
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

x u2ln(1+u2),
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则F 满足定理1的所有条件,但并不满足(AR)条件及文献[8-19]中定理的条件.
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