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Gorensteinu-S-内射模
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(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:设R 是环,S是R 的乘法子集.首先,借助Hom函子理论引入Gorensteinu-S-内射模

的概念.其次,利用u-S-五引理及构造拉回图的方法,研究Gorensteinu-S-内射模的同调性

质.特别地,证明了R-模M 是Gorensteinu-S-内射模当且仅当对任意u-S-内射R-模E 及任

意整数i>0,有ExtiR(E,M)是u-S-torsion模,并且 M 有真左u-S-内射分解;Gorenstein
u-S-内射模类关于有限直和封闭.
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Abstract:LetRbearing,andSbeamultiplicativesubsetofR.Firstly,weintroducethenotionof
Gorensteinu-S-injectivemodulesbymeansofthetheoryofHomfunctors.Secondly,westudythe
homologicalpropertiesofGorensteinu-S-injectivemodulesbyusingtheu-S-FiveLemmaandthe
methodofconstructingpull-backdiagrams.Particalarly,itisshownthatanR-module M is
Gorensteinu-S-injectiveifandonlyifExtiR (E,M)isu-S-torsion moduleforanyu-S-injective
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1 引言及预备知识

Enochs等[1]引入了Gorenstein投射模、Gorenstein内射模和Gorenstein平坦模的概念.Holm[2]

进一步完善了文献[1]中的相关结论,将特殊的交换 Noetherian环上Gorenstein维数的结论推广到

一般的结合环上,并给出了一般结合环上的Gorenstein模和Gorenstein维数的刻画.Zhang[3]给出了

u-S-torsion模、u-S-正合列和u-S-平坦模的定义.Chen等[4]提出了u-S-Noetherian环的概念,并给出

了u-S-内射模的定义.Zhang等[5]介绍了u-S-半单模和u-S-半单环,并给出了u-S-投射模的定义.
Qi等[6]提出了R-模的u-S-投射维数和u-S-内射维数,并证明了通过Ext函子可诱导出长u-S-正合列.
Zhang[7]给出了u-S-绝对纯模的概念.受上述研究结果的启发,本文研究Gorensteinu-S-内射模,基于

同调方法讨论其性质.本文所有的环R 均是包含单位元的交换环.



设R 是环,S是R 的子集.若1∈S,且对任意的s1∈S,s2∈S,有s1s2∈S,则S 称为R 的乘法

子集.若存在s∈S使得sT=0,则称R-模T 是u-S-torsion模[3].若存在s∈S使得sKerg⊆Imf和

sImf⊆Kerg,则称R-模序列M →
f

N →
g

L 是u-S-正合列[3].特别地,此时称该序列是s-正合的.

若序列0→M →
f

N(M →
f

N→0,0→M →
f

N→0)是u-S-正合列,则称R-模同态f:M→N 是

u-S-单同态(u-S-满同态,u-S-同构).易证R-模同态f:M→N 是u-S-单同态(u-S-满同态)当且仅当

Kerf(Cokerf)是u-S-torsion模.
定义1[2] 如果存在R-模的正合列

II=… →I1 →I0 →I0 →I1 → …,
使得M≅Ker(I0→I1),并且对任意的内射R-模E,HomR(E,II)正合,则称R-模M 是Gorenstein内射

模,其中每个Ii 和Ii 都是内射R-模.
命题1[3] 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模,则下列叙述成立:

1)设f:M→N 是u-S-同构,若M 和N 中一个是u-S-torsion模,则另一个也是u-S-torsion模;

2)设序列0→M→N→L→0是 u-S-正 合 列,则 N 是u-S-torsion模 当 且 仅 当 M 和L 是

u-S-torsion模.
定义2[4] 设R 是环,S是R 的乘法子集,E 是R-模.若对任意u-S-正合列0→A→B→C→0,有

序列

0→HomR(C,E)→HomR(B,E)→HomR(A,E)→0
是u-S-正合列,则称E 是u-S-内射模.

下面将u-S-内射模类简记为u-S-I(R).
定义3[3] 若对任意正合列0→A→B→C→0,有B∈X,则称R-模类X关于扩张封闭,其中A∈X,

C∈X.
定理1[4] 设R 是环,S是R 的乘法子集,E 是R-模,则下列叙述等价:

1)E 是u-S-内射模;

2)对任意的短正合列0→A→B→C→0,有序列

0→HomR(C,E)→HomR(B,E)→HomR(A,E)→0
是u-S-正合列;

3)对任意的R-模M,Ext1R(M,E)是u-S-torsion模;

4)对任意的R-模M 及任意整数n≥1,ExtnR(M,E)是u-S-torsion模.

2 主要结果

引理1 设R 是环,S是R 的乘法子集.若R-模序列A1
f
→
1
A2

f
→
2
A3

f
→
3
A4是u-S-正合列,则

存在s∈S使得该序列是s-正合的.

证明:因为A1
f
→
1
A2

f
→
2
A3

f
→
3
A4 是u-S-正合列,所以存在s1∈S,使得s1Im(f1)⊆Ker(f2),

s1Ker(f2)⊆Im(f1);存在s2∈S,使得s2Im(f2)⊆Ker(f3),s2Ker(f3)⊆Im(f2).故

s1s2Im(f1)⊆Ker(f2),  s1s2Ker(f2)⊆Im(f1);

s1s2Im(f2)⊆Ker(f3),  s1s2Ker(f3)⊆Im(f2).
令s=s1s2,则结论得证.

定理2(蛇引理) 设R 是环,S是R 的乘法子集.考虑下列R-模的行u-S-正合的交换图:
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则存在R-模的u-S-正合列

Kerα
j
→
′
Kerβ

p
→
′
Kerγ →

δ
Cokerα →

i
Cokerβ →

π
Cokerγ.

进一步,若j是u-S-单同态,则j′是u-S-单同态;若π是u-S-满同态,则π是u-S-满同态.
证明:下面借助图追踪法给出链接同态δ的具体定义.考虑如下交换图:

其中j′是j在Kerα上的限制,p′是p 在Kerβ上的限制,i和π 分别是i和π 诱导的R-模同态.
由引理1知,存在s∈S使得交换图的上下两行均是s-正合的.于是,对任意的a″∈Kerγ,由p是

u-S-满同态知sCokerp=0,即sA″⊆Imp.因此存在a∈A,使得sa″=p(a).由图交换得πβ(a)=
γp(a)=γ(sa″)=sγ(a″)=0,故β(a)∈Kerπ.又因为sKerπ⊆Imi,故sβ(a)⊆Imi,从而存在c′∈C′,
使得i(c′)=sβ(a).

定义δ:Kerγ→Cokerαviaa″ sc′+Imα,其中c′∈C′满足i(c′)=sβ(a),sa″=p(a).下证δ的

定义有意义.事实上,若a″=0,则由p(a)=sa″=0可知a∈Kerp.又因为sKerp⊆Imj,故

sa⊆Imj,从而存在a′∈A′使 得j(a′)=sa.由 图 交 换 得iα(a′)=βj(a′)=sβ(a)=i(c′),则

i(c′-α(a′))=0,即c′-α(a′)∈Keri.由于i是u-S-单同态,故sKeri=0,从而sc′-sα(a′)=0,

sc′=sα(a′)=α(sa′).于是sc′∈Imα,即sc′+Imα=0.

下证Kerα
j
→
′
Kerβ

p
→
′
Kerγ 是u-S-正合列.因为βj=iα,所以对任意的a′∈Kerα,有

βj(a′)=iα(a′)=0,则j(a′)∈Kerβ,从而有R-模同态j′:Kerα→Kerβviaa′ j(a′).事实上,

j′=j Kerα,从而Ker(j′)=Kerj∩Kerα.当j是u-S-单同态时,j′是u-S-单同态.同理,有R-模同态

p′=p Kerβ:Kerβ→Kerγviaa p(a).因为s∈S 满足spj=0,所以sp′j′=0,进而s2Im(j′)⊆
sIm(j′)⊆Ker(p′).反之,设a∈Ker(p′)=Kerp∩Kerβ,则由sKerp⊆Imj知,存在a′∈A′,使得

sa=j(a′).因为iα(a′)=βj(a′)=sβ(a)=0,故α(a′)∈Keri.又因为i是u-S-单同态,所以sKeri=0.
从而sα(a′)=0,则sa′∈Kerα.因此有j′(sa′)=j(sa′)=sj(a′)=s2a,即s2Ker(p′)⊆Im(j′).从而序

列Kerα
j
→
′
Kerβ

p
→
′
Kerγ是u-S-正合列.

下证Cokerα →
i
Cokerβ →

π
Cokerγ是u-S-正合列.存在R-模同态

i:Cokerα→Cokerβviac′+Imα i(c′)+Imβ;

π:Cokerβ→Cokerγviac+Imβ π(c)+Imγ.
因为s∈S满足sπi=0,显然sπi=0,故s2Imi⊆sImi⊆Kerπ.反之,设c∈C,c+Imβ∈Kerπ,则

π(c)+Imγ=0,从而π(c)∈Imγ,进而存在a″∈A″,使得π(c)=γ(a″).又因为p是u-S-满同态,故

存在a∈A,使得sa″=p(a),所以πβ(a)=γp(a)=sγ(a″)=sπ(c),则π(sc-β(a))=0,sc-β(a)∈
Kerπ.由于sKerπ⊆Imi,因此存在c′∈C′,使得s(sc-β(a))=i(c′),从而

i(c′)=i(c′)+Imβ=s2c-β(sa)+Imβ=s2c+Imβ,

即s2c+Imβ∈Imi,故有s2Kerπ⊆Imi.从而序列Cokerα →
i
Cokerβ →

π
Cokerγ是u-S-正合列.
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下证Kerβ
p
→
′
Kerγ →

δ
Cokerα 是u-S-正合列.设a″∈Im(p′),则存在a∈Kerβ,使得

sa″=p′(a)=p(a).而sβ(a)=0=i(c′),其中c′∈C′.由i是u-S-单同态知sc′=0,故δ(a″)=sc′+
Imα=0+Imα=0,从而a″∈Kerδ.于是,s4Im(p′)⊆Im(p′)⊆Kerδ.反之,设a″∈Kerδ,且

p(a)=sa″,sβ(a)=i(c′),则0=δ(a″)=sc′+Imα,从而存在a′∈A′使得sc′=α(a′).由于βj(a′)=
iα(a′)=si(c′)=s2β(a),所以s2a-j(a′)∈Kerβ,从而有

sp′(s2a-j(a′))=sp(s2a-j(a′))=s3p(a)-spj(a′)=s3p(a)=s4a″,

即s4Kerδ⊆Im(p′).于是序列Kerβ
p
→
′
Kerγ →

δ
Cokerα是u-S-正合列.

最后证明Kerγ →
δ
Cokerα →

i
Cokerβ是u-S-正合列.设c′∈Imδ,则存在a″∈Kerγ,使得

c′=δ(a″).取a∈A 使得sa″=p(a),记c=sβ(a),并设c′1∈C′满足i(c′1)=c,于是c′-c′1∈Imα,则存

在a′1∈A′使得c′-c′1=α(a′1),故i(c′)-i(c′1)=iα(a′1)=βj(a′1),从而

i(c′)=βj(a′1)+c=β(j(a′1)+sa)∈Imβ.

即i(c′)=i(c′)+Imβ=0,c′∈Keri,Imδ⊆Keri.反之,设c′∈Keri,且存在a∈A 使得

sβ(a)=i(c′),则s2γp(a)=s2πβ(a)=sπi(c′)=0,从而s2p(a)∈Kerγ,进而根据δ 的定义有

c′=δ(s2p(a))∈Imδ,即Keri⊆Imδ.于是序列Kerγ →
δ
Cokerα →

i
Cokerβ是u-S-正合列.

综上可知,序列Kerα
j
→
′
Kerβ

p
→
′
Kerγ →

δ
Cokerα →

i
Cokerβ →

π
Cokerγ是u-S-正合列.

推论1 设R 是环,S是R 的乘法子集.在定理2的条件下,若α是u-S-满同态,则p′是u-S-满

同态.

证明:若α是u-S-满同态,则序列0→Kerα→A′ →
α

C′→0是u-S-正合列,于是由定理2可得

u-S-正合列Kerα
j
→
′
Kerβ

p
→
′
Kerγ→0,从而p′是u-S-满同态.

定义4 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模,则称正合序列X=…→I1→I0→M→0是 M
的左u-S-内射分解,其中∀i≥0,Ii∈u-S-I(R).

若对任意的E∈u-S-I(R),序列HomR(E,X)是u-S-正合列,则称X 是M 的真左u-S-内射分解.
定义5 设R 是环,S是R 的乘法子集.对于

II=… →I1 →I0 →I0 →I1 → …,
若II是u-S-内射模的正合序列,且对任意u-S-内射模E,有HomR(E,II)是u-S-正合列,则称II是完全

u-S-内射分解.
如果存在一个完全u-S-内射分解II,有M≅Im(I0→I0),则称R-模M 是Gorensteinu-S-内射模.

下面将Gorensteinu-S-内射模类简记为G-u-S-I(R).
定义6 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模.则称正合序列X′=0→M→I0→I1→I2→…是

M 的u-S-内射分解,其中∀i≥0,Ii∈u-S-I(R).用u-S-idR(M)表示R-模M 的u-S-内射维数.特别

地,u-S-idR(M)≤n当且仅当存在正合列

0→M →I0 →I1 → … →In →0,
其中每个Ii 是u-S-内射模.如果上述有限序列不存在,则称u-S-idR(M)=∞.若n是满足上述条件的

最小整数,则记u-S-idR(M)=n.
命题2 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模.则下列叙述等价:

1)对任意u-S-内射模E 及任意整数i>0,有ExtiR(E,M)是u-S-torsion模;

2)对任意u-S-内射维数有限的R-模N 及任意整数i>0,有ExtiR(N,M)是u-S-torsion模.
证明:2)⇒1).由于u-S-内射模的u-S-内射维数为0,故对任意的E∈u-S-I(R),有ExtiR(E,M)

是u-S-torsion模.
1)⇒2).设N 是R-模,且u-S-idR(N)=n<∞,则存在正合列

0→N →I0 →I1 → … →In-2 →In-1 →In →0,
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其中Ii 是u-S-内射模.显然当n=0时结论成立.不妨设n≥1,取Ki=Im(Ii-1→Ii),i=1,2,…,n.
用HomR(-,M)作用短正合列0→Kn-1→In-1→In→0,有长正合列

… →Exti+n-1R (In-1,M)→Exti+n-1R (Kn-1,M)→Exti+nR (In,M)→Exti+nR (In-1,M)→ ….
又因为Ii∈u-S-I(R),故 由 已 知 条 件 知 Exti+n-1R (In-1,M),Exti+nR (In-1,M),Exti+nR (In,M)是
u-S-torsion模.从而由文献[6]中推论2.3可知

Exti+n-1R (Kn-1,M)→Exti+nR (In,M)
是u-S-同构.由命题1知 Exti+n-1R (Kn-1,M)是u-S-torsion模.用 HomR(-,M)作用短正合列

0→Kn-2→In-2→Kn-1→0,同理可得

Exti+n-2R (Kn-2,M)→Exti+n-1R (Kn-1,M)
是u-S-同构,Exti+n-2R (Kn-2,M)是u-S-torsion模.重复上述步骤,可得Exti+1R (K1,M)是u-S-torsion
模,且 ExtiR(N,M)→Exti+1R (K1,M)是 u-S-同 构.因 此 对 任 意 整 数i>0,有 ExtiR(N,M)是
u-S-torsion模.

定理3 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模.则M 是Gorensteinu-S-内射模当且仅当对任

意u-S-内射模E 及任意整数i>0,有ExtiR(E,M)是u-S-torsion模,并且M 有真左u-S-内射分解.
证明:必要性.因为M 是Gorensteinu-S-内射模,所以存在M 的完全u-S-内射分解

且M≅Im(I-1→I0),其中每个Ii 是u-S-内射模.取Ci=Im(Ii-1→Ii),ρi:Ci→Ii是嵌入.对任意

u-S-内射模E,用HomR(E,-)作用短正合列0→M→I0
π
→
0

C1→0,得序列

0→HomR(E,M)→HomR(E,I0)
(π0)
→
*
HomR(E,C1)→0. (1)

  下证序列(1)是u-S-正合列,即只需证明(π0)*是u-S-满同态.考虑下图:

因为存在s∈S,使得sKer((β1)*)⊆Im((β0)*),对任意g∈HomR(E,C1),有

(β1)*(ρ1)*(g)=(β1)*(ρ1g)=β1ρ1g=0,
故ρ1g∈Ker((β1)*),从而

s(ρ1g)=(β0)*(f)=β0f=ρ1π0f,
其中f∈HomR(E,I0).由于ρ1 是单同态,故sg=π0f=(π0)*(f),即sHomR(E,C1)⊆Im((π0)*),
从而(π0)*是u-S-满同态.又存在正合列

0→HomR(E,M)→HomR(E,I0)→HomR(E,C1)→Ext1R(E,M)→Ext1R(E,I0)→ …,
由定理1知对u-S-内射模I0,有Ext1R(E,I0)是u-S-torsion模,进而序列

0→HomR(E,M)→HomR(E,I0)→HomR(E,C1)→Ext1R(E,M)→0
是u-S-正合列.考虑如下行u-S-正合的交换图:

由文献[8]中定理1.2知Ext1R(E,M)→0是u-S-同构,由命题1知Ext1R(E,M)是u-S-torsion模.同理

可证∀i∈ℤ,Ext1R(E,Ci)是u-S-torsion模.易知存在长正合列

… →Exti-1R (E,I0)→Exti-1R (E,C1)→ExtiR(E,M)→ExtiR(E,I0)→ …,
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由定理1知ExtiR(E,I0)是u-S-torsion模.由文献[6]中推论2.3可知Exti-1R (E,C1)→ExtiR(E,M)是

u-S-同构,则由命题1知 Ext2R(E,M)是u-S-torsion模.归纳可证对∀i>0,有 ExtiR(E,M)是
u-S-torsion模.取M 的完全u-S-内射分解的左半部分,即为M 的真左u-S-内射分解.

充分性.设M 的真左u-S-内射分解为X=…→I-2→I-1→M→0,其中Ii∈u-S-I(R).对任意的

E∈u-S-I(R),HomR(E,X)是u-S-正合的.任取M 的u-S-内射分解,即

X′=0→M →I0 →I1 →I2 → …,
其中Ii∈u-S-I(R),取Ci=Im(Ii-1→Ii).用 HomR(E,-)作用正合列0→M→I0→C1→0,有长正

合列

… →ExtiR(E,I0)→ExtiR(E,C1)→Exti+1R (E,M)→Exti+1R (E,I0)→ …,

0→HomR(E,M)→HomR(E,I0)→HomR(E,C1)→Ext1R(E,M)→ ….
由条件可知ExtiR(E,M)是u-S-torsion模,所以序列

0→HomR(E,M)→HomR(E,I0)→HomR(E,C1)→0
是u-S-正合列.由定理1知ExtiR(E,I0)是u-S-torsion模,由文献[6]中推论2.3可知ExtiR(E,C1)→
Exti+1R (E,M)是u-S-同构,故由命题1知ExtiR(E,C1)是u-S-torsion模.重复上述步骤,∀i≥1,可得

序列

0→HomR(E,Ci)→HomR(E,Ii)→HomR(E,Ci+1)→0
是u-S-正合列.因此易得HomR(E,X′)是u-S-正合的.下面证明序列

是u-S-正合列.因为Imα⊆Kerγ,Imγ⊆Kerβ显然成立,所以只需证明存在s∈S,使得sKerγ⊆
Imα,同时存在t∈S使得tKerβ⊆Imγ即可.

由HomR(E,X)是u-S-正合列知,存在s1∈S,使得s1Ker(α′)⊆Imα,且有γ=β′α′.由于β′是

u-S-单同态,故存在s2∈S,使得s2Ker(β′)=0.对任意的a∈Kerγ,有γ(a)=β′α′(a)=0,所以

α′(a)∈Ker(β′),从而有s2α′(a)=0=α′(s2a),即s2a∈Ker(α′).进而s1s2a∈s1Ker(α′)⊆Imα,故

s1s2Kerγ⊆Imα.令s=s1s2,则可得sKerγ⊆Imα.由于α′是u-S-满同态,所以存在t1∈S,使得

t1HomR(E,M)⊆Im(α′).又因为存在t2∈S,使得t2Kerβ⊆Im(β′),所以对任意b∈Kerβ,存在

g∈HomR(E,M),使得t2b=β′(g),进而存在f∈HomR(E,I-1),使得t1g=α′(f).故有

β′α′(f)=t1β′(g)=t1t2b=γ(f),
从而t1t2b∈Imγ,于是t1t2Kerβ⊆Imγ.令t=t1t2,则可得tKerβ⊆Imγ.因此 M 是 Gorenstein
u-S-内射模.

推论2 设R 是环,S是R 的乘法子集,M 是R-模.若 M 是Gorensteinu-S-内射模,则对任意

u-S-内射维数有限的R-模N 及任意整数i>0,有ExtiR(N,M)是u-S-torsion模.
证明:由定理3的必要性和命题2可证得结论.
命题3 设R 是环,S 是R 的乘法子集,则 Gorensteinu-S-内射模的有限直和是 Gorenstein

u-S-内射模.
证明:设M1,M2,…,Mn 是Gorensteinu-S-内射模,E 是u-S-内射模.则对任意整数i>0,j=1,

2,…,n,由定理3可知ExtiR(E,Mj)是u-S-torsion模,且 Mj 有真左u-S-内射分解.因此存在si
j∈S,

使得si
jExtiR(E,Mj)=0.令si=si

1si
2…si

n,则

siExtiR(E,췍
n

j=1
Mj)≅췍

n

j=1
siExtiR(E,Mj)=0,

所以ExtiR(E,췍
n

j=1
Mj)是u-S-torsion模.易证明췍

n

j=1
Mj 也有真左u-S-内射分解.从而由定理3可知 췍

n

j=1
Mj

是Gorensteinu-S-内射模.
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命题4 设R 是环,S是R 的乘法子集.序列0→A→B→C→0是正合列,且A 和B 是Gorenstein
u-S-内射模.若Gorensteinu-S-内射模类关于扩张封闭,则C也是Gorensteinu-S-内射模.

证明:因为B 是Gorensteinu-S-内射模,所以存在短正合列0→N→L→B→0,其中L是u-S-内射

模,N 是Gorensteinu-S-内射模.考虑下列拉回图:

在序列0→N→N′→A→0中,N 和A 都是 Gorensteinu-S-内射模,从而由条件知 N′ 是

Gorensteinu-S-内射模.由定理1和定理3知,对任意u-S-内射模E 及任意整数i>0,有ExtiR(E,N′)
和ExtiR(E,L)是u-S-torsion模.用HomR(E,-)作用短正合列0→N′→L→C→0,有长正合列

… →ExtiR(E,N′)→ExtiR(E,L)→ExtiR(E,C)→Exti+1R (E,N′)→ ….
由命题1知,ExtiR(E,C)是u-S-torsion模.因为 N′是 Gorensteinu-S-内射模,所以存在正合列

X=…→I1→I0→N′→0,使得 HomR(E,X)是u-S-正合列,其中Ii 是u-S-内射模.因此有正合列

…→I1→I0→L→C→0,且HomR(E,-)作用后得到u-S-正合列.于是由定理3可知C 是Gorenstein
u-S-内射模.
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