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摘要:设n是一个正整数,R 是有单位元的结合环.首先,引入环R 上n-Tor-对的定义;
其次,给出n-Tor-对的性质,并讨论遗传的n-Tor-对;最后,给出当(X,Y)为n-Tor-对时,

X中模的直积具有有限X-投射维数的等价刻画.
关键词:n-Tor-对;遗传的n-Tor-对;X-投射维数

中图分类号:O153.3  文献标志码:A  文章编号:1671-5489(2025)06-1593-05

n-Tor-Pairs

ZHANGJunjie,CHENWenjing
(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:LetnbeapositiveintegerandRbeanassociativeringwithidentity.Firstly,thedefinition
ofn-Tor-pairovertheringRisintroduced.Secondly,somepropertiesofn-Tor-pairsaregiven,and
hereditaryn-Tor-pairsarediscussed.Finally,theequivalentcharacterizationofthedirectproductof
modulesinXhavingfiniteX-projectivedimensionisgivenwhen(X,Y )isann-Tor-pair.
Keywords:n-Tor-pair;hereditaryn-Tor-pair;X-projectivedimension

收稿日期:2025-03-28.
第一作者简介:张俊杰(1999—),男,汉族,硕士研究生,从事环的同调理论的研究,E-mail:17797575425@163.com.通信作者

简介:陈文静(1989—),女,汉族,博士,副教授,从事环的同调理论的研究,E-mail:chenwj@nwnu.edu.cn.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:11901463;12361007)和甘肃省青年科技基金计划项目(批准号:20JR5RA517).

0 引 言

Salce[1]在Abel群范畴中引入了余挠对.Trlifaj[2]给出了Tor-torsion-对的定义:设A是右R-模的

类,B是左R-模的类.如果有

A={A TorR
1(A,B)=0,∀B∈B},  B={B TorR

1(A,B)=0,∀A∈A},
则(A,B)称 为 Tor-torsion-对.文 献[2]还 给 出 了 Tor-torsion-对 与 余 挠 对 的 关 系,从 而 得 到 了

Tor-torsion-对与由纯内射模类所生成的特殊余挠对之间的关系.目前,关于Tor-torsion-对的研究已

有许多 结 果:邢 建 民[3]利 用 研 究torsion-对 的 方 法 讨 论 了 Tor-torsion-对 的 一 些 性 质,给 出 了

Tor-torsion-对与环的弱整体维数之间的关系;Gobel等[4]讨论了Tor-对与其相关的模类在取正向极限

后闭包之间的联系,这里Tor-对即为上述Tor-torsion-对;Cortés-Izurdiaga[5]证明了对任意的Tor-对

(A,B),A关于正向极限、纯子模、B-纯商模封闭,且对任意的遗传Tor-对(A,B),A关于 B-纯子模

封闭,并给出了模类A中模的直积具有有限A-投射维数的条件,进而研究了由 A中模给出的逼近的

存在性;Herbera等[6]在交换Noether环上给出了所有遗传Tor-对的分类定理.
受Iwanaga-Gorenstein环上的Gorenstein投射模和 Gorenstein内射模满足的一些性质的启发,

Huerta等[7]在Abel范畴中提出了左、右n-余挠对的定义,并阐述了n-余挠对的诸多性质,建立了其



与完备余挠对之间的联系.
受上述研究结果的启发,本文首先给出n-Tor-对的定义:设X是右R-模的类,Y是左R-模的类.

如果X=TnY,XTn=Y,则称(X,Y)是环R 上的n-Tor-对.其次,给出1-Tor-对诱导左n-Tor-对的

条件,进而给出遗传n-Tor-对的定义:若对任意的X∈X,Y∈Y,TorR
n+1(X,Y)=0,则称n-Tor-对

(X,Y)是遗传的.再次,讨论遗传的n-Tor-对(X,Y).最后,给出X中模的直积具有有限X-投射维数

的等价刻画.

1 预备知识

本文用R 表示有单位元的结合环,用R-Mod(Mod-R)表示左(右)R-模范畴,用RP(PR)表示由

所有投射左(右)R-模构成的类,RF(FR)表示由所有平坦左(右)R-模构成的类.设X是右R-模的类,Y
是左R-模的类,i≥1.TorR

i(X,Y)=0表示对任意的X∈X,Y∈Y,TorR
i(X,Y)=0.

设Y是左R-模的类,m 是非负整数,M 是左R-模,M 的一个长度为m 的Y-余分解是指在R-Mod
中存在正合序列

0→M →Y0 →Y1 → … →Ym-1 →Ym →0,
其中对任意的0≤k≤m,Yk∈Y.进而M 关于Y的余分解维数

coresdimY(M)=inf{m 存在正合列0→M →Y0 → … →Ym →0,其中每个Yi∈Y}.
若这样的m 不存在,则coresdimY(M)=∞.对偶地,有M 的长度为m 的Y-分解和M 关于Y的分解

维数的概念,后者简记为resdimY(M).记

Y∧
m∶={M ∈R-ModresdimY(M)≤m},  Y∨

m∶={M ∈R-ModcoresdimY(M)≤m}.
进一步,当RP⊆Y时,如果存在正合序列

0→K →Pn-1 →Pn-2 → … →P1 →P0 →M →0,
则称M 的Y-投射维数不超过n,其中对任意的0≤k≤n-1,Pk∈RP,K∈Y是M 的第(n-1)个合冲,
记为pdY(M).

设H是左R-模的类,K是右R-模的类,i是正整数.记
TiH={X∈ Mod-R TorR

i(X,H)=0,∀H ∈H},

KTi ={X∈R-Mod TorR
i(K,X)=0,∀K ∈K}.

设X是右R-模的类,Y是左R-模的类.如果XT1=Y,X=T1Y,则称(X,Y)是环R 上的Tor-对.如果

对任意的Y∈Y,正合列0→A췍RY→B췍RY→C췍RY→0是正合的,则称右R-模的短正合列0→A→
B→C→0是Y-纯正合的.

定义1[3] 如果Tor-对(X,Y)满足下列条件之一,则称其是遗传的:

1)X是可解类(即X关于扩张、满同态的核封闭,且PR⊆X);

2)Y是可解类(即Y关于扩张、满同态的核封闭,且RP⊆Y);

3)对任意的X∈X,Y∈Y,i≥1,TorR
i(X,Y)=0.

定义2[5] 设X是右R-模的类,M 是一个左R-模.如果对X中的任意一簇模{Xi:i∈I},典范

同态 ∏
i∈I

X( )i 췍RM →∏
i∈I

(Xi췍RM)均为单同态,则称M 是X-Mittag-Leffler模.用 ML(X)表示由

所有X-Mittag-Leffler左R-模构成的类.

2 主要结果

设n是一个正整数.
定义3 设X是右R-模的类,Y是左R-模的类.如果X=TnY,XTn=Y,则称(X,Y)是环R 上的

n-Tor-对.
注1 1)若(X,Y)是环R 上的n-Tor-对,则X和Y关于扩张、直和项、任意直和封闭,且X包含

所有的平坦右R-模,Y包含所有的平坦左R-模.因为函子TorR
i≥1(-,-)保持正向极限,所以X关于
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正向极限封闭.
2)1-Tor-对是Tor-对.
3)易得(FR,R-Mod)和(Mod-R,RF)是n-Tor-对.
命题1 设R 是右遗传环,(X,Y)是环R 上的n-Tor-对,且X中任意的短正合列都Y-纯正合.则

对任意的1≤i≤n,TorR
i(X,Y)=0.

证明:设X∈X,Y∈Y,则存在短正合列0→H→P→X→0,其中P∈PR.因为R 是右遗传环,
所以H∈PR.由长正合列定理[8]知,存在正合列

TorR
n-1(P,Y)→ TorR

n-1(X,Y)→TorR
n-2(H,Y)→ … →

TorR
2(P,Y)→TorR

2(X,Y)→TorR
1(H,Y)→ …,

因为TorR
n-1(P,Y)=0,TorR

n-2(H,Y)=0,…,TorR
2(P,Y)=0,TorR

1(H,Y)=0,所以对任意的

2≤i≤n,TorR
i(X,Y)=0.由题设条件及分解定理[8]可得如下行正合的交换图:

从而由五引理[8]得TorR
1(X,Y)=0.因此对任意的1≤i≤n,TorR

i(X,Y)=0.
命题2 设X是右R-模的类,Y是左R-模的类,并对任意的1≤i≤n,TorR

i(X,Y)=0.对任意的

0≤k≤n-1,若Y∈Y∨
k ,则对任意的1≤i≤n-k 和X∈X,均有 TorR

i (X,Y)=0.特别地,有

TorR
1(X,Y∨

n-1)=0.
证明:当n=1时,结论显然成立.
设n≥2,用数学归纳法对k进行归纳.当k=0时,结论显然成立.当1≤k≤n-1时,设X∈X,

Y∈Y∨
k .当k=1时,由条件知coresdimY(Y)≤1,则存在短正合列0→Y→Y0→Y1→0,其中Y0,Y1∈

Y.由长正合列定理知存在正合列

TorR
i+1(X,Y1)→TorR

i(X,Y)→TorR
i(X,Y0).

因为1≤i≤n-1,所以 TorR
i+1(X,Y1)=0,TorR

i(X,Y0)=0.于是对任意的1≤i≤n-1,X∈X,

Y∈Y∨
1 ,从而TorR

i(X,Y)=0.
假设对任意的1≤k≤n-1,Y′∈Y∨

k-1,X∈X,则有1≤i≤n-(k-1),TorR
i(X,Y′)=0.设

Y∈Y∨
k ,则存在短正合列0→Y→Y0→Y′→0,其中Y0∈Y,Y′∈Y∨

k-1.由长正合列定理知,存在正合列

TorR
i+1(X,Y′)→TorR

i(X,Y)→TorR
i(X,Y0),

则TorR
i(X,Y0)=0.因为1≤i≤n-k,所以由归纳假设得TorR

i+1(X,Y′)=0.因此对任意的1≤i≤
n-k和X∈X,TorR

i(X,Y)=0.
命题3 设X是右R-模的类,Y是左R-模的类,且对任意的1≤i≤n,TorR

i(X,Y)=0.则对任意

的0≤k≤n-1,X∧k ⊆Tk+1Y.
证明:当n=1时,结论显然成立.
设n≥2,用数学归纳法对k进行归纳.当k=0时,结论显然成立.假设对任意的1≤k≤n-1,有

X∧k-1⊆TkY.设X∈X∧k ,Y∈Y,则存在短正合列0→L→X′→X→0,其中X′∈X,L∈X∧k-1.由长正合列

定理知,存在正合列

TorR
k+1(X′,Y)→TorR

k+1(X,Y)→TorR
k(L,Y),

则TorR
k+1(X′,Y)=0,由归纳假设得TorR

k(L,Y)=0,故TorR
k+1(X,Y)=0.因此X∧k ⊆Tk+1Y.

命题4 设X是右R-模的类,且PR⊆X,Y是左R-模的类,且对任意的1≤i≤n,TorR
i(X,Y)=0.

则下列结论等价:

1)X=T1Y;

2)对任意的0≤k≤n-1,X∧k =Tk+1Y.
证明:2)⇒1).当k=0时,结论显然成立.
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1)⇒2).当k=0时,结论成立.设k≥1.由命题3知X∧k ⊆Tk+1Y.下证X∧k ⊇Tk+1Y.
设M∈Tk+1Y,Y∈Y.取M 的部分投射分解

0→K →Pk-1 →Pk-2 → … →P1 →P0 →M →0,
其中Pl∈PR⊆X(0≤l≤k-1).由维数转移得

TorR
1(K,Y)≅TorR

k+1(M,Y)=0.
因此K∈T1Y=X,从而M∈X∧k .

定理1 设X是右R-模的类,Y是左R-模的类,对任意的1≤i≤n,TorR
i(X,Y)=0,且(X∧n-1)Tn⊆

Y.若(X,Y)是环R 上的1-Tor-对,则(X∧n-1,Y)是环R 上的n-Tor-对.
证明:由命题4知,当k=n-1时,X∧n-1=TnY.因此Y⊆(X∧n-1)Tn.由条件可知(X∧n-1,Y)是环R

上的n-Tor-对.
注2 对偶地,设X是右R-模的类,Y是左R-模的类,对任意的1≤i≤n,TorR

i(X,Y)=0,且
Tn(Y∧

n-1)⊆X.若(X,Y)是环R 上的1-Tor-对,则(X,Y∧
n-1)是环R 上的n-Tor-对.

定义4 若对任意的X∈X,Y∈Y,TorR
n+1(X,Y)=0,则称n-Tor-对(X,Y)是遗传的.

定理2 若(X,Y)是环R 上的n-Tor-对,则下列条件等价:

1)X是可解类;2)Y是可解类;3)(X,Y)是遗传的.
证明:3)⇒1).因为(X,Y)是环R 上的n-Tor-对,所以X=TnY.则X关于扩张封闭,并包含所有

投射右R-模构成的类.考虑以下右R-模的短正合列:0→A→B→C→0,其中B,C∈X.对任意的Y∈Y.
由长正合列定理得

TorR
n+1(C,Y)→TorR

n(A,Y)→TorR
n(B,Y).

因为(X,Y)是n-Tor-对,所 以 TorR
n (B,Y)=0.由(X,Y)的 遗 传 性 得 TorR

n+1(C,Y)=0.故

TorR
n(A,Y)=0,即A∈TnY=X.
1)⇒3).设X∈X.考虑以下右R-模的短正合列:0→K→P→X→0,其中P∈PR⊆X.因为X是可

解类,所以K∈X.对任意的Y∈Y.由长正合列定理得

TorR
n+1(P,Y)→TorR

n+1(X,Y)→TorR
n(K,Y),

则TorR
n+1(P,Y)=0,TorR

n(K,Y)=0.因此对任意的X∈X,Y∈Y,TorR
n+1(X,Y)=0.

同理可证2)和3)等价.
引理1 设n≥0,m≥1,M 是一个右R-模.若(X,Y)是环R 上的m-Tor-对,则pdX(M)≤n当且

仅当对任意的Y∈Y,TorR
m+n(M,Y)=0.

证明:取M 的部分投射分解:

0→K →Pn-1 →Pn-2 → … →P1 →P0 →M →0,
其中Pi∈PR(0≤i≤n-1).则pdX(M)≤n当且仅当K∈X,而K∈X当且仅当对Y∈Y,TorR

m(K,Y)=0.
由维数转移得

TorR
m+n(M,Y)≅TorR

m(K,Y)=0.
因此pdX(M)≤n当且仅当对任意的Y∈Y,TorR

m+n(M,Y)=0.
定理3 设n≥0,m≥1,(X,Y)是环R 上遗传的m-Tor-对,且Y中任意的短正合列都X-纯正合,

则下列结论等价:

1)X中模的所有直积的X-投射维数小于等于n;

2)Y中每个模的 ML(X)-投射维数小于等于m+n.
证明:设Y∈Y,{Xi:i∈I}是X中的一簇模.取Y 的投射分解

… d
→
2

P1
d
→
1

P0
d
→
0

→Y 0,
其中每个Pi∈RP,且对于i=0,1,…,Ki=Kerdi.考虑以下短正合列:

0→Km+n-1 →Pm+n-1 →Km+n-2 →0. (1)
因为(X,Y)是遗传的,所以由定理2知Km+n-1,Km+n-2∈Y.由条件有如下短正合列:
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0→Xi췍RKm+n-1 →Xi췍RPm+n-1 →Xi췍RKm+n-2 →0.

用函子 ∏
i∈I

X( )i 췍R-作用在短正合列(1)上,可得如下行正合的交换图:

因为Pm+n-1∈ML(X),所以h:∏
i∈I

X( )i 췍RPm+n-1→∏
i∈I

(Xi췍RPm+n-1)是单同态,其中h表示上图中

的第二个竖箭头.则

f:∏
i∈I

X( )i 췍RKm+n-1 → ∏
i∈I

X( )i 췍RPm+n-1

是单同态当且仅当

g:∏
i∈I

X( )i 췍RKm+n-1 →∏
i∈I

(Xi췍RKm+n-1)

是单同态,其中f表示上图中第一行的第一个横箭头,g表示上图中第一个竖箭头.从而由维数转移

得

TorR
1 ∏

i∈I
Xi,Km+n-( )2 ≅TorR

m+n ∏
i∈I

Xi,( )Y .

因此有如下正合列:

0→TorR
m+n ∏

i∈I
Xi,( )Y → ∏

i∈I
X( )i 췍RKm+n-1 → ∏

i∈I
X( )i 췍RPm+n-1.

f是单同态当且仅当TorR
m+n ∏

i∈I
Xi,( )Y =0,则g是单同态当且仅当TorR

m+n ∏
i∈I

Xi,( )Y =0.因此由Y和

{Xi:i∈I}的任意性及引理1知,X中模的每个直积的X-投射维数小于等于n 当且仅当Y中每个模有

有限的 ML(X)-投射维数小于等于m+n.
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