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三自由度直升机多刚体动力学建模与参数辨识
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摘 要：针对编码器测角精度有限的三自由度直升机教学与科研平台，从多刚体系统的视

角，开展了三刚体动力学建模、多通道耦合动力学参数辨识、电机-螺旋桨升力组件特性辨识、

模型线性化处理与分析、模型特性验证等全链条工作，最终获得了可以直接用于基于模型控制

设计的标称模型，并从模型描述平台特性的完整性和精确性方面，开展了大量对比实验。基于

该标称模型，设计并实验验证了两个“前馈+基于线性二次型调节器的反馈控制”角轨迹跟踪

控制器，获得的角轨迹跟踪控制精度水平可作为其他高精度算法的对标对象。

关键词：多刚体动力学；参数辨识；三自由度直升机；基于模型的控制

中图分类号：V249.122  文献标志码：A  文章编号：1671⁃5497（2024）11⁃3379⁃13
DOI：10. 13229/j. cnki. jdxbgxb. 20220745

Multi-rigid-body dynamics and parameter identification of
a 3-DOF helicopter

LI Shi-yao1，2，ZHANG Te3，ZHU Bo4，PENG Chen3，HU Tian-jiang1

（1. School of Aeronautics and Astronautics，Sun Yat-Sen University，Shenzhen 518107， China； 2. Control and Simulation 
Center， Harbin Institute of Technology， Harbin 150001， China； 3.School of Aeronautics and Astronautics， University of 
Electronic Science and Technology of China， Chengdu 611731， China； 4. Center for Advanced Control and Smart 
Operations， Nanjing University， Suzhou 215163， China）

Abstract：The 3-degrees of freedom （DOF） helicopter has three typical features： nonlinearity， 
underactuation， and suffering from uncertainties and external disturbances. It has received much attention 
from well-known research groups， owing to its convivence for the verification of motion planning and 
robust control. However， the lack of accurate models for motion and actuator dynamics leading to the 
limitation for the motion planning and control algorithms. Motivated by this fact， we study the model of a 3-
DOF helicopter platform as a multi-rigid-body system， which is equipped with low-precision encoders for 
attitude measurements. The detailed work includes： ① modelling the dynamics for three bodies 
respectively； ② identifying the parameters of the multi-channel motion as well as the parameters of the 
motor-propeller lifting component； ③ linearizing and analyzing the nonlinear model； ④ verifying both the 
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nonlinear and linearized models. Finally， a benchmark model for the platform is obtained， by which， the 
model-based controller can be designed. Some experiments are designed to show the completeness and 
high-accuracy of the benchmark model. Two “feedforward + linear quadratic regulator （LQR）-based 
feedback” controllers for the angular trajectory tracking are designed based on the identified model and 
implemented on the experimental setup， where the tracking performance of these controllers can be 
benchmarked against other advanced algorithms.
Key words：multi-rigid body dynamics； parameter identification； 3-DOF helicopter； model-based control

0 引  言

在我国发布的“中国制造 2025”中，航空航天

装备被列入十大重点发展领域之一。航空产业的

迅猛发展对先进飞行控制技术迭代设计与验证的

快速性，以及系统可靠性的要求不断提高，亟需一

体化的算法设计与验证平台提供支撑，以解决纯

数值仿真验证“不可信”和实物飞行验证“不可行”

这一突出问题。国内外工业界和学术界对此问题

也一直在不停探索［1，2］。针对小无人机和地面机

器人的先进规划与控制算法快速设计迭代与验证

需求，以加拿大 Quanser 为代表的科技企业基于

掌握的 MATLAB 算法模型快速自动生成可执行

代码这一技术，研发了一系列易用的教学与科研

实验平台，填补了算法设计与实物验证之间的“鸿

沟”。这类实验平台往往保留了实际工业对象的

核心特征，同时平台硬件与控制端之间特定的通

信协议使得开发和验证过程便捷，仅需要少量的

代码或简单的 MATLAB/Simulink 程序即可完成

算法的代码实现，实物实验开展快捷、简便且安全

可靠。

三自由度直升机实验平台是 Quanser 公司研

制的验证先进飞行控制和欠驱动机器人轨迹规划

与控制技术的室内实验平台，保留了直升机姿态

控制模型的欠驱动、非线性、强耦合等核心特征。

近年来，该平台受到美国麻省理工学院［3］、德国和

奥地利研究机构［4］、加拿大多伦多大学［5，6］、清华

大学［7］、哈尔滨工业大学［8］、吉林大学［9］等国内外

知名高校的研究关注。对标 Quanser 公司，国内

的固高科技开发了一套类似但造价成本更低的三

自由度直升机平台（以下简称“固高直升机”）。这

两套平台在硬件结构和性能上的差异可以总结为

以下几点：

（1） 固高直升机驱动电机的动态性能，以及

编码器的角度分辨率相对较低，这给高精度控制

算法设计带来新挑战。但同时也说明，利用固高

直升机可以开展测量误差补偿，互补滤波和鲁棒

控制等算法的验证。

（2） 在机械结构上，固高直升机和 Quanser直
升机也略有不同。Quanser 直升机的平衡杆和基

座之间通过摆杆连接，而固高直升机的平衡杆与

基座直接通过转轴连接。为此，Quanser 直升机

的动力学模型中需要考虑摆锤效应的影响，例如

文献［3］在建模时考虑了平衡杆做摆锤式运动时

额外产生的恢复力矩。

（3） 对于 Quaser 直升机典型配置，平衡杆上

安装有一个独立电机驱动且可以沿着平衡杆滑动

的 主 动 干 扰 系 统（Active disturbing system，

ADS）。ADS 不管是静止还是沿着平衡杆滑动，

都将对系统升降和偏航通道的转动惯量以及姿态

运动带来额外的外部扰动。

现有的三自由度直升机建模研究中，还存在

建模完整性不足、核心参数未辨识、模型有效性缺

乏验证等问题。以上问题严重影响了借助该实验

平台开展先进规划与控制算法的研究工作，特别

是对各类鲁棒算法的全面综合与客观评价。因

此，本文将固高直升机建模与辨识作为研究重点，

并对模型的精确性与工程实用性进行测试与验

证。本文的核心贡献可以总结为以下几点：

（1） 针对固高直升机平台，提供了一套考虑

三通道耦合因素，特性完整且精度较高的动力学

模型。目前，该平台建模工作较少，文献［10-12］
直接采用了实验指导书中的粗略模型，该模型对

非线性和通道耦合特性过度简化；文献［13-17］中

的模型忽略了通道间的耦合关系；文献［18］未考

虑偏航通道的动力学模型。对于 Quanser 直升机

平台，麻省理工学院［3］和法国科学院的研究小

组［19］分别采用线性化辨识与灰盒模型估计法，获

得了准确的平台动力学模型参数与驱动电机参

数。本文将建立完整的固高直升机动力学模型与
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执行器模型，同时采用耦合系统辨识技术，保证模

型核心参数的精确性，并将辨识后的动力学模型

及其线性化结果进行开源发布。此工作将填补目

前固高直升机平台动力学模型参数和驱动电机参

数辨识工作的空白。

（2） 在建模方法上，从多刚体系统建模的新

视角，基于拉格朗日法，建立了该平台的三刚体模

型。文献［13-18］均将三自由度直升机平台看成

一个单刚体（Single-rigid-body，SRB）来建模。三

自由度直升机平台是由基座轴、平衡杆和摆杆通

过转轴连接而成，本质上是拥有三个关节且底座

固定的多刚体连接体，具有典型的多刚体（Muti-
rigid-body，MRB）系统特性。SRB 模型忽略了多

个刚体关节之间的耦合特性［19］。与以往单刚体

的建模思路不同，本文从多刚体建模的新视角审

视直升机结构，充分考虑了各关节相对运动引起

的耦合影响，保留了该平台的三刚体动力学模型

的核心特征。

（3） 针对三自由度直升机平台，提供了可供

研究者参考的“动力学建模-参数辨识-基于模型

的控制器设计-控制器在环的验模”全链条研究思

路和具体案例。目前，针对此类实验平台，虽有零

星的建模和参数辨识工作，但缺乏控制器在环的

模型验证研究，尚无可供对比的高精度控制实验

结果。本文对辨识后的动力学模型开展了大量对

比实验，以评估该模型的精准性；并分别面向二和

三自由度姿态控制需求，搭建并验证了 LQR 控制

器在环的控制系统，给出了现有编码器测量条件

下的姿态控制性能水平。此工作既验证了辨识模

型的准确性，也显示了该模型对基于模型的控制

设计具有指导意义。获得的实验结果可供其他控

制算法对比参照。

从多刚体动力学角度切入，本文的具体工作

主要包括系统全面地开展三刚体连接体动力学建

模、多通道耦合动力学参数辨识、电机-螺旋桨升

力组件特性辨识、模型线性化处理、模型特性验证

等。最终获得了可以直接服务基于模型的控制设

计的 benchmark 模型，并从模型描述平台特性的

完整性和精确性方面开展大量对比实验。基于线

性化的模型，设计并实际执行了“前馈+LQR 反

馈”角轨迹跟踪控制器，实现了 3 个通道的运动控

制，弥补了经典研究结果［7，20］仅控制 2 个通道、回

避欠驱动特性的不足，实验获得的角轨迹跟踪控

制精度水平可作为相同低成本传感器测量条件下

先进高精度控制算法的对标对象。本文涉及的辨

识算法、控制算法、获得的非线性模型参数、线性

化相关程序及模型数据、实验视频等资料已在

github 主页发布：

https：//github. com/BoZhu-SYSU/3-DOF-

helicopter_modeling-identification-verification

1 三自由度直升机动力学建模

三自由度直升机平台模拟了美国著名的

CH-47 直升机（见图 1），由双螺旋桨驱动产生姿

态运动。在结构上，三自由度直升机平台可以看

作由双旋翼驱动的多关节机械臂，可用机械臂的

分析方式对平台建模。目前主要使用两种方法来

推导机械臂的动力学方程［21］：牛顿-欧拉法和拉

格朗日法。运用牛顿-欧拉运算法则，文献［22］
提出了动力学的递归算法，利用了机械臂运动链

的典型开式结构，适用于高自由度机械臂。拉格

朗日法将机械臂看作一个整体，通过分析它的动

能和势能推导出动力学方程，在处理结构较为简

单的机械臂时计算量更小。针对 Quanser 三自由

度直升机，文献［19］重点分析了关节转动对拉格

朗日方程中重力项的影响，建立了较完整的 MRB
模型。文献［4］采用拉格朗日法建模，但将电机电

压和推力之间的关系近似为二次函数模型，电机

响应模型与实际存在差异。文献［23，24］将该平

台简化为 SRB 结构，利用牛顿-欧拉法进行动力

学建模，形式上忽略摩擦力的影响，与实际模型存

在偏差。文献［25］把该平台视作 MRB 树形结构

机器人，使用牛顿-欧拉法的逆动力学建立非线性

模型，但模型过于复杂，对控制器设计的指导意义

图 1　CH-47 运输直升机

Fig. 1　CH-47 Helicopter
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不大。

本文考虑的固高直升机平台实物如图 2 所

示，该平台由基座（og）、平衡杆（bc）、平衡块（b）、

螺旋桨（e，f）、摆杆（cd）等部分组成。螺旋桨和平

衡块分别安装在平衡杆的两端，螺旋桨由直流无

刷电机驱动，为直升机提供动力。平衡杆以基座

为支点做升降和偏航运动，两个螺旋桨和摆杆组

成的直升机本体绕平衡杆做俯仰运动，俯仰、升

降、偏航方向分别安装了光电旋转编码器用于测

量角度。

整个平台可以看作由双螺旋桨驱动的按照铰

接方式连接的三自由度机械臂。假设基座始终保

持稳定且对各通道无影响，根据是否考虑关节处

的铰接关系，可将平台本体部分简化为 SRB 结构

和 MRB 结构，如图 3 所示。

下面分别建立基于牛顿-欧拉法的 SRB 动力

学模型和基于拉格朗日法的 MRB 动力学模型，

最终平衡模型的准确性和简洁性，提供一个便于

检验轨迹规划和鲁棒控制算法的开源模型。

1. 1　单刚体建模　

单刚体建模时，由摆杆 c 旋转造成的重力偏

心作用不属于影响升降通道运动的主成分，在建

模时可将其忽略。集中在支点 o 处的基座支撑

力，在以 o 点进行力矩分析时不产生作用。因此，

在仅考虑直升机姿态变化时忽略基座的作用。这

样，整个直升机平台简化为由平衡杆 bc 和螺旋桨

组成的一个刚体，按照常规 SRB 的欧拉法建模，

具体步骤如下：

步骤  1　定义刚体的参考坐标系与机体坐

标系；

步骤  2　根据参考系与机体系间的转换矩阵

将欧拉角变化率映射到机体系下的姿态角速度；

步骤  3　分析刚体受到的外力，在机体系下

建立合力矩的模型；

步骤  4　将机体系下姿态角速度及合力矩代

入欧拉方程中，整理得到简洁的方程形式。

建模过程中使用的机体坐标系、参考坐标系

和欧拉角的定义同文献［23］，数学符号与物理量

的定义见表 1。使用 q= [ ψ，ε，θ ] T
作为描述刚体

转动的广义坐标向量，其中，ψ 为偏航角；ε 为升降

角；θ 为俯仰角。在分析过程中忽略摩擦力，空气

阻力和科里奥利力［23］，得到机体系下的动力学

方程：

Iω̇+ ω× ( Iω)= τ （1）
式中：惯性张量矩阵 I= diag ( Iψ，Iε，Iθ)；机体系下

角速度 ω= [ωx，ωy，ωz ] T
，ω̇为角速度变化率；τ 为

作用在刚体上的合力矩。

参考系下欧拉角变化率映射到机体系下的角

速度为：

ω= T ( )q q̇ =

图 3　SRB/MRB零件拆解图

Fig. 3　Disassembly drawing of SRB/MRB model

图 2　固高三自由度直升机模拟器

Fig. 2　Googol 3-DOF helicopter simulator
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机体系下角速度变化率

Iω̇= I [Ṫ ( q ) q̇+ T ( q ) q̈ ] （3）

牛顿欧拉方程（1）等号右边合力矩主要包括

两部分：

ì
í
î

τ = τu + τg

τg = τgh + τgc + τgb
（4）

式中：τu 为旋翼产生的气动力矩；τg 为机身的重力

矩。气动力矩取决于左、右旋翼产生的气动合力

与气动差力的大小。重力矩主要由三部分组成：

直升机本体 m h 产生的力矩 τgh，配重 m c 产生的力

矩 τgc，平衡杆 m b 产生的力矩 τgb。

　　参考系下各部分作用力矩转换至机体系，并

将力矩代入方程（1）的具体过程，参见文献［23］，

整理后得到

- Iθ sin ( ε) ψ̈ + Iθ θ̈ =
ldf fd Iε cos ( ε) sin (θ) ψ̈ + Iε cos (θ) ε̈ =
m 'g cos ( ε) cos (θ)+ loc fs Iψ sin (θ) ε̈ -
Iψ cos ( )ε cos ( )θ ψ̈ = m 'g cos ( )ε sin ( )θ （5）

式中：m ' = - lob m c + loc m h + loa m b。

建立 SRB 模型（5）时，简化了平衡杆和直升

机本体之间的连杆 cd，然而在实际运动中，直升

机本体质心与机体系原点的相对位置会随着俯仰

轴偏转而变化，由此导致的重力力矩变化是无法

在该模型中体现的。

1. 2　多刚体建模　

三自由度直升机实验平台虽然模拟 CH-47

直升机双螺旋桨驱动方式，但二者结构上有根本

差别：三自由度直升机实验平台本质上是由 3 个

刚体通过关节连接而成的系统，刚体之间采用铰

性连接导致活动关节出现。在近期的研究中，文

献［4，19］使用拉格朗日方程建立了 Quanser 平台

的 MRB 动力学模型。该动力学模型通常采用拉

格 朗 日 方 程 来 表 达 ，本 文 考 虑 如 下 的 一 般

形式［21］：

Mq̈+ C (q，q̇) q̇+ Rq̇+ g (q)= S (q) u    （6）

式中：M为对称正定广义惯量矩阵；C (q，q̇)为科

里奥利力矩阵；g (q)为重力矢量；R为摩擦因数

组成的对角矩阵；S (q)为将系统实际输入力映射

为广义力的驱动矩阵。

　　建模的基本流程主要包括：

步骤  1　分析模型结构特性以简化或忽略拉

格朗日方程的参数矩阵，如惯量矩阵M，摩擦矩

阵 R及科里奥利力矩阵 C ( )q，q̇ 等；

步 骤  2　 结 合 连 接 体 运 动 特 性 准 确 刻 画

MRB 系统所受外力的实际力臂，并整理为重力矢

量 g (q)和驱动矩阵 S (q)；
步骤  3　将上述参量代入拉格朗日方程标准

形式中，整理成简洁的方程形式。

对M (q)和 C (q，q̇)的严格建模过于烦琐，且

对平台动力行为的表征没有决定性作用［19］。因

此，这里忽略科里奥利力 C (q，q̇)的作用，将惯量

矩阵M视作常值对角矩阵：

M= diag ( Iψ，Iε，Iθ) （7）
在实际系统中存在复杂的摩擦力效应，如库

伦摩擦等，但这些摩擦作用常具有高度的非线性

且不占主导地位。为了降低模型复杂度，只考虑

作用在关节处的线性粘滞摩擦力，令：

R= diag (c0
ψ，c0

ε，c0
θ ) （8）

升降通道示意如图 4 所示，图中 c'、d' 为摆杆

图 4　MRB结构升降通道示意图

Fig. 4　Diagram of elevation channel of multi rigid body

表 1　固高三自由度直升机平台参数

Table 1　Parameters of Googol 3-DOF Helicopter

参   数

m h/kg

m b/kg

m c/kg
g/（m·s-2）

Iθ/（kg·m-2）

Iε，Iψ/（kg·m-2）

loc/m

lob/m

lcd/m

loa/m

ldf/m

含   义

直升机本体质量

平衡杆质量

平衡块质量

重力加速度

俯仰轴转动惯量

升降轴、偏航轴转动惯量

直升机连接点和基座的距离

平衡块和基座的距离

平衡杆和直升机本体的距离

平衡杆质心和基座的距离

单个电机和平衡杆的距离

数值

1.8

0.679 48

3.433

9.81

0.031 9

1.469

0.78

0.33

0.1

0.229 6

0.17
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cd 两端在升降轴水平面的投影；h 为 d 点在平衡

杆 bc 所在铅垂面的投影；编码器测量的角度为 ε；
Δε 为升降角测量值与升降角实际值的差值。这

里 MRB 结构考虑了摆杆 cd，直升机重力的等效

力臂为 loh，力臂在升降通道的倾角为 ε - Δε。
直升机本体重力在升降通道产生的力矩为：

M g
ε = - loc

cos ( )Δε
m h g cos ( ε - Δε)+

( )- loa m b + lob m c g cos ( )ε （9）
经过三角函数变换后为：

M g
ε =  -m 'g cos ( ε)- lcd m h g sin ( ε) cos (θ)  （10）
整理各通道重力力矩和驱动力矩得：

g (q)=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú0
m h glcd cos ( )θ sin ( )ε + m 'g cos ( )ε

m h glcd cos ( )ε sin ( )θ
  （11）

S (q)=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úloc cos ( )ε sin ( )θ - ldf sin ( )θ sin ( )ε
- loc cos ( )θ 0

0 ldf

（12）
将式（7）~（12）代入方程（6）并写成三通道形

式，得到：

Iψ ψ̈ = loc cos ( ε) sin (θ) fs -
            ldf sin (θ) sin ( ε) fd - c0

ψ ψ̇

Iε ε̈ = -m h glcd cos (θ) sin ( ε)- m 'g cos ( ε)+
            loc cos (θ) fs - c0

ε ε̇

Iθ θ̈ = -m h glcd cos ( )ε sin ( )θ + ldf fd - c0
θ θ̇    （13）

除了建模方法的不同，根据模型（5）与（13）的

数学形式，总结得到如下的异同点：

（1） 对实际运动影响较大的力矩在两个模型

中都有所体现，如影响俯仰通道的因素 ldf fd，影响

升降和偏航通道的因素 loc fs，影响升降通道的因

素 m 'g。
（2） 在结构上，SRB 模型忽略了摆杆 cd，将螺

旋桨和平衡杆视为刚性连接的整体，因此式（5）缺

少了由平衡杆旋转导致的重力矢量偏心对升降和

俯仰通道的影响；MRB 模型则认为直升机组件按

照铰接方式连接，模型中有效反映了平衡杆旋转

所带来的影响。

（3） SRB 模型忽略了摩擦力的影响，但对于

该平台而言，由空气阻力和转轴摩擦造成的阻尼

效应是不可忽视的，在 MRB 模型中摩擦作用对

系统的影响有明确体现。

（4） SRB 模型中，状态二阶导数项存在明显

耦合，这导致部分非线性控制技术（如反馈线性化

等）难以在该模型上实践。相比之下，MRB 模型

的数学形式更有利于控制器设计。

考虑了因连接体运动导致合力矩变化的

MRB 模型更符合直升机平台的物理特性，在后续

实验中将更清晰地对比出两种模型对系统运动的

刻画能力。

2 模型辨识

按照运动机理建模得到的模型往往会与实际

模型存在偏差，为获取更为准确的动力学模型，进

一步进行模型的参数辨识。根据辨识方法和输入

数据的不同，可以将系统分为时域辨识和频域辨

识两类。传统的时域辨识是在最小二乘法、子空

间法［26］、极大似然法［27］等框架下，通过调整机理

模型参数实现对实验数据的拟合。频域辨识常以

扫频信号作为辨识实验的激励，得到的时域数据

会通过傅里叶变换等手段转化至频域，在选取特

定的辨识频段后，结合模型的阶次对系统进行辨

识［28，29］。但在时频转换时会因数据截断导致频谱

功率泄露，在频谱估计的过程中也会产生随机误

差，这些因素会制约辨识精度。

由于第 1 节已经建立了表征能力较强的动力

学模型（13），为了不损失原有模型的准确性，这里

采用基于最小二乘法的时域辨识。首先开展驱动

电机特性的辨识，在此基础上开展动力学模型参

数的辨识。具体环节包括方程预处理、升力组件

特性辨识和动力学辨识，具体流程如图 5 所示。

动力系统辨识是确定电机输入电压与螺旋桨拉力

的数值关系。若电机的电压与拉力关系未知，在

进行动力学辨识时无法将实际响应的电压转化为

对应的桨叶升力。因此，首先需要实现电机升力

特性的辨识。动力学辨识的任务是在动力学机理

建模的基础上，进一步获取准确的模型参数。准

确的模型参数对于进行模型线性化、模型特性分

析和基于模型的控制律设计等具有重要意义。

2. 1　电机-螺旋桨升力组件特性辨识　

由于左、右两电机的驱动程序及旋翼是完全

一致的，可以假设在给定电压下左、右电机产生的

升力相等，仅通过升降通道的辨识实验即可准确

获取电压与响应升力的关系。实际实验中，在平

衡杆的螺旋桨一侧悬挂重物，受力平衡时采用重
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物重力等价桨叶升力的方式，间接测量桨叶旋转

产生的气动升力，辨识实验的具体步骤如下：

步骤  1　为保证最终的桨叶升力测量不受系

统其他组成部分重力的影响，在实验平台通电前

需要保证系统的受力平衡，调节平衡块的位置使

平台的平衡杆与地面保持水平，使得平台的升降

角为 0；
步骤  2　在电机连杆上悬挂一定质量的重

物，使平台自然倾斜；

步骤  3　将平台通电后，启动电机驱动程序

并不断调整驱动电压，使平衡杆重新恢复到水平

位置，此时电机连杆在竖直方向上受力平衡，重物

的重力等于螺旋桨的拉力；

步骤  4　重复上述步骤，同时每次调整悬挂

重物质量，获得在一系列升力条件下的电压输入

情况。

使用 MATLAB Curve Fitting 工具箱对实验

数据进行分析，采用幂函数拟合方式得到电压 V

与升力 f的响应关系为：

f = 0.398 1V 2.072 + 0.498 8 （14）
反之，升力与电压的关系（逆模型）为：

V = 1.677f 0.4716 - 0.353 8 （15）
2. 2　动力学模型参数辨识　

由于动力学模型存在 2 个输入和 3 个输出且

各个状态间存在很强的耦合关系，常用于单输入-

单输出（Single-input single-output，SISO）系统的

频域辨识方法不再适用。在动力学模型参数辨识

方法的选择上，这里考虑基于非线性最小二乘法

的时域辨识。具体辨识工作包括模型预处理、辨

识实验设计、状态微分值估计、数据平滑和非线性

方程拟合，下面对各步骤展开介绍。

MRB 模型（13）所涉及的参数较多，而模型参

数的增加会增加辨识工作的难度，因此，首先对模

型进行预处理，经过参数整合和归一化后得到简

洁的方程形式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ψ̈=b3 sin (θ) cos ( ε) fs-b4 sin (θ) sin ( ε) fd-cψ ψ̇

ε̈=-a1 cos (θ) sin ( ε)-a2 cos ( ε)+
      b1 cos (θ) fs-cε ε̇

θ̈=-a3 cos ( ε) sin (θ)+b2 fd-cθ θ̇

（16）
三个通道之间存在复杂的耦合关系，如果参

数同时进行辨识会影响辨识精度。因此，这里考

虑对每个通道分别辨识，并且在每一个通道辨识

中尽可能保证其他通道没有相对运动，减轻通道

间的串扰。

以升降通道为例，在设计辨识实验时，期望平

衡杆 bc 抬平且保持偏航角 ψ 和俯仰角 θ 为 0。对

该平衡位置进行模型解算，得到实验所需升力

f1 = f2 = 1. 4 N。参数辨识需要保证方程中所有

状态均已知，但固高直升机编码设备的局限性导

致其无法直接测得角速度和角加速度值，这里采

用文献［20］中改进的龙伯格状态观测器（Luen⁃
berger state observer，LSO）得到角速度率的估计

值，利用差分和平滑处理得到角加速度估计。模

型参数的辨识采用 MATLAB 曲线拟合工具箱的

非线性最小二乘求解器，该求解器是基于 Leven⁃
berg-Marquardt 法［30］和信赖域反射算法［31］来设计

的。3 个通道均按照上述升降通道类似的流程进

行辨识实验，得到实验数据后按照 MATLAB-

lsqcurvefit函数对方程（16）进行非线性拟合。

将辨识后的数据代入式（16）中，可以得到非

线性 MRB 模型。依据小扰动原理将该非线性模

型在状态点 (ψ，ε，θ)= (0，0，5π/180) rad 线性化，

得到如下线性方程：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ψ̈ = -0.48ψ̇ - 0.004ε + 1.63θ + 0.05fs

ε̈ = -0.26ε - 0.1ε̇ - 0.14θ + 0.53fs

θ̈ = -25.55θ - 0.34θ̇ + 5.33fd

   （17）

该线性方程可直接用于 ( ψ，ε，θ )=（0，0，5π/
180） rad 状态附近运动控制器的设计。

图 5　模型辨识方案

Fig. 5　Scheme of model identification
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3 基于模型的控制设计：两个典型

实例

从应用实际的角度出发，更应关注该模型在

工程上的便捷性与有效性，将简单实用的控制器

应用在模型上，可以从控制效果上分析模型的实

用性和实际指导意义。这里开展两个实例的控制

器设计：①升降-俯仰二自由度运动控制问题，②
三自由度运动控制问题。由于平台的欠驱动和非

线性等特点带来的挑战，当前 3 个通道的运动控

制问题研究成果较少，代表性结果见文献［4，7］。

面向模型的工程实用性，本章考虑设计基于 2-
DOF 线性化模型的线性二次型调节器（Linear 
quadratic regulator，LQR），以及基于内外环的 3 通

道 LQR 控制器。需要重点强调的是，这两个实例

主要用于说明本文建立的模型可指导基于模型的

控制器设计，控制器性能的对比和性能提升设计

并不是本文的关注重点。

3. 1　2-DOF控制设计　

对参数辨识结果进行分析，可以认为差力作

用项 fd 对系统偏航通道的控制效率远远低于合力

作用项 fs。因此，为便于控制设计忽略该项对偏

航通道的影响，认为偏航通道在运动中仅受合力

项及阻尼项的作用，根据模型（16）获得 2-DOF 的

模型，进而易整理成如下的状态空间形式：

Δẋ= AΔx+ BΔu （18）

式中：Δx= x- x *，x * = [ ψ*，ψ̇*，ε*，ε̇*，θ *，θ̇ * ] T
，

x= [ ψ，ψ̇，ε，ε̇，θ，θ̇ ] T
，Δu= u- u*。

采用前馈+反馈的控制器结构，由系统维持

稳态这一条件，确定前馈量 u*；利用线性二次型调

节器获得最优反馈增益 K，对应的二次型代价指

标如下：

J= 1
2 ∫

0

∞

( xT Qx+ uTRu) dt （19）

式中：Q和 R为正定矩阵，分别表征状态变量和输

入变量的加权矩阵。

　　考虑控制律：

Δu= -KΔx （20）
并代入（18）得到闭环系统：

Δẋ= (A- BK ) Δx （21）
相应地，针对实际系统的控制律为：

u= u* + Δu （22）
由状态反馈 LQR 控制器和直升机模型构成

的闭环系统结构如图 6 所示。这里需要注意的

是，整个控制器利用了三轴的实际角度和角速度

信息，而系统仅能通过编码器获取角度测量，无法

直接获取角速度信息。实验平台自带二阶导数滤

波器［6］：

F ( s)= w 2 s
s2 + 2ηws + w 2 （23）

以获得角速率的估计值 q̇̂，其中，s 为纯微分算子，

η > 0，w > 0 是可调参数，可以通过调节 w 实现

滤波器对不同频带信号的适应性。

3. 2　3-DOF控制设计

对于实际的飞行器，工程上在进行控制律设

计时，往往将位置环作为外环，姿态环作为内环。

对应该直升机实验平台，受实际飞行器内外环控

制结构的启发，这里设计图 7 所示的三通道控制

方案，升降和偏航控制环为外环，俯仰角跟踪为内

环（俯仰角作为偏航角的虚拟控制变量）。根据平

台的运动特性和动力学模型辨识结果，易发现偏

航通道受合力项 fs 的影响显著，即合力项 fs 的控

制效率高，为此这里忽略差力作用项（视之为干

扰）。在控制实验中升降通道一般设计在零点附

近运动，合力也基本稳定在一个固定值附近，结合

数学模型（16）中合力项的表述 b3 sin (θ) cos ( ε) fs

可知，在升降角和合力变化幅度很小的情况下，对

合力项产生显著影响的是俯仰角，在进行控制设

计时，考虑将俯仰通道作为实现偏航控制的内环

是合理的。

图 6　基于 LQR 的控制设计

Fig. 6　Control design based on LQR

图 7　3-DOF控制方案

Fig. 7　Control scheme of 3-DOF model
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整个系统仅给出外环的升降和偏航通道参

考，通过偏航通道控制器产生内环俯仰通道参考

信号，再结合前馈信号 uε
*、uθ

* 形成完整的控制信

号。角速率估计值由式（23）的导数滤波器获得，

升降通道和俯仰通道依然使用上述的 LQR 控制

器，偏航通道采用 PD 控制，内环俯仰通道的期望

形式为：

θ ∗ = K ψ
p (ψ∗ - ψ)+ K ψ

d ( ψ̇∗ - ψ̇̂) （24）

4 仿真与实验验证

本节将通过数值仿真和飞行实验来分别验证

在前面章节中得到的辨识模型和控制方案。其

中，一组仿真用于对比分析 SRB 和 MRB 模型的

差异，另一组仿真用来验证辨识模型是否准确地

刻画了直升机的运动特性。此外，基于辨识模型

设计的 2-DOF 和 3-DOF 控制器（22）~（24）也通

过仿真和实验来验证其有效性。

控制方案是在三自由度直升机实验装置上验

证的，该装置由控制系统和直升机本体组成（各组

件的连接关系见图 8）。控制系统包括运动控制板

卡和 PC 机（Pentium（R）Dual-Core CPU E6600 @
3. 06 GHz 3. 07 GHz； RAM 2 GB），该装置支持

基于 MATLAB R2012b/Simulink 来设计控制器。

安装在直升机三个转轴的编码器可以测量直

升机的姿态变化，其中升降和俯仰通道编码器精

度为 2 400 脉冲/转（角分辨率为 0. 002 6 rad），偏

航轴编码器精度为 4 800 脉冲/转（角分辨率为

0. 001 3 rad）。

4. 1　SRB模型与 MRB模型对比　

为了清晰具体地对比两种模型对平台运动特

性的描述的准确性，下面通过搭建仿真来比较这

两种模型和真实平台的角度响应结果。该实验重

点关注 SRB 模型与 MRB 模型对实际物理系统的

表征差异，因此，这里仅简易对比两种数值模型的

仿真结果，并与实验数据对比。模型参数的准确

性不作为本节要点，将在下一节中对辨识参数进

行验证。两个系统初始状态均处于零点，仿真和

实验中电压的输入信号如图 9 （a）所示，得到的角

度响应结果对比如图 9 （b）~（d）所示。

观察开环系统的输出变化与原实验数据的差

异。图 9 （b）中当拉力差 fd 的方向发生改变时，

图 8　三自由度直升机实验装置结构

Fig. 8　Structure of 3-DOF helicopter experimental 
setup

图 9　SRB/MRB模型对比结果

Fig. 9　Model comparison of SRB and MRB
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SRB 模型的偏航通道响应有较大延迟，MRB 模

型响应时间和实验基本一致，但偏航角的整体变

化趋势仍然存在差异。由图 9 （c）可以观察出

SRB 模型的升降角响应明显不符合平台的特性。

在图 9 （d）中，MRB 模型的俯仰角能捕捉到

俯仰通道的部分特性；SRB 模型的俯仰角完全不

符合实验俯仰角的变化趋势。通过实验数据对比

可以明显看出，MRB 模型比 SRB 模型更准确地

刻画了真实直升机平台的运动特性，但 MRB 模

型的响应与实际系统的响应仍有较大差异，仍需

要辨识。

4. 2　MRB辨识模型验证　

不同于 4. 1 节中的对比，这里借助 2. 2 节中

动力学模型参数辨识的结果修正 MRB 模型，以

验证参数重新辨识后的模型是否更准确地刻画了

系统的真实运动特性。这里分别在仿真和实验中

给予与 4. 1 节中相同的输入信号，观察两组系统

在相同激励条件下与实验数据的拟合程度，获得

的响应对比结果如图 10 所示。从图中可以看出，

在同样输入信号下，与参数未辨识的 MRB 模型

相比，参数辨识后的 MRB 模型的响应更贴合实

际实验平台的响应。同时，也观察到，在该实验条

件下，俯仰通道在振荡减轻后还依然存在幅值下

降的现象，这主要是由外界干扰及电机响应不稳

定造成的，且偏航通道受到俯仰通道响应波动的

影响。偏航通道的 MRB 模型响应结果也与实际

实验平台的响应存在一定差距，但相比辨识前，辨

识后的模型对物理平台特性的刻画精度已大大

提高。

4. 3　控制器仿真及实验验证　

分别考虑实现升降-俯仰 2-DOF 运动控制和

3-DOF 运 动 控 制 ，系 统 验 证 包 括 MATLAB 
R2019a /Simulink 环境下的仿真验证及三自由度

直升机平台-MATLAB R2012b/Simulink 环境下

的实物验证。仿真及实验条件设置如下。

实验一（升降-俯仰 2-DOF 运动控制）

升降和俯仰通道参考信号分别为

ε* = 4π sin (0.1πt ) /180 rad
θ * = [5π + 2π sin (0.2πt ) ] /180 rad

（25）

加 权 矩 阵 设 为 Q= diag (180，10，400，1)，
R= diag (1，1)，使用 MATLAB 中的 LQR 函数计

算出状态反馈矩阵

K= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú  12.929    7.125 -0.112 -0.007

-0.096 -0.068   15.773    2.567
（26）

直 升 机 初 始 位 置 为 ε (0)= -0. 545 rad，
ψ (0) = 0，系 统 跟 踪 仿 真 及 实 验 效 果 如 图 11 
（a）（b）所示。

实验二（3-DOF 运动控制）

升降和偏航通道参考信号分别为

ì
í
î

ε* = 4π sin (0.1πt ) /180 rad
ψ* = 8πt/180 rad

（27）

偏航通道作为外环产生俯仰通道控制指令，

因此，仅需对升降-俯仰两个通道做 LQR 设计，令

偏 航 通 道 的 控 制 增 益 为 K ψ
p = 1. 8，K ψ

d = 0. 2。
LQR 加权矩阵及升降-俯仰双通道模型与实验一

相同，因此，计算出状态反馈矩阵也与式（26）一

致。平台的初始状态与实验一相同，实验结果如

图 11 （c）（e）所示。

图 10　MRB辨识模型角度响应结果

Fig. 10　Angle response results of MRB identification
model
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实验跟踪误差均值如表 2 所示。可以看出，

升降和俯仰通道的误差均处在编码器精度 10 倍

以内或附近，具有较高的控制精度。偏航通道维

持长时间的大机动，且受俯仰通道耦合影响产生

较大稳态误差，但相比期望轨迹仍然保持了较强

的跟踪能力。通过简单的前馈+反馈控制结构，

2-DOF 和 3-DOF 的运动控制均实现了较好的效

果，验证了上述建模方法与辨识结果的准确性与

工程实用性。

5 结束语

作为机器人先进运动规划与鲁棒控制技术验

证的理想平台，三自由度直升机一直缺乏系统完

整的动力学模型。这给相关研究带来至少三方面

的影响：① 仿真结果和实验结果的差异往往很

大，而且很难定位其具体原因；② 由于模型精度

有限，基于模型的规划与控制算法的潜能难以发

挥；③ 多种模型不确定因素的存在，会影响准确

评价鲁棒规划与控制方法对特定不确定因素的适

应性。

对此，本文不关注控制器设计与规划算法的

创新，而是针对国产低成本的固高三自由度直升

机平台，旨在提供一套开源的、系统的、全面的，且

精度得到实验验证的动力学模型与执行机构模

型，以弥补这一方面的研究不足。在建模方面，本

文从多刚体系统建模的新视角，基于拉格朗日法

建立该平台的三刚体（多连接体）模型，并借助耦

合系统参数辨识技术，获得了修正后的模型参数，

经过模型分析与对比实验，验证了参数修正后的

三刚体模型更准确地刻画了平台的运动特性。此

外，基于线性化的辨识模型，设计并实验验证了简

单的“前馈+LQR 反馈”角轨迹跟踪控制器，获得

了较高精度水平的跟踪控制效果，该精度水平可

作为其他高精度控制算法的对比对象。
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