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基于预条件广义逐次超松弛迭代法的
数值格林函数计算方法

徐杨杨,商耀达,孙建国
吉林大学地球探测科学与技术学院,长春　１３００２６

摘要:为了改善Born散射级数解决地震强散射问题时的收敛性,将带有虚部分量的复波数格林函数

引入到求解格林函数 Lippmann–Schwinger(L S)积分方程数值解的广义逐次超松弛迭代法中,弱化格

林函数的奇异性.引入预条件算子降低系数矩阵的条件数,加速迭代级数的收敛速度,给出了复波数L S
方程的预条件广义逐次超松弛(preconditionedgeneralizedsuccessiveoverＧrelaxation,PreＧGSOR)迭代格

式.通过数值分析和收敛性分析重新选取合适的衰减因子和预条件算子,得到了满足地震强散射条件的

收敛Born级数,并将其用于地震强散射问题中数值格林函数的计算.数值结果表明:复波数 L S方程

PreＧGSOR迭代法可以得到与实波数 L S方程直接法相匹配的数值模拟结果;复波数 L S方程 PreＧ
GSOR迭代法系数矩阵条件数在高频时仅为原系数矩阵条件数的１０％,相同迭代次数下归一化收敛残差

可降低３个数量级以上,且对高频适应性强,可有效改善实波数 L S方程广义超松弛迭代法在强散射介

质中的收敛停滞问题.
关键词:地震散射波场;格林函数;广义超松弛迭代;预条件算子
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APreconditionedGeneralizedSuccessiveOverＧRelaxationIterativeMethod
fortheNumericalGreen’sFunctionMethod

XuYangyang,ShangYaoda,SunJianguo
CollegeofGeoExplorationScienceandTechnology,JilinUniversity,Changchun１３００２６,China

Abstract:Bornscatteringseriesisoftenlimitedby weakscatteringassumptionswhensolving



stronglyseismicscatteringproblems,resultinginslowconvergenceordivergence．Asimpleandeffective
wayistoimprovetheiterativealgorithmusingnumericalanalysis．Onesuchmethodisthegeneralized
successiveoverＧrelaxation (GSOR)iterative method,whichcanbeappliedtosolvetheLippmannＧ
Schwinger(L S)equationandobtainthedesiredconvergentBornscatteringseries．However,in
stronglyheterogeneous media,the GSORiterative method mayalsofacethechallengeofslow
convergencespeedwhilecalculatingthehighＧfrequencyGreen’sfunction．Inthispaper,thecomplex
wavenumberGreen’sfunctionisutilizedwiththeGSORiterativemethodtonumericallysolvetheL S
equationoftheGreen’sfunction．Thecomplex wavenumberhasimaginarycomponentsthatenable
localizingtheenergyofthebackgroundGreen’sfunctionandexponentialdecay,reducingthesingularity
ofthebackgroundGreen’sfunction．Toreducetheconditionnumberofthecoefficientmatrix,we
furtherintroducethepreconditioningoperatorandprovideapreconditionedgeneralizedsuccessiveoverＧ
relaxation(PreＧGSOR)iterationformat．Theconvergentiterationseriesisobtainedbyselectingan
appropriatedampingfactorandpreconditioningoperator．Thenitisusedtocalculatethenumerical
Green’sfunctionintheseismicstronglyscatteringmedia．NumericalresultsindicatethatthePreＧGSOR
iterationmethodforthecomplexwavenumberL Sequationscanproducesimulationresultsconsistent
withthoseobtainedbydirectmethodsforrealwavenumberL Sequations．Theconditionnumberofthe
coefficientmatrixinthePreＧGSORiterativemethodforthecomplexwavenumberL Sequationisonly
１０％oftheoriginalconditionnumberathighfrequencies．Underthesamenumberofiterations,the
normalizedconvergenceresidualobtainedbythismethodcanbereducedbymorethanthreeordersof
magnitude．The new method exhibitslowerconvergence error,betterconvergence,and strong
adaptabilitytohighfrequencies,effectivelymitigatingtheconvergencestagnationproblemencountered
bythegeneralizedoverＧrelaxationiterativemethodfortherealwavenumberL Sequationinstrongly
scatteringmedia．

Keywords:seismicscatteringwavefield;Green’sfunction;generalizedoverＧrelaxationiteration;

preconditioningoperator

０　引言

格林 函 数 的 表 示 和 计 算 通 常 是 实 现 基 于

Kirchhoff型、Born型等积分方程地震正反演与偏

移成像方法的核心,格林函数表示方法不同则可得

到不同的正反演与成像方法[１].常用的计算格林函

数的方法主要有基于渐近射线理论的方法[２９]、基于

微分算子的纯数值方法[１０１４]和基于散射理论的方

法[１５２０]等.渐近射线理论以波动方程的高频近似

假设为前提,利用零阶几何射线理论或高斯波束叠

加等波场高频表示来近似格林函数,即高频渐近格

林函数[６].对于与地震波长相比较大的光滑模型,
渐近射线理论非常有效,具有运算效率高、可控性好

的优点,但渐近射线理论认为只有一次反射才是有

效信号,无法利用多次反射、绕射及散射等波动现象

所携带的有效信息[１].而纯数值方法和散射理论均

可以用于计算包含完整波形的格林函数.相比于纯

数值方法,散射理论具有更高的计算效率[１８].
基于散射理论表示格林函数时,通常将描述散

射问 题 的 Helmholtz 方 程 转 化 为 Lippmann –

Schwinger(L S)积分方程,如果利用迭代法来求

解L S方程则可以得到广泛使用的 Born散射级

数.然而,Born级数仅在小散射体或弱散射的情况

下收敛;在强散射介质中,通常需要对散射级数进行

某种重 整 化 来 得 到 收 敛 的 Born 级 数[２１２３].Wu
等[１６]利用 DeWolf近似实现了地震波散射级数的

重整化,同时利用单向波传播算子的屏近似算子进

行双域计算,实现了中等速度扰动强度下的前向散

射波场计算.Jakobsen[２１]将量子物理学中的重整

化理论引入到地震散射波场的正演模拟中,利用 T
矩阵(传输矩阵)传播算子重新表示 L S方程并得

到了关于 T矩阵的迭代级数,从而改善了散射级数

的收敛性.Jakobsen等[１８]将 T矩阵传播算子引入

到格林函数表示的 DeWolf散射级数中,给出了重
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整化后的 DeWolf级数,并将利用重整化 DeWolf
级数计算得到的格林函数应用于强散射介质的正演

模拟中.同时,Jakobsen等[２４]将利用 T 矩阵重整

化后的DeWolf级数应用于全波形反演中,并通过

基于散射路经矩阵的域分解技术来加速反演计算,
得到了较好的反演效果.为了进一步改善Born级

数的收敛性以处理强散射问题,Jakobsen等[２５２６]基

于重整化群理论推导出了重整化的散射级数解,该
级数解在非均匀性较强的散射体介质中显示出了较

好的收敛性;并利用重整化群和同伦延拓方法导出

了L S方程的新散射级数解,该解在任意大的对

比体积(扰动)下保证收敛.Huang等[１９]基于多重

散射理论、高斯波束和非线性Born近似,提出了用

于地下速度重建的逆散射方法.该方法是一种新的

Born迭代逆散射方法.Osnabrugge等[２７]为改善强

光学散射中Born级数的收敛性,引入了带虚部分量

的复背景格林函数,得到了复波数 L S方程的

Born级数,并选取合适的对角预条件算子进一步加

快Born散射级数的收敛.在 Osnabrugge等的工

作基础上,Huang等[２８]直接利用复波数 L S方程

得到的收敛Born散射级数来处理地震散射问题,并
从重整化角度重新阐释了 Osnabrugge的收敛Born
级数,通过数值算例验证了该方法在强扰动散射介

质地震波场正演模拟中的适用性.徐杨杨等[２９３０]

将解决强光学散射问题的广义超松弛迭代方法用于

计算L S方程的数值解,通过分析该算法在反射

地震条件下的适用性和收敛性得到了收敛的迭代级

数解.但该方法在强速度扰动介质的情况下,当频

率较高时,迭代级数收敛速度较慢,难以在有限的迭

代次数内得到满足收敛误差的数值解.
为了改善广义超松弛迭代法求解 L S方程时

迭代级数高频收敛速度慢的问题,本文在背景波数

中引入虚部分量并将带虚部分量的复波数背景格林

函数引入到格林函数L S方程的广义逐次超松弛

(generalizedsuccessiveoverＧrelaxation,GSOR)迭
代算法中;同时引入预条件算子来降低离散系数矩

阵的条件数,进一步改善数值迭代级数的收敛性.
通过分析衰减因子和预条件算子对数值格林函数解

的影响,选取合适的衰减因子和预条件算子,给出适

应地震任意散射强度的收敛迭代级数解,并将该方

法用于地震强散射问题中高频数值格林函数的计

算.

１　格林函数L S方程

１．１　格林函数实波数L S方程

频率域中标量波动方程格林函数满足如下

Helmholtz方程:

Ñ２G(x,x′)＋
ω２

v２(x)G
(x,x′)＝－δ(x－x′).

(１)
式中:G(x,x′)为格林函数,表示单位点源x′到场

点x 的波场(地下空间点x′,x∈RRD ,RRD 为线性向

量空间,D 为所处理问题的维数);ω 为角频率;

v(x)为地震波传播速度;δ(x－x′)为x′点处激发

的点脉冲源.
将波速v(x)表示为背景速度v０(x)与一个扰

动的叠加,并定义速度扰动O(x)＝v２
０(x)/v２(x)－

１,则式(１)可以写为

Ñ２G(x,x′)＋
ω２

v２
０(x)G

(x,x′)＝

　－δ(x－x′)－ω２ O(x)
v２

０(x)G
(x,x′). (２)

式(２)等号右端为等效源.背景格林函数G(０)(x,

x′)满足

Ñ２G(０)(x,x′)＋k２
０G(０)(x,x′)＝－δ(x－x′).

(３)
式中,k０＝ω/v０(x),为背景波数.当背景介质为

均匀介质时,G(０)(x,x′)的解析表达式为

G(０)(x,x′)＝

exp(ik０ x－x′ )
４πx－x′

,x′,x ∈RR３;

i
４H(１)

０ (k０ x－x′ ),x′,x ∈RR２;

i
２k０

exp(ik０ x－x′ ),x′,x ∈RR１.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(４)
式中,H(１)

０ 为第一类零阶 Hankel函数.应用表示

定理,可以得到由格林函数表示的L S方程:

G(x,x′)＝G(０)(x,x′)＋

　 k２
０∫
Ω

G(０)(x,x″)O(x″)G(x″,x′)dx″ . (５)

式中,Ω 为O(x″)≠０的散射区域(x″∈Ω ).
将线性积分算子与Dirac函数兼容,式(５)的连

续矩阵乘积形式[１８]为

G(x,x′)＝G(０)(x,x′)＋

∫
Ω
∫

Ω

G(０)(x,x″)V(x,x″)G(x″,x′)dxdx″ . (６)
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其中,

V(x,x″)＝k２
０O(x)δ(x－x″). (７)

１．２　格林函数复波数L S方程

对方程(２)左右两端同时加上iεG(x,x′)(衰
减因子ε＞０),得到

Ñ２G(x,x′)＋
ω２

v２
０(x)G

(x,x′)＋iεG(x,x′)＝

－ω２ O(x)
v２

０(x)G
(x,x′)－δ(x－x′)＋iεG(x,x′).

(８)

定义复背景波数k
^

０＝ ω２/v２
０(x)＋iε＝ k２

０ ＋iε ,

相应地,复散射位O
^(x)＝ω２O(x)/v２

０(x)－iε.基

于表示定理,可以得到格林函数表示的复波数L S
方程:

G(x,x′)＝G
^(０)(x,x′)＋

　∫
Ω

G
^(０)(x,x″)O

^(x″)G(x″,x′)dx″ . (９)

式中,G
^(０)(x,x′)为复波数背景格林函数.复波数

L S方程(式(９))与实波数L S方程(式(５))在数学

上等价,但在数值分析上并不等效.G
^(０)(x,x′)满足

Ñ２G
^(０)(x,x′)＋k２̂

０G
^(０)(x,x′)＝－δ(x－x′).

(１０)

相应地,在均匀背景介质中,G
^(０)(x,x′)的解析表

达式为

G
^(０)(x,x′)＝

exp(ik
^

０ x－x′ )
４πx－x′

,x′,x ∈RR３;

i
４H(１)

０ k
^

０ x－x′( ) ,x′,x ∈RR２;

i

２k
^

０

exp(ik
^

０ x－x′ ),x′,x ∈RR１.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(１１)

当k
^

０ 含有正的虚部分量时,Helmholtz方程的

基本解格林函数G
^(０)(x,x′)随距离呈指数衰减,使

得背景格林函数的总能量有限,而虚部分量iε 带来

的能量损失由散射位O
^(x)的虚部分量来补偿,这

使得 Helmholtz方程的解保持不变.复背景波数虚

部分量iε的物理意义为:波在背景介质中传播是有

能量损耗的,而这种能量损耗由散射位通过等量增

益来补偿.

２　复波数L S方程的预条件广义逐次超松

弛迭代

　　根据格林函数表示的 L S方程的矩阵连乘形

式(式(６)),其算子形式[１８]可以表示为

G＝G(０)＋G(０)VG. (１２)
式中,G、G(０)、V 分 别 为G (x,x′)、G(０)(x,x′)、

V(x,x′)的矩阵算子表示.定义矩阵算子L＝I－
G(０)V (I为单位矩阵算子),并引入连续可逆算子C
和有界线性算子B,式(１２)的广义迭代格式[２９,３１]为

Gn ＝C－１[(C－BL)Gn－１＋BG(０)],

∀G０ ∈L２(Ω), (１３)
或

Gn ＝(I－C－１BL)Gn－１＋C－１BG(０)＝
Gn－１＋C－１B(G(０)－LGn－１)＝

Gn－１＋C－１Brn－１. (１４)
式中:n 为 迭 代 次 数;L２(Ω)为 完 备 内 积 空 间

(Hilbert空间);残差向量r０ ＝G(０) －LG０,rn ＝
G(０)－LGn .构造合适的算子C 和B,使得谱半径

ρ(I－C－１BL)＜１,则 L S方程的广义迭代格式

(式(１３)(１４))收敛.这里线性可逆算子C 相当于

预条件算子[２９].
当C－１＝I,B＝αnI(αn 为松弛因子)时,则得

到GSOR迭代格式[２９].其中αn 通过在迭代过程中

最小化残差向量范数 ‖rn‖ 得到[２９,３２].考虑G０＝
G(０) 时的第n 次迭代结果,取

αn ＝∫rn－１Lrn－１dx

∫Lrn－１Lrn－１dx
＝

(rn－１,Lrn－１)
‖Lrn－１‖２

, (１５)

使 ‖rn‖ 在 Hilbert空间中极小.相应地,在背景

波数中引入虚部分量iε 后,复波数 L S方程的算

子形式可以表示为

G＝G
^(０)＋G

^(０)V
^
G. (１６)

式 中,G
^(０)、V

^ 分 别 为 G
^(０)(x,x′)、V

^(x,x″)＝

O
^(x)δ(x－x″)的矩阵算子表示.复波数L S方

程的广义迭代格式可以表示为

Gn ＝C－１[(C－BL
^)Gn－１＋BG

^(０)],

∀G０ ∈L２(Ω), (１７)
或
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Gn ＝(I－C－１BL
^)Gn－１＋C－１BG

^(０)＝

Gn－１＋C－１B(G
^(０)－L

^
Gn－１)＝

Gn－１＋C－１Br̂n－１ . (１８)
其中:

r
^

０ ＝G
^(０)－L

^
G０ ;

r
^

n ＝G
^(０)－L

^
Gn ;

L
^

＝I－G
^(０)V

^ .
对于复波数 L S方程的广义迭代格式(式

(１８)),若C－１＝γo＝
i
εV

^(γo 为预条件矩阵算子),

B＝I,则可以得到 Osnabrugge等[２７]给出的强光学

散射条件下的散射级数:

Gn ＝(I－γoL
^)Gn－１＋γoG

^(０)＝

Gn－１＋γo(G
^(０)－L

^
Gn－１)＝

Gn－１＋γor̂n－１. (１９)
即

Gn ＝Gn－１－γo[Gn－１－(G
^(０)V

^
Gn－１＋G

^(０))].
(２０)

若C－１＝γ (γ 为任意预条件矩阵算子),B＝α̂nI,
则可以得到预条件广义逐次超松弛(preconditioned
generalizedsuccessiveoverＧrelaxation,PreＧGSOR)
迭代格式:

Gn ＝(I－γα̂nL
^)Gn－１＋γα̂nG

^(０)＝

Gn－１＋γα̂n(G
^(０)－L

^
Gn－１)＝

Gn－１＋γα̂nr̂n－１, (２１)
或

Gn ＝Gn－１－γα̂n[Gn－１－(G
^(０)V

^
Gn－１＋G

^(０))].
(２２)

此时,

α̂n ＝∫r̂n－１L
^
r̂n－１dx

∫L
^
r̂n－１L

^
r̂n－１dx

＝
(r̂n－１,L

^
r̂n－１)

‖L
^
r̂n－１‖２

. (２３)

在迭代计算中,矩矢相乘的运算量用时比重最

大.根据标量格林函数具有平移不变性及非方向

性,由背景格林函数离散生成的矩阵为二重 Toeplitz
矩阵.根据系数矩阵的分块 Toeplitz结构,只需要存

第一列(第一行)元素即可生成整个矩阵,并且可以利

用二维快速傅里叶变换(fastfouriertransform,FFT)
来加速迭代级数计算中的矩矢乘积[３０].

由于复波数背景格林函数随距离衰减带来的能

量损失需由复散射位的虚部分量来补偿,才能使得

复波数L S方程的解与原 L S方程的解保持不

变.因此,在地震勘探尺度和强速度扰动介质条件

下,采用PreＧGSOR 方法求解复波数 L S方程计

算数值格林函数时,有必要对衰减因子和预条件算

子对数值格林函数解的影响进行详细分析,进而选

取合适的衰减因子和预条件算子,以得到地震强散

射条件下的数值格林函数解.

３　衰减因子对数值格林函数解的影响

下面通过给定不同的衰减因子来计算２D复波

数背景格林函数,并分析它对复波数 L S方程数

值解的影响.
根据式(１１),设计v０＝３０００m/s的均匀介质模

型,模型大小为３．０km×３．０km ,频率为２０Hz,源
点位置x′＝(１５００m,０m),分别计算ε＝０,０．０５时

２D均匀介质中的复波数背景格林函数.此时,背景

格林函数振幅随距离的衰减曲线如图１所示,２D均

匀介质中的背景格林函数如图２所示.从图１和图

２中可以看出,在地震勘探尺度上,背景速度和频率

给定后(k０为常数),当ε＝０．０５时背景格林函数的

能量就已经出现明显的衰减现象.

　　分析 Osnabrugge等[２７]给出的衰减因子选取原

则:

a．实部;b．虚部.

图１　均匀介质复波数背景格林函数振幅衰减曲线

Fig．１　 Amplitude decaycurvesofcomplex wavenumber

backgroundGreen’sfunctioninhomogeneousmedia
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a．实部(ε＝０);b．实部(ε＝０．０５);c．虚部(ε＝０);d．虚部(ε＝０．０５).

图２　２D均匀介质中复波数背景格林函数

Fig．２　ComplexwavenumberbackgroundGreen’sfunctionin
２Dhomogeneousmedia

ε≥ maxx k２(x)－k２
０ ＝

maxxk２
０ O(x)＝k２

０ O max. (２４)
式中,O max 为O(x)在所有空间点上的最大绝对

值.取v０＝１５００m/s、v＝４４８２m/s的强散射介

质,模型大小为３．０km×３．０km ,频率为２０Hz,源
点 位 置 x′ ＝ (１５００ m,０ m),分 别 计 算

ε＝０．０５k２
０ O max 和ε＝k２

０ O max 时的复波数背景

格林函数.此时,背景格林函数振幅随距离的衰减

曲线如图３所示,２D强散射介质中的背景格林函数

如图４所示.从图３和图４中可以看出,当ε＝
k２

０ O max 时,其能量在源点附近迅速衰减.

a．实部;b．虚部.

图３　强散射介质中复波数背景格林函数振幅衰减曲线

Fig．３　 Amplitude decaycurvesofcomplex wavenumber
backgroundGreen’sfunctioninstronglyscattering
media

a．实部(ε＝０．０５k２
０|O|max );b．实部(ε＝k２

０|O|max );c．虚部

(ε＝０．０５k２
０|O|max );d．虚部(ε＝k２

０|O|max ).

图４　２D强散射介质中的复波数背景格林函数

Fig．４　ComplexwavenumberbackgroundGreen’sfunctionin
２Dstronglyscatteringmedia

　　根据复波数 L S方程(式(９))及其离散线性

方程组(式(１６))可以看出,背景格林函数中引入虚

部分量iε后带来的能量损失需由复散射位中的虚

部分量以算子相乘的形式来补偿.因此,复波数背

景格林函数在模型空间有效计算区域内必须满足

|G
^(０)(x,x′)|min ＞Θ (Θ 表示浮点数０,数据类型

float型Θ＝１．０×１０－６ ,double型Θ＝１．０×１０－１５ ).
如此,当背景格林函数与复散射位生成的矩阵算子

相乘时在相应的空间计算点上矩阵元素才有效,由
虚部分量iε 带来的能量损失才能够得到补偿.对

于地震强散射介质,在计算频率较高或模型尺度较

大时,选取 Osnabrugge等[２７]给出的衰减因子,背景

格林函数能量衰减过快,导致背景格林函数的能量

损失无法得到补偿,复波数 Helmholtz方程得到的

格林函数数值解无法保证与原方程解相等.
本文在 Osnabrugge等[２７]研究的基础上,保留

衰减因子与速度扰动之间的关系,通过引入常数

a 来给出地震勘探尺度下衰减因子的选取原则:
ε＝ak２

０ O max(０≤a ＜１．０). (２５)
下文通过数值算例测试不同参数a的选取对迭

代级数收敛性和解的影响,给出合适的参数a ,使
得在所有计算频率上,有效模型空间点上复波数背

景格林函数 G
^(０)(x,x′)＞Θ .

４　对角预条件算子对系数矩阵的影响

对于强散射介质,采用迭代方法求解 L S方
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程离散后的线性方程组时,随着频率变大,往往收敛

速度会停滞不前甚至出现发散.广义超松弛迭代法

虽然能保证迭代级数的收敛性,但在求解高频格林

函数数值解时,仍然难以在有限的迭代次数内获得

满足收敛误差的解[２９].
对于任意线性方程组Au＝f ,其数值解u~ 与精

确解u 的相对误差与残差向量r和系数矩阵条件数

满足以下关系[３３]:

‖u~ －u‖
‖u‖ ≤cond(A)‖r‖

f
;

r＝f－Au~.

ì

î

í

ïï

ïï

(２６)

当利用迭代法求解线性方程组时,对于条件数比较

大的系数矩阵,即便残差已经很小,也难以得到满足

精度的数值解,因此,有必要通过选取合适的预条件

算子,使方程组的系数矩阵具有更好的频谱(特征

值)或较小的条件数,来改善广义超松弛迭代法收敛

性.
下面通过分析 Osnabrugge等[２７]给出的预条件

算子C－１＝γo＝
i
εV

^对系数矩阵的作用,进一步给出

符合地震勘探尺度下强散射介质的预条件算子选取

原则.将复波数L S方程的算子形式(式(１６))改
写为线性方程:

L
^
G＝G

^(０). (２７)
对式(２７)采用左侧预条件算子[３３],则等效方程组表

示为

C－１L
^
G＝C－１(I－G

^(０)V
^)G＝C－１G

^(０). (２８)
对 Osnabrugge等[２７]给出的预条件算子进行化简:

γo＝
i
εV

^
＝

i
ε

[k２
０O(x)－iε]＝１＋i

k２
０O(x)
ε

.

(２９)
当ε＝k２

０ O max 时,预条件算子为

γo＝１＋iO(x)
O max

. (３０)

从式(２８)可以看出,在系数矩阵L
^ 中对背景格

林函数离散矩阵G
^(０) 右乘复散射势对角算子V

^ ,相

当于对G
^(０) 的矩阵元素按列缩放.而预条件算子

γo 同样为对角矩阵算子,对L
^ 使用左侧预条件算子

γo ,其作用是对L
^ 进行按行缩放来平衡矩阵元素,

达到 改 善 系 数 矩 阵 条 件 数 的 目 的[３３]. 根 据

Osnabrugge等[２７]给出的预条件算子表达式,为了

保证收敛性,本文在其基础上引入常数b,进一步给

出地震尺度下预条件算子的表达式:

C－１＝γ＝１＋i O(x)
b O max

(b≥１．０). (３１)

下文通过数值算例测试不同参数b选取生成不

同对角预条件算子对迭代级数收敛性的影响,针对

不同的模型选取合适的参数b,并给出相应的预条

件算子.

５　数值实验

下面通过数值实验测试复波数 L S方程PreＧ
GSOR迭代法计算强速度扰动模型数值格林函数的

有效性,并分析其收敛特性和计算效率.L S方程

的数值离散采用弱奇异核的 Nyström 法,迭代求解

过程中采用FFT加速空间褶积计算,通过并行算法

获得所有频率下的数值格林函数,将得到的格林函

数应用于地震散射波场的正演模拟中.基于以上思

路,为了与精确数值解进行对比,并分析 L S方程

生成离散系数矩阵的数学性质,比较迭代法与直接

法的数值结果,设计模型尺度较小的强速度扰动单

体盐丘 模 型 和 重 采 样 的 SEG/EAGE(societyof
explorationgeophysicists/Europeanassociationof
geoscientists&engineers)盐丘模型,并主要测试

PreＧGSOR迭代法计算中高频率格林函数时的稳定

性和收敛性,最后分析快速算法在各种模型下存储和

计算效率的优势.数值实验环境:Linux操作系统,四
个物理 CPU,每个 CPU 为１６核,CPU 型号为Intel
(R)Xeon(R)Gold６１３０CPU ＠２．１０GHz.

５．１　单体盐丘模型

将复波数广义超松弛迭代算法应用于强速度扰动

的单体盐丘模型(图５).背景速度v０＝２０００m/s,盐

丘速度v＝４５００m/s,震源子波为主频１５Hz的雷

克子波,震源位置x′＝xs＝(３５０m,０m),检波器

置于z＝１０m 的界面上,空间采样间隔dx＝dz＝
１０m ,时间采样间隔为４ms.

　　对实波数L S方程离散后的线性方程组采用

直接法求解LG＝G(０) ,获得精确的数值格林函数

解.为了保证数值解的精确性,采用受系数矩阵特

征值(或条件数)影响较小的奇异值分解(singular
valuedecomposition,SVD)法来求解.复波数L S
方程生成的线性方程组采用PreＧGSOR迭代法求解

γL
^
G＝γG

^(０) .

２０７１ 　　吉 林 大 学 学 报(地 球 科 学 版)　　　　　　　　　　　　　　第５４卷　



图５　单体盐丘模型

Fig．５　Singlesaltdomemodel

　　表１给出了单体盐丘模型选取不同a 和b、满

足归一化残差r＝‖G
^(０)－L

^

Gn‖/‖G
^(０)‖ ＜１．０×

１０－６ 时所需要的迭代次数(设定最大迭代次数为

１０００).

表１　单体盐丘模型选取不同a、b对应的迭代次数

Table１　Numberofiterationsforvariousa andbofthe
singlesaltdomemodel

a b
f/Hz

２０ ３０ ４０ ５０ ６０

０．２

１．０ ２０７ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００

２．０ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００

３．０ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００

０．３

１．０ １７６ ２６７ ３４４ ３６６ ４３７

２．０ １６３ ＞１０００ ＞１０００ ＞１０００ ３４３

３．０ １８１ ４４３ ＞１０００ ＞１０００ ５９０

０．５

１．０ １７６ ２２６ ２６４ ＞１０００ ＞１０００

２．０ １４９ ２２４ ２７３ ２４５ ２０１

３．０ １７１ ３０８ ４４３ ３６１ ２３５

令a＝０．３,b＝１．０,即ε＝０．３k２
０ O max,γ＝１＋

i[O(x)/ O max],当频率为３０、５０Hz时,数值格

林函数解的实部和虚部如图６、图７所示.从图６、
图７中可以看出,对背景波数引入虚部分量并采用

PreＧGSOR迭代法来求解复波数L S方程,得到的

格林函数数值结果与原 L S方程的精确数值解

(SVD)具有较好的一致性.

　　绘制格林函数数值解归一化残差与迭代次数的

关系,对PreＧGSOR迭代法在中高频率的收敛性进

行分析.图 ８ 为频率为 ３０、５０ Hz时,采用 PreＧ
GSOR迭代法和 GSOR 迭代法得到的归一化残差

与迭代次数的关系曲线.显然,PreＧGSOR 迭代法

的初始迭代误差较小,即便在高频时也表现出了较

好的收敛性.

a．实部(SVD);b．实部(PreＧGSOR);c．虚部(SVD);d．虚部(PreＧ

GSOR).

图６　单体盐丘模型f＝３０Hz时的格林函数数值解

Fig．６　 Numericalsolution of Green’sfunction with a

frequencyof３０Hzforthesinglesaltdomemodel

a．实部(SVD);b．实部(PreＧGSOR);c．虚部(SVD);d．虚部(PreＧ

GSOR).

图７　单体盐丘模型f＝５０Hz时的格林函数数值解

Fig．７　Numericalsolution of Green’s function with a

frequencyof５０Hzforthesinglesaltdomemodel

　　将复波数L S方程的PreＧGSOR格林函数数

值解用于盐丘模型的散射波场计算,共７１道,道间

距１０m.图９、图１０分别为３０、５０Hz接收点处的

单频散射格林函数Gsg.从图９、图１０中可以看出,
对于强散射介质,复波数 L S方程 PreＧGSOR 迭

代法不仅具有较好的稳定性,并且与原 L S方程

的精确数值解(SVD)匹配程度较高.
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a．３０Hz;b．５０Hz.

图８　单体盐丘模型归一化残差 迭代次数的变化曲线

Fig．８　Curveofnormalizedresidualerrorwithnumberof
iterationsforthesignalsaltdomemodel

a．实部;b．虚部.

图９　单体盐丘模型f＝３０Hz时接收点处单频散射波场

Fig．９　Scatteredwavefieldatafrequencyof３０Hzforthe
signalsaltdomemodel

　　计算单频散射波场usg ＝s(ω)Gsg (s(ω)为震

源子波)并将所有频率的散射波场变换到时间域,即
可得到单炮记录.将数值结果与有限差分(finite
difference,FD)法得到的数值结果进行对比,结果

如图１１所示.从图１１中可以看出,复波数L S方

程PreＧGSOR法可以得到与 FD 相近的数值结果.
随机抽取第１０道和第３０道进行单道对比,结果见

图１２.从图１２中可以看出,两种数值方法获得的

单道信号相位和幅值均具有较好的一致性.

　　为进一步考察预条件算子的作用,计算系数矩

阵２范数条件数(cond(L)２ ＝‖L‖２‖L－１‖２ ＝
σmax(L)/σmin(L),σmax 和σmin 分别为系数矩阵L 的

最大和最小奇异值),并分析系数矩阵条件数随频率

a．实部;b．虚部.

图１０　单体盐丘模型f＝５０Hz时接收点处单频散射波场

Fig．１０　Scatteredwavefieldatafrequencyof５０Hzforthe
signalsaltdomemodel

a．FD法;b．复波数L S方程PreＧGSOR法.

图１１　单体盐丘模型单炮数值模拟结果

Fig．１１　Singleshotnumericalsimulationresultsforthesignal
saltdomemodel

a．第１０道;b．第３０道.

图１２　单体盐丘模型FD法与PreＧGSOR法单道对比

Fig．１２　SingletracecomparisonoftherecordsobtainedbyFD
mettodandPreＧGSORmethodforthesignalsaltdome
model
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的变化规律(表２).从表中２中可以看出:随着频

率的增加,原L S方程的系数矩阵L 的条件数不

断增大,对应的线性方程组变成病态方程组,这使得

计算高频数值格林函数时,迭代法收敛性变差、收敛

速度停滞不前,无法得到符合收敛误差的数值解;而

对复波数L S方程系数矩阵L
^ 使用左预条件算子

γ 后,得到的新系数矩阵γL
^ 条件数较小,并随计算

频率升高基本保持稳定,因此该方法可以有效改善

迭代级数的收敛性.

表２　单体盐丘模型不同频率下系数矩阵L与γL̂的条件数

Table２　ConditionnumberofcoefficientmatrixLandγL̂at
differentfrequenciesforthesignalsaltdomemodel

系数矩阵
f/Hz

２０ ３０ ４０ ５０ ６０

L １７４．５２ ４１８．２２ ７２５．６３ １１４５．６８ １５７０．３９

γL̂ ５５．２９ ９１．７２ １１０．２３ １１５．０１ ９９．５５

５．２　SEG/EAGE盐丘模型

考虑更复杂的SEG/EAGE盐丘模型.为了与

直接法(SVD)求解实波数L S方程的数值解进行

对比,对SEG/EAGE盐丘速度模型进行重采样(图
１３),背景速度v０＝１５００m ,震源子波为主频１５Hz
的雷克子波,震源位置x′＝xs＝(９００m,０m),检
波器置于z＝０m 的界面上,迭代法空间采样间隔

为dx＝dz＝１０m ,时间采样间隔为４ms.

图１３　SEG/EAGE盐丘模型

Fig．１３　SEG/EAGEsaltdomemodel

　　同样,对实波数 L S方程离散后的线性方程

组采用SVD求解LG＝G(０) ,对复波数L S方程生

成的线性方程组采用PreＧGSOR迭代法求解γL
^
G＝

γG
^(０) ,来计算数值格林函数.

表３给出了选取不同a 和b、归一化残差满足

r＜１．０×１０－３ 时所需要的迭代次数(设定最大迭代

次数为３０００).从表３中可以看出,当参数a越大,
即衰减越强时,方程组的收敛性越好;但复波数系数

矩阵L
^ 和右端项G

^(０) 较原实波数的系数矩阵L 和

右端项G(０) 产生的扰动也相应变大,当系数矩阵L
的条件数过大时将会造成迭代数值解与精确数值解

之间的误差变大.
由于高频实波数系数矩阵条件数过大(表４),

等效方程组中系数矩阵和右端项的小扰动也会引起

解的误差增大.为了保证收敛性的同时得到有效的

数值 解,取ε ＝０．０３k２
０ O max,γ ＝１＋i[O(x)/

(８．０ O max)],当频率为３０、６０Hz时,SEG/EAGE
盐丘模型数值格林函数解的实部和虚部如图１４、图

１５所示.从图１４、图１５中可以看出,复波数 L S
方程PreＧGSOR迭代法得到的格林函数数值解与原

L S方程的精确数值解(SVD)之间的误差较小.

表３　SEG/EAGE盐丘模型选取不同a、b对应的迭代次数

Table３　NumberofiterationsforvariousaandboftheSEG/

EAGEsaltdomemodel

a b
f/Hz

２０ ３０ ４０ ５０ ６０

０．０２

１０．０ １１１１ ２２６４ ＞３０００ ＞３０００ ＞３０００

１２．０ １０９５ ２１７２ ＞３０００ ＞３０００ ＞３０００

１５．０ １０７９ ２０９３ ＞３０００ ＞３０００ ＞３０００

０．０３

５．０ １０９１ ２４１２ ＞３０００ ＞３０００ ＞３０００

８．０ ９７９ １９３１ ２７５８ ＞３０００ ２７１１

１０．０ ９６１ １８１７ ２５８２ ３０００ ２７０５

０．０５

３．０ １０８１ ２３７３ ＞３０００ ２７５７ １５３０

５．０ ８４１ １５６５ １９８０ １９３２ １３２５

８．０ ７７３ １３４１ １７９１ ２２９８ １５１３

表４　SEG/EAGE盐丘模型不同频率下系数矩阵L与γL̂的

条件数

Table４　ConditionnumberofcoefficientmatrixLandγL̂at
differentfrequenciesfortheSEG/EAGEsaltdome
model

系数矩阵
f/Hz

２０ ３０ ４０ ５０ ６０

L ２６００．０８ ６１５４．５７ １１１０７．６４ １６２９１．６８ ２２１４７．０３

γL̂ １３４４．３３ ２４１３．５６ ３２９５．６９ ３４０９．９７ ２７０９．５６
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a．实部(SVD);b．实部(PreＧGSOR);c．虚部(SVD);d．虚部(PreＧGSOR).

图１４　SEG/EAGE盐丘模型f＝３０Hz时的格林函数数值解

Fig．１４　NumericalsolutionofGreen’sfunctionwithafrequencyof３０HzfortheSEG/EAGEsaltmodel

a．实部(SVD);b．实部(PreＧGSOR);c．虚部(SVD);d．虚部(PreＧGSOR).

图１５　SEG/EAGE盐丘模型f＝６０Hz时的格林函数数值解

Fig．１５　NumericalsolutionofGreen’sfunctionwithafrequencyof６０HzfortheSEG/EAGEsaltmodel

　　选取特定频率,绘制格林函数数值解的归一化

残差与迭代次数的关系图.图 １６ 为频率为 ３０、

６０Hz时,复波数L S方程的PreＧGSOR迭代法和

实波数L S方程的 GSOR迭代法得到的归一化残

差与迭代次数的关系曲线.可以看出,相比实波数

L S方程的 GSOR 迭代法,复波数 L S方程的

PreＧGSOR迭代法具有更快的收敛速度.

　　将复波数L S方程PreＧGSOR得到的格林函

数数值解用于盐丘模型的散射波场计算,共１８１道,
道间距１０m.图１７、图１８分别为３０、６０Hz时,实
波数L S方程直接法(SVD)和复波数 L S方程

PreＧGSOR 迭代法得到的检波点处的单频散射波

场.从图１７、图１８中可以看出:当频率为３０ Hz
时,两种方法得到的数值结果基本一致,误差较小;
而当频率为６０Hz时,复波数L S方程PreＧGSOR
迭代法得到的数值解可能需要更多的迭代次数才能
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与实波数L S方程的精确数值解完全匹配.对于

强散射介质,复波数 L S方程 PreＧGSOR 迭代法

不仅具有较好的稳定性,并且在有限的迭代次数之

后与原L S方程的精确数值解(SVD)匹配程度较

高,可以在有限的迭代次数之内获得有效的数值格

林函数.

　　将所有频率的散射波场变换到时间域,得到单

炮记录,与FD法得到的数值模拟结果进行对比,结
果如图１９所示;随机抽取第１０道和第３０道进行单

a．３０Hz;b．６０Hz.

图１６　SEG/EAGE盐丘模型归一化残差 迭代次数的变化

Fig．１６　Curveofthenormalizedresidualerrorwiththe

numberofiterationsfortheSEG/EAGEsaltdome

model

a．实部;b．虚部.

图１７　SEG/EAGE盐丘模型f ＝３０Hz时接收点处的单频

散射波场

Fig．１７　Scatteredwavefieldatafrequencyof３０Hzforthe

SEG/EAGEsaltdomemodel

a．实部;b．虚部.

图１８　SEG/EAGE盐丘模型f ＝６０Hz时接收点处的单频

散射波场

Fig．１８　Scatteredwavefieldatafrequencyof６０Hzforthe

SEG/EAGEsaltdomemodel

a．FD法;b．复波数L S方程PreＧGSOR法.

图１９　SEG/EAGE盐丘模型单炮数值模拟结果

Fig．１９　SingleshotnumericalsimulationresultsfortheSEG/

EAGEsaltdomemodel

道对比,结果如图２０所示.从图１９、图２０中可以

看出,两种数值方法获得的单道信号相位和振幅仍

然具有较好的一致性.

从表４可以看出:随着频率的增加,系数矩阵L
的条件数不断增大,在频率６０Hz时,其条件数已经

超过了２．２×１０４,这使得计算高频数值格林函数时,

迭代法超过一定迭代次数之后,收敛残差几乎不再

减小,收敛速度停滞不前,无法在有限的迭代次数内

得到有效的数值解;而对复波数系数矩阵L
^ 使用左

预条件矩阵γ后,得到的新系数矩阵γL
^ 条件数较

小,可以有效改善迭代级数的收敛性质.
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a．第１０道;b．第３０道.

图２０　SEG/EAGE盐丘模型FD法与PreＧGSOR法单道对比

Fig．２０　SingletracecomparisonoftherecordsobtainedbyFD

methodandPreＧGSOR methodfortheSEG/EAGE

saltdomemodel

６　计算效率与内存分析

当地下介质比较复杂,如包含较大尺度的复杂

散射体且速度扰动更强时,积分方程法应用于此类

介质模型时需要在全空间中进行数值离散.格林函

数离散后的矩阵为N ＝NxNz 阶方阵,普通的微机

难以获取相应的栈内存来存储系数矩阵,且计算效

率不满足实际应用需求.通过分析背景格林函数离

散矩阵的分块 Toeplitz性质,可将其存储由O(N２)
降为O(N).另外,利用分块 Toeplitz矩阵与循环

矩阵的关系,可以利用二维FFT加速迭代过程中的

矩矢乘积运算,将矩矢乘积的计算复杂度由O(N２)
降低为O(NlogN).表５为单频数值格林函数计

算的平均 CPU 时间与单节点内存消耗.可以看

出,利用本文提出的快速算法来计算数值格林函数,
计算过程中占用的内存空间较小且计算效率较高,
为后续格林函数在散射波场的正演模拟和偏移成像

中的应用提供了有效的快速数值算法.

表５　单频数值格林函数CPU时间与内存消耗

Table５　 CPUtimeand memoryconsumptionforsingle

Green’sfunction

模型 CPU时间/s 单节点内存/MB

单体盐丘 ８ ９１

SEG/EAGE盐丘 ３０ ３２１

７　结论

１)本文提出一种预条件广义逐次超松弛迭代法

求解复波数L S方程的格林函数数值模拟方法,
有效改善了强散射介质下广义超松弛迭代级数的收

敛性.

２)通过分析衰减因子和对角预条件算子格林函

数数值解的影响,给出了反射地震条件下衰减因子

和预条件算子的选取原则.

３)利用复背景格林函数离散矩阵的块 Toeplitz
性质,可将内存由O(N２)降为O(N),迭代计算中

矩阵向量乘积的计算复杂度由由 O(N２)降低为

O(NlogN).

４)将复波数L S方程的预条件广义逐次超松

弛迭代法应用于强散射介质下高频数值格林函数的

计算及散射波场正演模拟中,得到与实波数 L S
方程直接法相一致的格林函数数值解.

综上,本文实现了强散射介质格林函数和散射

波场的快速数值模拟,为后续进行３D 全波场数值

模拟和反演成像方法的研究坚定了基础.
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