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摘 要： 针对非线性严反馈系统存在不匹配扰动的情况， 开发了一种自适应精确跟踪控制策略。该策略确保

了跟踪误差不再仅仅收敛到原点附近的小范围内， 而是能够精确地收敛到零。同时， 为了降低算法设计的复

杂性， 将不匹配扰动及虚拟控制器的微分项整合到一个多项式中， 并对其进行上界估计， 然后在控制器设计

中进行相应的补偿。一旦跟踪误差偏离原点， 相应的控制策略就会立即被激活， 使跟踪误差沿原点滑动， 从
而实现精确的跟踪控制。最终， 利用Lyapunov稳定性理论证明了闭环系统的稳定性， 并确认闭环系统的所

有信号都是有界的。仿真实验结果进一步验证了所提方法， 显示跟踪误差能够精确地收敛到零， 同时闭环系

统的所有信号均表现出半全局一致最终有界的特性。
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0　引　言

近几十年来， 线性和非线性理论取得了重大

进展［1‐3］。在受控系统的初步探索阶段， 研究者们

通常事先假定模型未知或不确定满足部分已知的

先验知识。Zhang 等［3］针对切换非线性系统在外

部扰动和输入饱和同时存在的情况， 提出了自适

应模糊命令滤波控制， 解决了被控系统的性能约

束。当缺乏先决条件时， 控制方法会陷入困境。

为了突破这一局限， 并超越先前的知识约束， 自
适应反步方法被提出， 该方法能够使非线性系统

具备重新配置为三角形结构的能力， 从而实现更

为灵活和有效的控制［4‐5］。

设计自适应反步控制器往往包含对子系统的

虚拟控制设计。随着系统阶数的不断攀升， 虚拟

控制的推导过程需要反复迭代计算， 进而导致计

算量剧增， 控制器设计的复杂性也呈现出指数级

上升的趋势。一般来说， 动态面控制方法［6‐7］和命

令滤波方法［8‐9］常被用来解决反复微分带来的计算

爆炸问题。基于动态面技术， Chu等［7］设计了一种

具有双隐层循环神经网络结构的全调节神经网

络， 并基于此结构提出了一种自适应全局滑模控

制器， 适用于一类动态系统。Wei等［9］则基于命令

滤波器的自适应模糊有限时间输出反馈控制方

法， 用于具有输入饱和的状态受限非线性系统。

虽然上述方法可以较好地解决计算爆炸问题， 但
跟踪误差仅收敛到一个小的邻域， 而不是精准收

敛到零。

此外， 干扰作为一个不可忽视的关键因素， 
存在于整个被控过程中， 对被控系统的性能构成

显著影响［10］。为了有效消除未知干扰带来的影

响， 研究并开发了非线性干扰观测器［11-14］。这种

方法旨在减轻干扰的影响， 从而提高被控系统的

鲁棒性和整体性能。其中， 针对外部干扰下的飞

机编队控制问题， Shao等［12］提出了一种分布式编

队跟踪控制方法。随后， He等［14］研究了内力与位

置控制的复杂问题， 提出基于扰动观测器的径向

基函数神经网络控制方案， 旨在精确估计未知参

数、 近似输入饱和扰动并提升系统鲁棒性， 利用

扰动观测器、 自适应神经网络协同控制及全状态

反馈实现。值得一提的是， 本文所考虑的不匹配

外部干扰是通过构建复合多项式来解决的， 其处

理方法与现有基于扰动观测器的方法不同， 该方

法将不确定项和未建模动态复合在多项式中， 简
化了设计过程。

基于上述分析， 本研究致力于突破传统控制

方法的局限， 提出一种创新性控制策略， 确保系

统跟踪误差能够精确渐近收敛至零， 而非仅能收

敛至原点附近的有限邻域。针对含不匹配扰动的

非线性系统精确跟踪问题， 本文的核心贡献在于

设计了一种新型自适应精确跟踪控制（Precise 
Tracking Control， PTC）机制， 其技术突破主要体

现在以下三方面： 一是创新性地采用复合多项式

方法整合虚拟控制器微分项， 通过实时估计该多

项式的上界信息来重构控制器架构， 这一设计从

根本上规避了传统动态面控制与命令滤波方法中

固有的计算爆炸问题； 二是构建具有误差驱动特

性的激活机制， 当系统检测到跟踪误差偏离预期

轨迹时， 自主触发控制作用以强制误差回归至原

点； 三是当参数估计值收敛至真实上界时， 所提

控制方案可实现零误差跟踪的终极控制目标， 即
跟踪误差精确收敛性到零， 这一特性显著超越了

现有方法只能保证最终一致有界的性能水平。

1　系统描述与预备知识

考虑具有三角结构特征的非线性系统在不匹

配干扰下的模型表示为

ẋi = hi(-x i ) + xi+ 1 + μi， 1 ≤ i≤ n- 1，

ẋn = hn(-x n ) + u ( t ) + μn， （1）

式中： hi(-x i )为已知、 光滑且连续的非线性函数； 

-x i
=[ x1，…，xi ] T

为 i-th 维度的状态向量， 系统输

出表示为 y= x1； μi为未知不匹配扰动， 存在未知

常数 μ̄i > 0， 使得| μi |≤ μ̄i； u ( t )为控制输入函数。

假设 1［6］　参考信号 yd( t ) 及其 ( n- 1) 次导

数是可微有界的。

随后， 定义跟踪误差 ei为
e1 = x1 - α0，

ei = xi - αi- 1， 2 ≤ i≤ n， （2）

式中： α0 = yd； αi- 1表示虚拟控制器。

本文的控制目标为： 针对非线性严反馈系统

存在不匹配扰动的情况， 开发一种自适应PTC策

略， 确保跟踪误差能够精确收敛到零， 且闭环系

统的所有信号是半全局一致最终有界的。

注释 1　假设 1 是研究自适应反步控制中常

见的假设， 类似的情况参考文献［5-6］。
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2　控制器设计与稳定性分析

2. 1　自适应PTC设计

第 1步　在 x2 = e2 + α1 的基础上， 对 e1 求导， 
可得

ė1 = x2 + h1(-x 1 ) + μ1 - ẏd  ≤

e2 + α1 + h1(-x 1 ) - ẏd + θ1， （3）

式中： θ1 为多项式 | μ1 |的上界。需要注意的是， 不
匹配扰动 μ1 被复合在多项式 θ1 中， 其上界估计信

息 θ̂1用于控制器的设计， 这是实现PTC的关键。

定义候选Lyapunov函数V1为

V1 = 1
2 e

2
1 + 1

2l1
θ͂ 2

1， （4）

式中： l1 > 0， θ1 = θ̂1 + θ͂1。V1的导数为

V̇1 = e1 ė1 - 1
l1
θ͂1 θ̇̂1 ≤

e1 (e2 + α1 + h1(-x 1 ) - ẏd + θ1)- 1
l1
θ͂1 θ̇̂1。（5）

在此基础上， 构建控制信号 α1 和复合多项式

的上界估计 θ̂1为

α1 =-c1e1 - 1
2 e1 - h1(-x 1 ) + ẏd - θ̂1 sign ( )e1 ，（6）

θ̇̂1 = l1| e1 |。 （7）

通过调用杨氏不等式， 有

e1e2 ≤ 1
2 e

2
1 + 1

2 e
2
2。 （8）

将式（6）~式（8）代入式（5）， 可化简为

V̇1 ≤-c1e2
1 + θ1| e1 |- θ̂1| e1 |- θ͂1 || e1 + 1

2 e
2
2 ≤

-c1e2
1 + 1

2 e
2
2。 （9）

第 2 步 （i= 2，…，n- 1）　在 xi+ 1 = ei+ 1 +
αi的基础上， 对 ei求导， 可得

ėi = xi+ 1 + hi(-x i ) + μi - α̇i- 1 ≤ ei+ 1 + αi +

hi(-x i ) + θi， （10）

式中： θi为多项式 | μi - α̇i- 1 |的上界。需要注意的

是， 将不匹配扰动 μi和虚拟控制器的微分 α̇i- 1 复

合在多项式 θi中， 进而将其上界估计信息 θ̂i用于

控制器设计。

候选Lyapunov函数Vi为

Vi =Vi- 1 + 1
2 e

2
i + 1

2li
θ͂ 2
i， （11）

式中： li > 0， θi = θ̂i + θ͂i。Vi的导数为

V̇i = V̇i- 1 + ei ei
.

- 1
li
θ͂i θ̇̂ i ≤ V̇i- 1 +

ei(ei+ 1 + αi + hi(-x i ) + θi)- 1
li
θ͂i θ̇̂ i。 （12）

与式（6）~式（7）的构建方式类似， 构建虚拟

控制信号αi和复合多项式的上界估计 θ̂i为

αi =-ciei - ei - hi(-x i ) - θ̂i sign ( ei )，（13）

θ̇̂ i = li| ei |。 （14）

通过调用杨氏不等式， 有

eiei+ 1 ≤ 1
2 e

2
i + 1

2 e
2
i+ 1。 （15）

将式（9）和式（13）~式（15）代入式（12）， 可化

简为

V̇i ≤-∑
j= 1

i- 1

cj e2
j + 1

2 e
2
i - cie2

i + θi || ei - θ̂i || ei -

θ͂i || ei - 1
2 e

2
i + 1

2 e
2
i+ 1 ≤-∑

j= 1

i

cj e2
j + 1

2 e
2
i+ 1。（16）

第n步　对 en求导， 可得

ėn = ẋn - α̇n- 1 = u+ hn( )-x n
+ μn - α̇n- 1 ≤

u+ hn(-x n ) + θn， （17）

式中： θn为多项式 | μn - α̇n- 1 |的上界。需要注意

的是， 不匹配扰动 μn和虚拟控制器的微分 α̇n- 1 被

复合在多项式 θn中， 其上界估计信息 θ̂n用于控制

器设计。

候选Lyapunov函数  Vn为

Vn =Vn- 1 + 1
2 e

2
n + 1

2ln
θ͂ 2
n， （18）

式中： ln > 0， θn = θ̂n + θ͂n。Vn的导数为

V̇n = V̇n- 1 + en ėn - 1
ln
θ͂n θ̇̂n ≤

V̇n- 1 + en (u+ hn(-x n ) + θn)- 1
ln
θ͂n θ̇̂n。（19）

在此基础上， 构建实际控制信号 u和复合多

项式的上界估计 θ̂n为

u=-cnen - 1
2 en - hn(-x n ) - θ̂n sign ( en )，（20）

θ̇̂n = ln| en |。 （21）

将式（16）， 式（20）， 式（21）代入式（19）， 可化

简为

V̇n ≤-∑
j= 1

n- 1

cj e2
j + 1

2 e
2
n - cne2

n - 1
2 e

2
n +
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θn| en |- θ̂n| en |- θ͂n| en |≤-∑
j= 1

n

cj e2
j。 （22）

注释 2　对于式（20）中的控制信号 u， 如果

en > 0， 则 sign ( en ) = 1， u=-cnen - 0. 5en -
hn(-x n ) - θ̂n。 如 果 en < 0， 那 么 sign ( en ) =-1， 

u=-cnen - 0. 5en - hn(-x n ) + θ̂n。如果 en = 0， 则
sign ( en ) = 0， 对 应 的 控 件 输 入 为 u=-cnen -
0. 5en - hn(-x n )。式（6）和式（13）中也存在类似情

形。经分析可知， 当跟踪误差偏离原点时， 相应

控制器将被激活， 驱使跟踪误差沿原点滑动， 从
而实现PTC。

注释 3　参数 ci增大会加快跟踪误差的收敛

速度， 但由于滑模控制本身固有的属性， 会带来

明显的抖振。此外， 参数 li的选择会影响复合多

项式上界到达的快慢， 如果想要加速收敛， 可以

适当增大参数 li的数值。因此， 适当的参数选择

对系统性能有明显的影响。

2. 2　稳定性分析

本节将分析和证明被控系统的稳定性， 为了

便于理解所提控制策略， 对定理进行总结。

定理 1　考虑一类非线性系统在不匹配扰动

下满足假设 1 的条件。选取复合多项式上界的估

计值 θ̂i 为式（7）， 式（14）和式（21）。最后， 在
式（20）中构造一种新的自适应PTC机制， 保证了

跟踪误差收敛到零， 且所有闭环信号都是半全局

一致最终有界的。

证明　为分析稳定性， 结合设计的虚拟控制

器 α1， αi和实际控制器 u， 以及复合多项式的上界

估计 θ̂i， 且令V=Vn， 调用不等式（22）， 并选择合

适的参数 cj > 0和 j= 1，⋯，n， 有

V̇= V̇n ≤-∑
j= 1

n

cj e2
j < 0。 （23）

正如式（23）所述， 当 t→ ∞时， V ( t ) → 0。因

此， 闭环系统是稳定的。此外， 当 t→ ∞时， 跟踪

误差 ei → 0， 这意味着实现了 PTC。同样， 当
t→ ∞ （即 θi 收敛于 θ̂i） 时， 可以满足 θ͂i → 0。同

理， 证明了闭环系统的所有信号都是半全局一致

最终有界的。

3　仿真分析

为了便于理解所提自适应PTC机制的有效性。

首先， 以一个连杆机器人为例， 说明该方法可以保

证系统的稳定性， 并能精确跟踪所需的参考信号。

其次， 将跟踪效果和跟踪误差与文献［10］方法进行

比较。下面给出了具体的设计内容。

以一个单连杆机器人系统为例， 说明该方法

的特点及其优点和改进之处， 给出如下数学模型

Mτ̈+ 1
2 mgL sin ( τ ) = u ( v )， （24）

式中： τ、 τ̇、 τ̈为连杆的角位置、 角速度和角加速

度； M， m和 L分别为连杆的惯量、 质量和长度； 
g为重力加速度； u为输入转矩。通过定义 x1 =
τ， x2 = τ̇， 在存在不匹配干扰 ϱ 的情况下， 将系

统（24）转化为三角形结构， 有
ẋ1 = x2，

ẋ2 = u ( )v
M

- mgL sin ( )x1

2M + ϱ
M
。 （25）

可选参数为M= 1， m= 1， L= 1， g= 9. 8。
参 考 信 号 选 择 为 yd = 0. 5 sin ( 0. 1t ) +
0. 5 sin ( 0. 5t )。 除 了 初 始 状 态 值 x0=［0. 02，
-0. 1］， 其他初始信号值均为零。控制参数设置

为 c1 = 10， c2 = 5， l2 = 300。 本 文 选 择 与 文

献［10］中基于动态面控制的方法进行对比。在仿

真中， 控制器的设计参数均与本文保持一致， 动
态面控制中的设计参数为 β1 = 0. 01。接下来， 为
了验证所提方法的有效性， 除了与文献［10］的对

比， 还添加了不同干扰强度下所提方法的有效

性， 对比参数保持一致：

情况 1： ϱ = 0. 1 sin ( t )；
情况 2： ϱ = 2cos ( 0. 5t )。
通过理论分析， 构建虚拟控制器及实际控制器为

α1 =-10e1 + ẏd， （26）

u=-5e2 + 4.9sin ( x1 ) - θ̂2 sign ( e2 )，（27）

同时， 构建复合多项式的上界估计为

θ̇̂2 = l2| e2 |。 （28）

仿真结果如图 1~图 5 所示。图 1 为本文方

法与文献［10］中基于动态面控制方法的对比结

果， 所提方法跟踪粗度优于文献［10］的方法。

图 2~图 3 为跟踪误差 z1和 z2的轨迹图， 注意到本

文方法在初始阶段出现的超调现象源于控制器设

计中符号函数的固有特性， 即在滑模面等于 0 处

的不连续切换特性会引发控制信号瞬时突变。之

后， 这一超调会迅速向稳态收敛， 并且稳态误差

收敛到零， 而不是文献［10］被约束在原点附近的
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小邻域内。当跟踪误差 z1 第一次到达原点时， 它
不是沿着原点滑动， 而是偏离原点。与此同时， 
相应的控制器被激活， 强制跟踪误差返回到原点。

随后， 跟踪误差被迫在 1 s左右沿原点滑动， 即达

到了精确跟踪控制。另一方面， 情况 1与情况 2对

比了不同干扰强度下， 所提方法与对比方法的效

果。结果表明， 即使干扰强度变大， 所提方法的

性能依然可以得到保障。因此， 通过分析可知， 
所提出方法不仅准确地跟踪了期望的参考信号， 
而且保证了跟踪误差 z1和 z2收敛于零。

此外， 图 4 展示了复合多项式的上界估计信

息 θ̂2。注意到， 在大概 0. 8 s左右达到了该多项式

的真实上界， 而不再改变。图 5 展示了虚拟控制

器α1和实际控制器u的轨迹图。

图 1　参考信号及输出信号的轨迹图

Fig. 1　Trajectory diagram of reference signal and output signal

图 2　跟踪误差 z1的轨迹图

Fig. 2　Trajectory diagram of tracking error z1

图 3　跟踪误差 z2的轨迹
Fig. 3　Trajectory diagram of tracking error z2

图 4　复合多项式上界估计 θ̂2的轨迹图
Fig. 4　Trajectory diagram of composite polynomial upper 

bound estimation θ̂2

图5　虚拟控制器α1和实际控制器u的轨迹图
Fig. 5　Trajectory diagram of virtual controller α1 and actual 

controller u
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4　结　论

本文针对非线性严反馈系统在不匹配扰动下

的 PTC 问题， 提出了创新性的自适应 PTC 机制， 
取得以下成果： 所提控制机制实现了精确收敛， 
提升了系统的跟踪精度， 通过理论分析和数值仿

真验证， 跟踪误差能够收敛至零。同时， 将不匹

配扰动及虚拟控制器微分整合于多项式结构中， 
实现了扰动上界的有效估计。该方法在控制器设

计中引入补偿机制， 不仅简化了算法结构， 还增

强了系统的鲁棒性。基于 Lyapunov 稳定性理论， 
证明了闭环系统所有信号的有界性， 并确保系统

具有半全局一致最终有界性。通过数值仿真实

验， 验证了所提控制策略的有效性。未来重点将

所提方法拓展至多智能体系统协同控制领域， 以
应对更复杂的工程应用场景。本研究为非线性系

统精确跟踪控制提供了新的理论框架和技术途

径， 在机器人控制、 飞行器导航等工程领域具有

重要的应用价值。
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