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摘 要： 针对传统子空间及现有的一些稀疏重构算法在小快拍、 多信源、 相干信源条件下阵列信号DOA估计

精度低等问题， 提出了一种基于深度学习的原子范数最小化无网格DOA估计方法。首先在Toeplitz矩阵范德

蒙德分解定理的前提下， 利用矢量水听器声压振速相关性构造Toeplitz矩阵， 然后利用深度学习交替乘子算法

重构Toeplitz矩阵， 最后利用Rootmusic算法分解Toeplitz矩阵求得DOA估计值。仿真实验表明该算法相较于

其他传统算法和一些稀疏重构算法在小快拍、 多信源、 相干信源条件下具有更低的均方根误差， DOA估计性

能优势明显。
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0　引　言

波达方向（Direction of Arrival，DOA）估计广泛

应用于航海、 军事、 航空等领域。早期的DOA估计

以常规波束形成（Conventional Beamforming， CBF）
算法［1］为代表， 但是该算法受到相关瑞利限的约束， 
因此算法估计精度受阵列孔径及阵元数的影响。随

着子空间类算法的涌现， DOA估计精度得到了极大

的提升， 其中一类是子空间分解算法， 典型代表有

多 重 信 号 分 类（Multiple Signal Classification， 
MUSIC）算法［2］和旋转不变子空间（Estimation of 
Signal Parameters via Rotation Invariant Technique， 
ESPRIT）算法［3］。其中， MUSIC算法是一种基于特

征结构的DOA估计方法， 其通过谱峰搜索对应的空

域网格划分角度间隔求得DOA估计值， 而ESPRIT
算法则避免了MUSIC算法的谱峰搜索步骤， 直接从

旋转因子中求解DOA， 算法的运算量进一步减小。

这些算法充分利用了信号子空间与噪声子空间正交

的特性， 突破了瑞利限的约束， 但其估计精度完全

依赖于阵列接收信号的统计特性， 需要大量的快拍

数。另一类是子空间拟合算法， 具有代表性的是最

大似然（Maximum Likelihood， ML）算法［4⁃5］， 该类算

法通过求解一组参变量来使得多次联合采集快拍数

据的概率密度函数最小以达到DOA估计的目的， 但
由于计算量大， 限制了实际应用。

近年来， 由D. Donoho和Candes等［6⁃7］提出的压

缩感知（Compressed Sensing， CS）理论对信号的压

缩采样提供了新的方法， 打破了奈奎斯特采样定理

中信号采样速率要低于两倍信号带宽的条件限制， 
在实现对信号采样的同时完成压缩的过程中并不直

接测量信号本身， 它使用非自适应的线性投影来获

得信号的整体构造， 从而直接得到重要信息， 忽略

那些在有损压缩中会被丢弃的信息。这些研究学者

的主要工作可以分为三部分： 首先是信号的稀疏表

示， 该过程是压缩感知理论的基础和前提； 其次是

投影测量， 现已证明大部分具有一致分布的随机矩

阵都可以作为观测矩阵； 最后是重构算法， 该过程

采用全局非自适应测量方法， 观测数量远少于信号

长度， 从而使得数据量的采集大大减少。压缩感知

理论指出， 只要信号是稀疏的或在某个变换域是稀

疏的， 那么就可以通过一个稀疏阵将所得的高维信

号投影成一个低维信号， 然后从低维信号中以较高

的准确率重构出原始信号［8］。

之后， 压缩感知在DOA估计中的应用蓬勃兴起， 
其中压缩感知算法分为贪婪算法及凸优化算法。贪

婪算法的代表是正交匹配追踪（Orthogonal Matching 
Pursuit，OMP）算法［9］， 其通过构造完备字典集， 利
用最小二乘思想不断更新原子集， 从而选取与阵列

信号最相关的原子集来达到重构信号的目的， 这类

算法运算量小， 重构效率高， 但其属于网格划分类

DOA估计方法， 存在分辨力不足及收敛性无法保证

等缺点。凸优化算法将非凸问题转化为凸问题， 从
而得到原始信号的逼近解， 比较典型的算法有索套

回 归（Least Absolute Shrinkage and Selection 
Operator， LASSO）算法［10］， 但这类算法往往计算速

度慢， 而且求解的无约束优化问题需要合适的正则

化参数来保证算法的重建性能［11］。刘永豪等［12］等提

出了交替方向乘子法的矢量水听器DOA估计方案， 
提高了算法效率； 郑文康等［13］提出了基于可分离替

代函数算法的DOA估计方法， 并应用于矢量水听器

阵列信号估计， 相比于同类算法估计优势明显。矢

量水听器由声压传感器及振速传感器组成， 只考虑

二维情况下的矢量水听器， 其可以联合拾取声压和

x、 y路的振速分量信息， 相较于声压传感器可以获

得更多的信息， 将上算法应用于矢量水听器进行DOA
估计时直接利用了矢量水听器的接收数据而未利用

矢量水听器的声压振速相关性， 忽略了由此带来的

各向同性噪声优势。为了进一步提高矢量水听器DOA
估计精度， 许多学者开始研究有关声压振速的DOA
高精度估计方法。孙国仓等［14］ 提出了以声压振速互

协方差矩阵为基础的ESPRIT频率估计算法， 在不

损失估计性能的前提下， 计算量减小为现有算法的

1/27； 姚直象等［15］提出了一种基于声压振速联合处

理的矢量阵旋转不变子空间估计方法， 该方法充分

利用声压振速组合指向性抗干扰能力， 可以更好地

抑制各向同性干扰， 提高阵列的处理增益， 从而得

到更好的方位估计性能； 张旭等［16］提出一种使用协

方差矩阵分解（Covariance Matrix Decompose， CMD）
的声矢量阵声压振速联合处理方法， 该方法使用重

构的协方差矩阵能够获得更高的阵处理增益， 较传

统声压振速联合处理方法具有更高的DOA估计精度。
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综上所述， 为了进一步提高矢量水听器的阵列

信号DOA估计精度， 本文在托普利兹矩阵（Toeplitz 
Matrix）T ( u )范德蒙德（Vandermonde ）分解定理的

前提下， 提出了一种基于深度学习的原子范数最小

化无网格DOA估计方法（ANM-ADMM-NET）， 通
过矢量水听器声压振速相关性构建 Toeplitz 矩阵

T ( u )， 将原子范数最小化（Atomic Norm Minimi⁃
zation，ANM）问题转化为半正定（Semi Definite 
Programming， SDP）优化问题， 然后利用深度学习

交替方向乘子（Alternating Driection Me-thod of 
Multipliers， ADMM）算法重构 Toeplitz矩阵T ( u )， 
最后通过求根多重信号分类（Root Multiple Signal 
Classification， Rootmusic）算法对Toeplitz矩阵T ( u )
进行Vandermonde分解来求得DOA估计值。仿真

实验表明该算法在小快拍、 多信源、 相干信源条件

下均体现了较稳定的DOA估计性能， 而且始终具有

较强的稳健性。

1　矢量水听器阵列声压振速处理模型

假 设 t 时 刻 有 K 个 远 场 窄 带 信 号

s1 ( t )， s2 ( t )， ⋯， sK ( t )入射到由M个矢量水听器按

间距d组成的均匀线阵中。并且第 k个入射信号的

水平方位角为 θk， k= 1，2，⋯，K。如果仅考虑二维

情况， 每个矢量水听器由1个声压传感器及2个振速

传感器组成， 它可以联合拾取声压振速信息， 如图 1 
所示， 其中 vx， vy为入射信源声压部分沿x、 y轴方向

的振速分量。

以均匀线阵阵列中第一个阵元为参考点， t时
刻第m个声压水听器输出为

pm ( t )= ∑
k= 1

K

am (θk ) sk ( t )+ nm ( t )，   （1）

式中： am (θk )= e-j2πd (m- 1) cos θk
λ 为 t时刻第m个阵元对

第 k个入射信号的声压响应系数， λ为入射信号的波

长； sk ( t )为 t时刻第 k个入射信号的波前； nm ( t )为

t时刻第m个阵元接收的噪声。阵元间距d为半波长。

式（1）写成矢量形式为

P ( t )=Ap (θ )S ( t )+Np ( t )， （2）

式中： P ( t )=[ p1 ( t )，p2 ( t )，⋯，pM ( t ) ]T 为 t时刻

声 压 阵 列 输 出 矢 量 ， T 表 示 转 置 ； S ( t )=
[ s1 ( t )，s2 ( t )，⋯，sK ( t ) ]T 为信号源矢量； Ap (θ )=
[ ap (θ1 )，ap (θ2 )，⋯，ap (θK ) ]为声压阵列信号方向

矩阵， ap (θk )=[ a1 (θk )，a2 (θk )，⋯，aM (θk ) ]T 为声

压阵对第 k个信号的方向向量。

假设 pm ( t )为 t时刻入射信源声压部分， 则声

压与振速分量有如下关系

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

pm ( t )= xm ( t )+ npm ( t )，
vxm ( t )= xm ( t ) cos θ+ nvxm ( t )，
vym ( t )= xm ( t ) sin θ+ nvym ( t )，

（3）

式中： np ( t )、 nvxm ( t )、 nvym ( t )分别为噪声沿声压和振

速方向的分量。于是 t时刻第m个阵元的输出为

ym ( t )=∑
k=1

K

am (θk ) [ 1，cos θk，sin θk ]T sk ( t )+nvm ( t )，

（4）

式中： nvm ( t )为第m个阵元接收到的噪声。

nvm ( t )=[ npm ( t )，nvxm ( t )，nvym ( t ) ]H， （5）

式中： H表示共轭转置。令 uk=[ 1，cos θk，sin θk ]T， 
则式（4）可写为

ym ( t )= ∑
k= 1

K

am (θk )uk sk ( t )+ nvm ( t )。 （6）

将 该 阵 列 的 输 出 写 成 矩 阵 形 式 Y ( t )=
[ y1 ( t )，y2 ( t )，⋯，yM ( t ) ]T， 则

Y ( t )=Av (θ )S ( t )+Nv ( t )， （7）

式中： Av (θ )=[ ap (θ1 )⊗ u1，ap (θ2 )⊗ u2，⋯，ap (θK )
⊗uK ]为声矢量水听器阵列的信号方向矩阵， 符号⊗
为 直 积 或 克 罗 内 克 积 ； S ( t )=
[ s1 ( t )，s2 ( t )，⋯，sK ( t ) ]T 为信号源矢量； Nv ( t )=
[ nv1 ( t )，nv2 ( t )，⋯，nv3M ( t ) ]T 为阵列接收噪声矢量， 
其中 nv3M ( t )为 t时刻第M个矢量水听器接收到的

第3路声压振速信息。

一般处理以上矢量阵列信号的DOA估计都是

基于Nehorai处理框架， 其基本思想是对矢量阵列输

出的声压振速信息分别独立处理， 没有利用声压振

速处理模型对声压振速信息进行联合处理。

下面将矢量阵列输出信号模型式（7）分别写

成声压、 振速形式，

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Yp ( t )=Ap (θ )S ( t )+Np ( t )，
Yvx ( t )=Ap (θ )ΦvxS ( t )+Nvx ( t )，
Yvy ( t )=Ap (θ )ΦvyS ( t )+Nvy ( t )，

（8）

图 1　矢量水听器均匀线阵模型

Fig. 1　Vector hydrophone uniform line array model
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式中： Yp ( t )、 Yvx ( t )和Yvy ( t )分别为矢量水听器的

声压和振速x、y路的输出； Np ( t )、 Nvx ( t )、 Nvy ( t )分
别为矢量水听器的声压和振速x、 y输出的噪声向量； 
Φvx、 Φvy为x、 y路振速输出系数，

Φvx = diag [ cosθ1，⋯，cosθK ]，
Φvy = diag [ sinθ1，⋯，sinθK ]， （9）

式中： diag [ · ]表示以某一元素为对角线构成的对角

矩阵。将上式中的振速投影到某观测方向φ上， 可得

Yvr ( t )=Yvx ( t ) cosφ+Yvy ( t ) sinφ=
Ap (θ )ΦvrS ( t )+Nvr ( t )， （10）

其中，

Φvr = diag [ cos(φ- θ1 )，⋯，cos(φ- θK ) ]，
Nvr ( t )=Nvx ( t ) cosφ+Nvy ( t ) sinφ。 （11）

对于观测方向 φ的选择， 可以依据电子旋转

方向确定， 或者指定为某一感兴趣方向。接着构

造声压振速互协方差矩阵，

Rr =E [Yp ( t )Y H
vr ( t ) ]=

E [ Ap (θ )S ( t )SH ( t )ΦvrAH
p (θ ) ]+

E [ Np ( t )N H
vr ( t ) ]， （12）

式中： E { ⋅ } 表示期望运算。在各向同性噪声场

中， 共点同步测量的声压和振速是互不相关的。

同时， 当阵元间距为半波长时， 空间上不同阵元

所测得的声压和振速也互不相关， 即
ì
í
î

E [ Np ( t )N H
vx ( t ) ]= 0，

E [ Np ( t )N H
vy ( t ) ]= 0，

（13）

所以，

E [ np ( t )nH
vr ( t ) ]= cosφE [ Np ( t )N H

vr ( t ) ]+
sinφE [ Np ( t )N H

vy ( t ) ]= 0。 （14）

将式（14）代入式（12）可得

Rr =E [Yp ( t )Y H
vr ( t ) ]=Ap (θ )RSΦvrAH

p (θ )，（15）

式中： RS =E [ s( t ) sH ( t ) ]为信源协方差矩阵。由

于入射信号间互不相关， 故信源协方差矩阵为

RS = diag [ σ 2
1，⋯，σ 2

K ]， （16）

式中： σ 2
k =E [ Sk ( t )SH

k ( t ) ]为入射信号功率。

令R 'S =RSΦvr为等效信源协方差矩阵， 则
R 'S = diag [ σ 2

1 cos(φ- θ1 )，⋯，σ 2
Ncos(φ- θK ) ]。

（17）

此时， 声压振速互协方差矩阵为

Rr =Ap (θ )R 'SAH
p (θ )， （18）

Rr具有与Toeplitz矩阵［17⁃18］类似的Vandermonde 分
解形式。

2　原子范数模型

由于上述矢量水听器沿振速 x、 y路方向输出

已具备声压方向信息， 故取输出信息Yvr ( t )进行

以下理论分析。

Yvr ( t )=Ap (θ )ΦvrS ( t )+Nvr ( t )=

∑
k= 1

K

ap (θk ) cos (φ- θk ) sk ( t )+Nvr ( t )=

∑
k= 1

K

ck ap (θk ) cos (φ- θk )bk +Nvr ( t )=

X+Nvr ( t )， （19）

式 中 ： sk ( t )=[ sk1 ( t )，sk2 ( t )，⋯，skL ( t ) ]∈C1 ×L， 
bk = c-1

k sk ( t )， ck = sk ( t )
2
> 0 并且 bk 2 = 1， 其

中，  · 2 表示向量的 2-范数， L为快拍数。依据原

子范数理论［19］， 信号X可以看作集合AM中的K个

原子的线性组合， 集合AM可以被定义为

AM ≜ {A( ap (θk ) cos (φ- θk )，bk )=
}ap (θk ) cos (φ- θk )bk ， （20）

则关于X的 l0-原子范数被定义为

 X
AM，0

= inf
K

ì
í
î

ü
ý
þ

K
|

|
|
||
|
X= ∑

k= 1

K

ckA( ap (θk ) cos (φ- θk )，bk )，ap (θk ) cos (φ- θk )∈AM，ck ≥ 0 ， （21）

因此， 式（21）等价于处理以下优化问题：

arg min X
AM，0

X

， s.t. Yvr ( t )-X
2

2
≤ ε。（22）

通常上式问题的解可以由其对偶问题的解得

到［20⁃21］， 利用声压振速互协方差矩阵Rr ≜T ( u )［19］

的半正定托普利兹性和低秩性， 且T (⋅)表示从向

量u∈CM× 1 到赫尔米特矩阵T ( u )的映射， 也可以

将其表示为如下的SDP问题

min 1
2

W，u，X

[ ]Tr (W )+ Tr(T ( u ) ) ，

s. t. é
ë
êêêê

ù
û
úúúúT ( u )            X

X H                    W
≥ 0， Yvr ( t )-X

2

F
≤ ε，

（23）

式中：  · F 表示矩阵的 F 范数； Tr (⋅) 表示迹； 
W∈CL×L为辅助变量矩阵。对于上述问题， CVX求

解器SDPT3可以有效地保证求解最优T ( u )［22］， 然
后利用Vandermonde分解［20⁃21］ T ( u )求得DOA， 但
由于其计算量巨大， 不能满足实时性要求。

故将上述问题改写为
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 [ X，u ]= arg min
X，W，u，Θ

τ
2 [ Tr (W )+ Tr(T ( u ) ) ]+ 1

2
 Yvr ( t )-X

2

F
， s.t.Θ= é

ë
êêêê

ù
û
úúúúT ( u )            X

X H                 W
≥ 0， （24）

式中： τ为正则化因子， 上式的增广拉格朗日函 数为［23］

arg min
X，W，u，Θ≥ 0，Λ

τ
2 [ ]Tr (W )+ Tr(T ( u ) ) + 1

2
 Yvr ( t )-X

2

F
+ Λ，Θ- é

ë
êêêê

ù
û
úúúúT ( u )            X

X H                 W
+

ρ
2






 







Θ- é
ë
êêêê

ù
û
úúúúT ( u )            X

X H                 W

2

F

= arg min
X，W，u，Θ≥ 0，Λ

τ
2 [ Tr (W )+ Tr(T ( u ) ) ]+ 1

2
 Yvr ( t )-X

2

2
+Δ， （25）

式中： Λ∈C(M+L )×(M+L ) 为朗格拉日乘子； ρ> 0为

惩罚因子。上式是一个无约束优化问题， 在获得

接收信号Yvr ( t )的情况下， 仅利用Yvr ( t )所含的

声压振速信息拟合协方差矩阵 Rr，然后通过

ADMM算法交替迭代最小化代价函数X，W，u，Θ
和Λ来得到最优估计 u［23⁃24］， 从而通过 Rootmusic
算法分解T ( u )求解DOA。

3　基于原子范数最小化的深度网络

无网格DOA估计方法

使用ADMM算法求解DOA需要提前选择合适

的参数， 包括惩罚因子ρ和正则化因子 τ， 这对实际

应用是一个挑战。同时， 参数设置不当会降低ADMM
算法的收敛速度和精度， 从而增加计算复杂度， 降
低DOA的估计性能。即使通过理论分析和交叉验

证方法可以选择合适的参数［23］， 固定的参数设置也

不能保证最优ADMM算法的收敛性。故本文提出

一种深度神经网络ANM-ADMM-NET算法， 其在

ADMM算法的迭代步骤上新增学习参数 η， 最终通

过训练构造的样本数据集选择最优参数， 算法具体

步骤如下。

算法1： ANM⁃ADMM⁃NET算法。

输入Y， 学习参数ρ、 τ、 η。
初始化： Θ( 0 ) = 0M+L、 Λ( 0 ) = 0M+L。
For k= 0:K- 1 do
1) X ( k+ 1) = 1/(1 + 2ρk+ 1 )(Yvr+ 2Λ( k )

X + 2ρk+ 1Θ
( k )
X )

2) W ( k+ 1) = ρk+ 1
-1Λ( k )

W +Θ( k )
W - τk+ 1/( 2ρk+ 1 ) IL

3) u( k+ 1) =Γ (T*( ρ-1
k+ 1Λ

k
T ( u ) +Θ( k )

T ( u ) )- τk+ 1/( 2ρk+ 1 )Me1 )

4) 

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Θ
∧ ( k+ 1)

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úT ( u( k+ 1) )                  X ( k+ 1)

( X ( k+ 1) )H                W ( k+ 1)
- ρ-1

k+ 1Λ
( k )

Θ
∧ ( k+ 1)

=Gdiag ( { δg } )G-1 , Θ( k+ 1) =Gdiag ( { δg }+ )G-1

5) Λ( k+ 1) =Λ( k ) + ηk+ 1 (Θ( k+ 1) -
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úT ( u( k+ 1) )                  X ( k+ 1)

( X ( k+ 1) )H                W ( k+ 1) )
End
输出： 最优估计u(K )。
最后, 通过 Rootmusic算法对T ( u(K ) )进行 Vandermonde分解

得到DOA估计值 θk= arccos ( λ
2πd arg { zi } )。

其中， zi = exp ( jwi )， wi = 2πfi， fi为信号的中

心频率， zi为由Rootmusic依据Vandermonde分解

T ( u(K ) )［25⁃26］构造的多项式的根， a=T*( A )为从矩

阵 A∈CM×M 到 向 量 a∈CM× 1 的 映 射 ， 且 ai =
sum ( Ap，q| q- p+ 1 = i )， e1 ∈CM× 1 为单位矩阵的

第一列， g= 1，2⋯，M+N， {δg }
+
为所有小于0的

元素都被设置成 0， Γ=diag ( 1
M

，
1

M- 1，…，

)1
M-(M- 1)

， G为一个正交矩阵， 满足GGT =

IM+L。以下详细介绍ANM-ADMM-NET算法的4
个组成部分： 网络结构、 数据集构建、 网络初始化和

训练过程。

3. 1　网络结构

根据 ANM-ADMM-NET 算法迭代的步骤， 
对应于如图 2 所示的 K层网络 ANM-ADMM-
NET。其输入为 Yvr、 Θ( 0 ) = 0M+L、 Λ( 0 ) = 0M+L， 
可学习的参数为 Ω= {Ω ( k+ 1) }

K- 1

k= o
={ ρk+ 1，τk+ 1，

ηk+ 1 }K- 1
k= 0 ， 其中， 新参数 ηk+ 1 是为了进一步增强

ANM-ADMM-NET 的学习能力及性能所添加

的。通过构建以下网络层迭代得到T ( u(K ) )， 进而

得 到 DOA 的 估 计 值 。 其 中 ， k+ 1 层 ANM-
ADMM-NET的网络参数为

u( k+ 1) =
Fk+ 1 {Yvr，X ( k )，W ( k )，u( k )，Θ( k )，Λ( k )，Ω ( k+ 1) }，（26）

式中： Fk+ 1 {⋅}由 5个迭代子层组成， 包括重建子层

A( k+ 1)， 辅助变量更新子层B( k+ 1)， Toeplitz 变换子

层 C ( k+ 1)， 非 线 性 子 层 D( k+ 1)， 乘 数 更 新 子 层

E ( k+ 1)； 分别对应于 X、 W、 u、 Θ、 Λ的更新迭代， 
具体描述如图 2 所示。

A( k+ 1)、B( k+ 1)、C ( k+ 1)、D( k+ 1)、E ( k+ 1) 层的输出分

别为X ( k+ 1)、W ( k+ 1)、u( k+ 1)、Θ( k+ 1)、Λ( k+ 1)， 各层的输

入如下：

1） 重建子层A( k+ 1)： 输入Θ( k )
X 、 Λ( k )

X 及Yvr；

2） 辅助变量更新子层B( k+ 1)： 输入Θ( k )
W、 Λ( k )

W；
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3） Toeplitz变换子层C ( k+ 1)： 输入Θ( k )
T ( u )、 Λ( k )

T ( u )；

4） 非 线 性 子 层 D( k+ 1)： 输 入 Λ( k )、 X ( k+ 1)、 
W ( k+ 1)、 u( k+ 1)；

5） 乘法器更新子层E ( k+ 1)： 输入Λ( k )、 X ( k+ 1)、 
W ( k+ 1)、 u( k+ 1)、 Θ( k+ 1)。

考虑到每个子层的参数都是学习和调优的， 
最后将产生 K 层的 3K 个最优参数， 分别为

{ ρ1，ρ2，⋯，ρk }、 { τ1，τ2，⋯，τk }、 { η1，η2，⋯，ηk }， 与
ADMM 算法中固定参数 ρ1，ρ2，⋯，ρk， τ1，τ2，⋯，τk
的输入方式相比， 这种 ANM-ADMM-NET 参数

学习策略具有优越的灵活性以及出色的非线性拟

合能力［27］。

3. 2　数据集构造

本文提出的 ANM-ADMM-NET 是一种结合

模型驱动和数据驱动的稀疏恢复方法， 其有效性

关键在于构建一个良好泛化能力的数据集， 通过

建立一个充分且完整的数据集， ANM-ADMM-
NET在训练过程中能够减少过拟合现象， 从而更

准确地进行DOA估计。因此， 本文生成训练信号

数据集Yvr和理想标签向量u， 具体为：

1） 给定矢量水听器数量M， 快拍数L；
2） 给定信源数最大值K， 并随机生成源数 k；
3） 对每一个信号 k (1，2，⋯K )， 其频率服从均

匀分布U ( fmin， fmax )。在多源情况下任意两个源之

间的频率间隔需要满足 min
i≠ j

| fi - fj |> 1/M［22］， 接

收信号由式（7）产生， 训练验证数据由式（10）产
生， 噪声为高斯随机白噪声；

4） 重 复 以 上 步 骤 可 得 到 D 组 接 收 信 号

{Yd }Dd= 1， 理想标签集向量 { ud }Dd= 1 经对偶原子范

数最小化通过Vandermonde分解得到［20⁃21］；

5） 将 上 述 集 合 随 机 划 分 为 训 练 数 据 集

{Y train
q ，u train

q }Q= 0. 8D
q= 1 和验证数据集 {Y val

o ，uval
o }O= 0. 2D

o= 1 。

3. 3　网络初始化与训练

3. 3. 1　网络初始化

考虑在式（23）中T (⋅)映射的难度以及算法迭

代中 T * (⋅) 和特征分解的难度， 正确初始化参数

Ω={ ρk+ 1，τk+ 1，ηk+ 1 }K- 1
k= 0 可以使其更容易收敛， 

而且在一定程度上避免陷入局部最优解。每层参

数的初始值设为 ρ1：K = ρ0、 τ1：K = τ0、 η1：K = η0， 在
理论分析的基础上增强所提出方法的灵活性［23］。

3. 3. 2　网络训练

采用 Adam 算法对参数进行学习和调整， 初
始学习率为 0. 1， 以便快速实现可能的全局最优。

基 于 3. 2 节 中 所 构 建 的 训 练 数 据 集

{Y train
q ，u train

q }Q= 0. 8D
q= 1 ， 网 络 层 K 的 最 优 参 数 Ω * =

{ ρ*
k+ 1，τk+ 1

*，η*
k+ 1 }K- 1

k= 0 可 以 通 过 使 用 反 向 传 播

（Back Proagation，BP）原理最小化以下归一化均

方误差损失函数［28］， 即

Ω * = a rgmin ( )∑
q= 1

Q

Lqu Q， （27）

式 中 ： Lqu = u(K ) (Ω，Θ( 0 )，Λ( 0 )，Y train
q )- u train

q

2

F
/

 u train
q

2

F
， u(K ) (Ω，Θ( 0 )，Λ( 0 )，Y train

q ) 为网络参数Ω的

第 K层迭代 Toeplitz 变换子层输出的估计分量； 
Θ( 0 ) = 0M+L、 Λ( 0 ) = 0M+L、 Y train

q 作为其输入。根据验

证数据集 {Y val
o ，uval

o }O= 0. 2D
o= 1 得到最优参数Ω *后， 将其

代入后续实验测试数据Y test中可得最优utest估计为

utest = u(K ) { Ω *，Θ( 0 )，Λ( 0 )，Y test }， （28）

最 后 通 过 Rootmusic 算 法 Vandermonde 分 解

Toeplitz矩阵T ( utest )求得DOA的估计值。

4　仿真实验与结果分析

4. 1　不同网络层和快拍数的模型训练与验证

损失

为了选取本文所提算法的最佳实验参数， 并验

证DOA估计性能， 数据集构造中选取矢量水听器均

匀线阵阵元数为12， 分别设计以下两个实验验证所

构建网络层的训练验证损失性能： ① 固定快拍数为

100， 网络层数K分别选取5、 10、 20； ② 固定网络层

数K= 20， 并分别选取快拍数L= 10、 50、 100。在

以上实验条件下分别随机产生1、 2、 3个信源角度， 
每个信源角度产生300个样本数据集D， 在每个样本

数据集中随机加入[ - 5，20]之间的随机整数噪声， 

图 2　网络结构图

Fig. 2　Network structure diagram
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训练周期Epoch为180， 不同的网络层数与不同的快 拍数产生的训练验证损失如图 3、 图 4 所示。

从图 3 可以看出， 在固定样本数据集L= 100
的情况下， 随着网络层数K的增加， 算法的训练

损失与验证损失逐渐减小， 说明随着网络层的加

深， 算法的参数学习能力也随之加强。在图 4 固

定网络层数K的情况下， 随着训练样本集快拍数

的增加， ANM-ADMM-NET 的训练损失与验证

损失达到了最低。进一步说明了在样本数据充足

与网络层足够深的前提下， 可以获得理想的最优

参数。为了测试在上述样本数据集情况下所选的

最优参数在估计 DOA 时的性能优势， 选取 L=
100， K= 20的网络层的最优参数代入所提算法并

进行后续实验， 以验证本文所提方法的可行性。

4. 2　不同信噪比下各算法均方根误差对比实验

为了验证所提算法的性能， 选取 4. 1 节训练

所得最优参数进行以下实验。在本实验中设置

30个矢量水听器的均匀线性阵列， 阵列中每个水

听器的间距为 0. 5 m， 各算法快拍数设置为 10， 实
验信噪比范围为［−5 dB， 20 dB］， 步长为 2 dB。

4 个信源角度为-50°、 -40°、 -20°、 10°， 频率为

1 000、 1 200、 1 400、 1 600 Hz； 5 个信源角度为

-50°、 -40°、 -20°、 10°、 20°， 频 率 为 1 000、 
1 200、 1 400、 1 600、 1 800 Hz； 6 个信源角度为

-50°、 -40°、 -20°、 10°、 20°、 30°， 频率为 1 000、 
1 200、 1 400、 1 600、 1 800、 2 000 Hz。均方根误

差（Root Mean Square Error， RMSE）作为衡量各

算法的DOA估计性能指标之一， 在每个信噪比下

进行100次Monte Carlo实验。RMSE定义为

RMSE= 1
KJ ∑

k= 1

K

∑
j= 1

J

[ θ
∧

k ( j )- θk ]2  ，（29）

式中： K为信源总数； J为 Monte Carlo 实验次数； 

θ
∧

k ( j )为第 j次Monte Carlo实验中第 k个信源的DOA
估计值； θk为第 k个入射信源的真实值。实验针对

(a) 训练损失 (b) 验证损失

图 3　不同网络层下训练验证损失图

Fig. 3　Diagram of training validation loss under different network layers

(a) 训练损失 (b) 验证损失

图 4　不同快拍下训练验证损失图

Fig. 4　Different snapshots show the training validation loss plot
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OMP、 MUSIC、 ESPRIT、 CBF、 LASSO、 ANM算

法进行了比较， 图 4（a）~图 4（c） 分别展示了不同信

源情况下均方根误差与信噪比变化的曲线。

从图 5 可以看出在多信源的条件下， 随着信

噪比的增加， 除ESPRIT算法外， 其余算法的均方

根误差均出现了递减趋势。

SNR 在小于 0 dB 时各算法 RMSE 均出现了

较大的递减趋势， 在 0~5 dB之间也出现了一定的

递减趋势， 在 5 dB之后各算法的RMSE处于相对

稳定的状态。而 ESPRIT 算法在 4、 5信源的情况

下， 随着信噪比的增加算法的均方根误差逐渐减

小， 特别在 4信源的情况下， 该算法在 10 dB之后

出现了较大的递减趋势， 但随着信源数的增加该

算法的均方根误差递减趋势逐渐变缓， 在 6 信源

的条件下出现了较大的估计误差。对于 ANM 方

法求解DOA， 虽然该算法相较于其他算法具有一

定的性能优势， 其在 5 dB后相较于对比实验中的

大部分算法均具有较低的均方误差， 但由于该算

法是在固定参数的情况下进行DOA估计， 所以对

于接收到的大量声压振速数据不具有泛化性， 因
此实际应用还存在一定的局限性。相比之下， 本
文所提算法在多信源条件下均表现出较小的均方

误差， 即使在 0 dB以下的低信噪比环境下也具有

良好的估计精度。此外， 随着信源数量的增加， 
该算法的估计误差并未受到显著影响， 这表明所

构建的网络层在一定程度上对样本数据集中加入

的随机噪声具有抗噪作用， 进一步验证了训练数

据集构造的合理性。所选的最优参数因此具有一

定的实用价值， 能够在实际应用中发挥良好的

性能。

综上所述， 本文所提算法在多信源、 小快拍条

件下展现出了优良的性能， 不仅提高了ANM方法

在求解DOA时的估计精度， 还克服了ESPRIT算法

在处理多信源问题时的局限性。

4. 3　不同快拍下各算法的均方根误差对比实验

设 信 噪 比（Signal-to-Noise Ratio，SNR）为

0 dB， 快拍数以 10 为间隔从 10 增加到 110， 在每

个快拍下进行 100次 Monte Carlo 实验， 其余实验

条件与4. 2节相同。实验结果如图 6 所示。

从图 6 的均方根误差随快拍数变化曲线中可

以看出， 随着快拍数的增加， 所有算法达到了较

低的均方误差， 在多信源的条件下各算法在 20快

拍之前均出现了较大递减趋势， ESPRIT 算法的

变化趋势较为明显。同时也进一步说明了该算法

在快拍数较大的情况下才具有较高的估计精度， 
但在实际环境中并未能同步拾取较大的快拍数， 
因而该算法具有一定的局限性。相较于实验中的

大部分对比算法， 利用 ANM 在求解 DOA时展现

出了一定的性能优势。然而， 由于参数选择的局

限性， 它在与本文所提的深度学习算法竞争最优

参数选择以进行DOA估计时， 仍呈现出一定的劣

（a） 4信源

（b） 5信源

（c） 6信源

图 5　不同信源数均方根误差随信噪比变化曲线

Fig. 5　Root mean square error curves with varying numbers of 
sources as a function of signal-to-noise ratio.
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势。相比之下， 本文所提算法在均方误差方面始

终保持着最低水平。

从图 6 可以清晰观察到， 无论是在小快拍还

是多快拍的条件下， 本文算法相较于 OMP、 
LASSO等压缩感知算法均具备显著优势。同时， 
对于 MUSIC、 ESPRIT、 CBF 等传统算法在小快

拍条件下估计精度不足的问题， 本文算法也实现

了进一步的提升。此外， 研究结果还表明了最优

参数的选取与样本数据集大小之间的关联： 样本

数据集越大， 所构建的网络层参数对数据的学习

能力越强， 从而能够更准确地选择最优参数。这

些通过训练得到的参数对于不同的快拍数均表现

出良好的普适性， 在给定条件下， 所选最优参数

始终能够保持较高的DOA估计精度。

综上所述， 本文所提算法在多信源环境下， 
随着快拍数的增加， 相较于其他对比算法， 均展

现出了更低的均方根误差。这充分证明了通过模

型训练获得的最优参数具有良好的泛化能力， 能
够显著提升DOA估计精度。

4. 4　不同信噪比下各算法成功率对比实验

设置与 4. 2 节相同的实验前提来验证各算法

在不同信噪比下的成功率， 实验结果如图 7 所示。

实验选取 4 个信源角度进行成功率的估计， 在每

个信噪比下进行 100 次 Monte Carlo 实验， 每次

Monte Carlo实验成功的条件为∑
i= 1

K

[ θ
∧

k ( j )- θk ] ≤

0. 25K，其中， K 为信源总数， θ
∧

k ( j ) 为第 j 次
Monte Carlo 实验中第 k个信源的估计值， θk为第

k个信源的真实值。

从图 7 可以看出， 随着信噪比的增加， 各算法

的成功率也随之增加。其中变化较明显的是ESPRIT
算法， 由于实验是在10快拍的环境下进行， 并且由

图4、 5可以看出只有在信噪比与快拍数均足够大的

前提下该算法才具有较高的估计精度。在信噪比达

到 5 dB 后， 所有算法均达到较高的估计精度， 而
ESPRIT算法在15 dB后才达到较高的估计精度， 但
是本文所提算法始终具有较高的估计精度， 比较明

显的是在0 dB以前该算法就已达到较高的成功率， 

图 7　各算法信噪比成功率曲线

Fig. 7　Signal-to-noise ratio success rate curve of each algorithm

（a） 4信源

（b） 5信源

（c） 6信源

图6　不同信源下各算法均方根误差随快拍数变化曲线

Fig. 6　Comparison of the root mean square error of each 
algorithm with the number of snapshots under different sources
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这说明在训练数据集中加入的噪声使得该算法相较

于其他算法具有更强的抗噪能力， 在低信噪比的条

件下仍保持较高的成功率， 同时也说明训练所选的

最优参数对接收到的不同信号数据集具有泛化性， 
受噪声影响较小， 与其余算法相比性能更优， 可适

用于复杂环境。

综上所述， 与其余对比算法相比， 本文所提

算法在DOA估计性能方面展现出了显著的优势， 
尤其在与 ESPRIT 算法的比较中更为突出。此

外， 本文算法对 ANM 方法进行了进一步的优化， 
使得参数的选取更加合理， 从而有效提升了矢量

水听器阵列信号的DOA估计精度。

4. 5　相干信源误差对比实验

由于一些传统算法在实际环境中易受到相干信

源的影响， 为了进一步验证本文算法的实验性能， 
实验设置水听器均匀线阵阵元数为8， 快拍数为5， 
信噪比为-5 dB，入射信源角度为-48°、 -13°、 23°、 
50°， 频率为1 000 Hz， 实验结果如图 8 所示。

从图 8 中可以看出在多个相干源存在的条件

下， OMP算法在-48°和 50°附近估计出现了较大

偏差， 在其余两个相干信源的条件下基本能准确

估计角度。MUSIC 算法除在-13°处准确估计相

干信源外， 在其余 3 个相干信源的环境下出现了

较大的估计误差， 这也是传统子空间算法在DOA
估计所存在的不足之处。ESPRIT 算法只可以准

确估计 23° 处的相干信源， 在相干信源-48∘ 处出

现了较大的估计偏差， 而其余相干信源也已无法

准确估计。LASSO 算法对最后一个相干信源角

度 50°的估计出现了一定的偏差， 其余角度的估计

较为准确， 而 ANM 方法在-48°处的估计出现了

较大的误差， 其余角度均能较准估计相干信源的

值， 可以看出 ANM 方法相较于其他传统算法可

以较好的消除相干信源的影响， 但依然受到相干

信源的一定制约。本文算法以及传统CBF算法在

所有相干信源角度上都实现了较为精确的估计。

这一优势主要源于本文算法的独特设计： 它并未

直接利用信号的接收数据进行DOA估计， 而是利

用矢量水听器的声压振速相关性来重构 Toeplitz
协方差矩阵。在这个过程中， 本文算法充分利用

矢量水听器所接收的声压和振速信息， 有效去除

了接收数据中的冗余部分， 最后通过直接对

Toeplitz 矩阵进行 Rootmusic 算法分解， 进而得到

了DOA的估计值， 这种处理方式使得算法在相干

信源的影响下表现出较小的误差。

综上所述， 本文算法在相干信源环境下展现

出了优良的 DOA 估计性能， 其精度远超其他算

法。此外， 在大量样本数据训练的基础上， 该算

法对相干信源还具有一定的泛化能力。这些特点

进一步凸显了本文所提算法在解决相干信源DOA
估计问题上的优良性能。

4. 6　各算法分辨率对比实验

实验设置矢量水听器均匀线阵阵元数为 10， 
各算法快拍数为 10， 信噪比为 0 dB。假设入射信

号为 θ={-30°，(-30 + Δs ) ° }， 角度差 Δs由 2° 以
步长 2° 变化到 20°， 在每个角度下进行 100 次

Monte Carlo实验， 实验结果如图 9 所示。

从图 9 可以看出， 随着信源间角度差的增

大， 各算法的均方根误差逐渐减小， 即估计精度

图 9　各算法随角度变化的DOA分辨率

Fig. 9　The DOA resolution of each algorithm as it varies with 
the angle

图 8　各算法在相干信源条件下估计误差对比

Fig. 8　Comparison of estimation errors of various algorithms 
under coherent source conditions
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在逐步提升。其中 MUSIC、 ESPRIT、 CBF 等传

统算法在角度间隔差达10°后才展现出较高的估计

性能， 这反映了传统算法在分辨率方面的局限性。

相比之下， OMP、 LASSO、 ANM 等重构算法在

较小的角度间隔下就表现出明显的优势， 其分辨

率有所提升， 并在角度间隔 8°下达到了较高的水

平。本文所提算法在更小的角度间隔差 4°下就实

现了较低的均方误差， 即该算法相对于其它算法

具有较高的分辨率。这得益于该算法通过构建网

络模型来训练数据集， 从而获取一组优化的参数

解。在随机选取训练数据集角度的情况下， 所得

最优参数具有一定的泛化能力， 进一步提升了算

法的分辨率和DOA估计精度。

综上所述， 本文所提算法在分辨力方面相较

于其他对比算法有了显著提高， 这充分验证了模

型训练的合理性和有效性。

5　结　语

本文针对传统及现有稀疏重构算法在小快

拍、 多信源、 相干信源下阵列信号DOA估计的不

足做了一些针对性改善， 而且相较于其他对比算

法具有较高的分辨率。本文所提出的基于深度学

习的交替迭代乘子算法避免了固定参数选择的困

境， 且通过仿真实验验证了所提算法的DOA估计

性能， 使得该算法的 DOA 估计精度进一步提高， 
该算法随着信噪比、 快拍数的增加始终具有较稳

定的DOA估计性能， 而且该过程不需要进行网格

划分。在原子范数理论的前提下， 借助深度交替

乘子算法可以有效求解 SDP问题， 为今后无网格

DOA估计提供了一定的研究思路。
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