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递归趋势调整单位根检验与功效提升研究

江海峰 ，初子靖

(安徽工业大学 商学院, 安徽 马鞍山 243032)

摘要：提出 2 种新递归趋势调整方法，并构建引理；利用引理推论推导 4 种递归趋势调整模式下单位根检验量的极限分布，使

用蒙特卡洛模拟方法获取检验量分位数；选取 2019 年 1 月 2 日至 2023 年 2 月 16 日上证综合指数收盘价共 1 000 个观测值对

递归趋势调整检验量进行实证研究。理论推导表明：和已有调整方法相同，新调整后变量不再含未知参数，可用于构造单位根

检验量；基于递归趋势调整检验量在大样本下收敛于维纳过程的泛函，但与已有分布不同，需使用蒙特卡洛模拟方法重新获取

分位数。模拟研究表明：第一种和第三种检验量分位数随样本容量增大而上升，第二种和第四种检验量分位数随样本容量增

大而下降，但均呈现收敛趋势；和经典 DF 检验相比，在具有满意检验水平同时，递归趋势调整方法不但能够显著降低估计偏

差，还能明显提高检验功效。实证结果表明：无论是上证综合指数对数收盘价序列还是收益率序列，递归趋势调整检验模式都

能得到正确的检验结论。 

关键词：趋势调整；单位根；检验功效；蒙特卡洛模拟

中图分类号：O 212　　文献标志码：A　　doi：10.12415/j.issn.1671−7872.23010

Research on Recursive Trend Adjustment and Power Enhancement for Unit
Root Test

JIANG Haifeng, CHU Zijing
(School of Business, Anhui University of Technology, Maanshan 243032, China)

Abstract：Two new recursive trend adjustment methods were proposed, and the lemma was constructed. The limit
distributions  of  the  unit  root  test  statistics  under  the  4  recursive  trend  adjustment  modes  were  deduced  with  the
inferences  from the lemma,  and the quantiles  of  the  test  statistics  were  obtained with  Monte  Carlo  simulation.  An
empirical study was conducted on the trend adjustment test using a total of 1 000 observations of the closing price of
the  Shanghai  composite  index  from January  2,  2019  to  February  16,  2023.  The  theoretical  research  shows  that  as
with existing adjustment methods, the newly adjusted variables no longer contain unknown parameters, and can be
used to construct unit root test statistics. The recursive trend-based adjustment of the test statistics converges to the
generalised function of the Wiener process for large samples. But unlike the pre-existing distribution, the quantiles
should be obtained through Monte Carlo simulation method. The simulation shows that though the first and third test
statistics increase while the second and fourth test statistics decrease when the sample size increases, but all quantiles
show a convergence trend. Compared with the classical DF test, the recursive trend adjustment method can not only
significantly  reduce  the  estimation  bias,  but  also  improve  the  test  power  while  having  a  satisfactory  test  size.  The
empirical results indicate that the recursive trend adjustment test model can obtain correct test conclusions for both
the logarithmic closing price series and the yield series of the Shanghai composite index.
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一直以来，学者们致力于单位根检验方法的改

进研究。为降低第一类错误，Mantalos 等[1]、江海峰

等[2−3] 引入 Bootstrap 方法；为提高检验功效，Elliott
等[4]、Ng 等 [5] 提出退势单位根 ERS 检验和 MGLS
检验，包括对水平趋势和线性趋势分别进行分析；

Shin 等[6−8] 针对水平趋势提出递归均值调整单位根

检验理论。白仲林[9]、江海峰等[10] 研究显示，相对于 DF
(Dickey Fuller) 检验，退势和递归均值调整方法在一

定程度上可提高功效。Rodrigues[11] 将递归均值调

整思想应用到线性趋势模型，采用双模型表示数据

生成过程，使用直到时刻 t−1 的观测估计模型参数。

为消除递归估计量受未知参数的影响，Rodrigues[11]、

Lizarazu 等 [12]、Sul[13]、江海峰等 [14] 分别提出递归趋

势调整方法和变量转换方法，使递归趋势调整方法

可用于单位根检验。Rodrigues[15]、Wang 等[16]、江海

峰等[17] 还将该方法用于结构突变和 KPSS(Kwiat-
kowski，Phillips，Schmidt and Shin) 单位根检验。现

有研究拓展了递归调整单位根检验理论，但仍有几

点值得研究和商榷。

首先，在递归参数估计以及趋势变量组合模式

选择上，除上述转换模式外，还有其他组合方式，为

完善递归趋势调整内容体系，其他递归趋势调整模

式的合理性和有效性值得进一步研究。其次，

Rodrigues[11]、Lizarazu 等[12] 的研究仅限于模拟分析，

未能从理论上证实经调整后相关系数检验量和伪 z
检验量在大样本下存在分布，如果不能证实，模拟就

失去理论基础，不能排除分位数会随模拟参数变化

而呈现随机性。Lizarazu 等 [12] 试图说明这点，尝试

性地选择 5 组趋势项参数取值比较分位数是否有差

异，模拟显示 3 种调整模式的系数检验量对参数取

值具有稳健性，表明就单位根系数检验量而言，调整

后模型检验量在大样本下具有确定的分布。Rodri-
gues[11] 却没有对伪 z检验量进行类似尝试，模拟结

论有待进一步验证。理论上，研究调整后模型检验

量在大样本下是否存在极限分布是必须解决的关键

问题。最后，Rodrigues[11]、Lizarazu 等[12] 仅比较 3 种

调整模型之间的功效，没有与对应的 DF 检验模式

对比，无法说明递归趋势调整的必要性和优越性。

更重要的是，和获取分位数一样，在模拟时他们都把

趋势项参数设置为 0，不符合数据生成要求，此时数

据生成为水平趋势，应使用递归均值调整而不是递

归趋势调整，因而已有模拟结论也有待验证。为比

较检验功效，应将趋势项参数设置为非 0，使结论更

可靠和具有一般性。近年，资产价格泡沫检验理论

得到广泛应用，该检验为单位根右侧检验，因此递归

趋势调整方法也可用于改进资产价格泡沫检验方

法[18−22]。鉴于此，提出另外 2 种递归趋势调整方法，

并进行理论、模拟验证，且选取上证综合指数序列

进行实证检验。研究显示，各种调整后检验量在大

样本下都收敛到维纳过程的泛函，检验量既能降低

参数估计偏差，也具有满意的检验水平和功效优势，

提出的递归趋势调整方法能用于实证研究。

 1　递归趋势调整方法
 1.1　经典递归趋势调整方法

Rodrigues[11] 采用式 (1) 所示双模型表示数据生

成过程：

yt = α+βt+ xt, xt = ρxt−1+εt, t = 1,2, · · · ,n (1)

εt ∼ iid(0,σ2
ε) β , 0 α̂ret−1 β̂

re
t−1 α β其中 且 。记 ， 为参数 ， 递

归估计，即根据下列回归模型

yk = α+βk+ηk,k = 1,2, · · · , t−1 (2)

t−1

H0 : ρ = 1

仅使用直到时刻 的观测估计。在原假设

成立时有

α̂ret−1 = y0+
4t−2

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

Sk −
6

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

kSk

β̂ret−1 = β+
12

t (t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

kSk −
6

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

Sk

Sk =

k∑
t=1

εt y0其中： ； 为初始值。对模型 (1) 进行递归

趋势调整：

ỹre,t=yt−α̂ret−1−β̂ret−1 (t−1)=St+
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk−
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kSk+β

ỹre,t−1=yt−1−α̂ret−1−β̂ret−1 (t−1)=St−1+
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk−
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kSk

ỹre,t = ρreỹre,t−1+ vre,t

ỹre,t β

此时模型 (1) 转变为 。为消除

中未知参数 的影响，Rodrigues[11]、Lizarazu 等 [12]

给出 1 种转换和 2 种调整方法。令

ỹ0,t = yt −
1
n

n∑
k=1

∆yk −
t−1∑
k=1

1
k

yk , ỹ0,t−1 = yt−1−
t−1∑
k=1

1
k

yk

ỹ1,t = yt −
1
n

n∑
k=1

∆yk − α̂ret−1− β̂ret−1 (t−1) , ỹ1,t−1 = ỹre,t−1

ỹ2,t = yt − α̂ret − β̂ret t , ỹ2,t−1 = ỹ1,t−1

α̂ret β̂
re
t t其中 ， 为使用直到时刻 的参数递归估计。Sul[13]

给出另外 1 种转换方法：
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ỹ∗0,t = yt −2(t−1)−1
t−1∑
k=1

yk −
1
n

n∑
t=1

yt −2(t−1)−1
t−1∑
k=1

yk


ỹ∗0,t−1 = yt−1−2(t−1)−1

t−1∑
k=1

yk −
1
n

n∑
t=1

yt−1−2(t−1)−1
t−1∑
k=1

yk


β = 0

H0 : ρ = 1

另外，江海峰等[14] 针对 也提出 1 种递归趋

势调整方法。在 成立时有

ỹ0,t = St −
t−1∑
k=1

1
k

Sk −
1
n

n∑
t=1

εt, ỹ0,t−1 = St−1−
t−1∑
k=1

1
k

Sk

ỹ∗0,t = St −
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk −
1
n

n∑
k=1

Sk +
1
n

n∑
t=1

2
t−1

t−1∑
k=1

Sk

ỹ∗0,t−1 = St−1−
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk −
1
n

n∑
k=1

Sk−1+
1
n

n∑
t=1

2
t−1

t−1∑
k=1

Sk

ỹ1,t = St +
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk −
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kSk −
1
n

n∑
t=1

εt

ỹ1,t−1 = St−1+
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk −
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kSk

v0,t=ỹ0,t−ỹ0,t−1=v∗0,t= ỹ∗0,t−ỹ∗0,t−1=v1,t= ỹ1,t−ỹ1,t−1=εt−
1
n

n∑
t=1

εt

ỹ2,t = St +
2
t

t∑
k=1

Sk −
6

t (t+1)

t∑
k=1

kSk, ỹ2,t−1 = ỹ1,t−1

v2,t = ỹ2,t − ỹ2,t−1 = εt +
2−4t

t (t+1)
St −

2
t (t−1)

t−1∑
k=1

Sk+

12
t (t−1)(t+1)

t−1∑
k=1

kSk

Rodrigues[11]、Lizarazu 等 [12] 对转化后变量建立

回归模型：

ỹi,t = ρi,reỹi,t−1+ vi,t, i = 0,1,2 (3)

分别估计单位根伪 z检验量和系数检验量，并

通过模拟得到几组样本容量的分位数。

 1.2　新递归趋势调整方法

文中给出如下 2 种调整方法，分别称为第三种

和第四种递归趋势调整：

ỹ3,t=yt−α̂ret−1−β̂ret−1t, ỹ3,t−1= ỹ1,t−1,v3,t= ỹ3,t−ỹ3,t−1

ỹ4,t=yt−α̂ret −β̂ret (t−1)− 1
n

n∑
k=1

∆yk, ỹ4,t−1= ỹ1,t−1,v4,t= ỹ4,t−ỹ4,t−1

H0 : ρ = 1在原假设 成立时，运算表明：

ỹ3,t = St +
2(t+1)

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

Sk −
6

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

kSk

ỹ4,t = St +
2t−8

t (t−1)

t∑
k=1

Sk +
18−6t

t (t+1)(t−1)

t∑
k=1

kSk −
1
n

n∑
t=1

εt

ỹ3,t−1 = ỹ4,t−1 = St−1+
2

t−1

t−1∑
k=1

Sk −
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kSk

v3,t =εt +
6

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

Sk −
12

t (t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

kSk

v4,t =εt −
4t−8

t (t+1)
St −

8
t (t−1)

t−1∑
k=1

Sk+

24
t (t−1)(t+1)

t−1∑
k=1

kSk −
1
n

n∑
t=1

εt

β

显然，这 2 种递归趋势调整方法也能消除未知

参数 ，理论上也能用于单位根检验。

 2　递归趋势调整检验量分布
 2.1　理论基础

对转化后变量统一建立回归模型：

ỹi,t = ρi,reỹi,t−1+ vi,t, i = 1,2,3,4 (4)

ρi,re

ρ̂i,re H0 : ρi,re = 1

τi zi

记 的最小二乘回归 (ordinary  least  squares，
OLS) 估计为 ，检验 的系数检验量和伪

z检验量为 和 ，计算公式如下：

τi = n
(
ρ̂i,re−1

)
=

1
n

n∑
t=2

ỹi,t−1vi,t

1
n2

n∑
t=2

ỹ2
i,t−1

zi =
ρ̂i,re−1
Se

(
ρ̂i,re

) =
1
n

n∑
t=2

ỹi,t−1vi,t

σ̂i

√
1
n2

n∑
t=2

ỹ2
i,t−1

, i = 1,2,3,4

Se (·) σ̂i v̂i,t = ỹi,t − ρ̂i,reỹi,t−1其中： 为标准误差； 根据残差

计算。为得到检验量分布，需使用如下引理结论。{
Zn,k,1 ⩽ k ⩽ n,n > 1

}
引理　设 为随机变量阵列，且∥∥∥Zn,k

∥∥∥
1

∧
= E

∣∣∣Zn,k

∣∣∣ ⩽C
√

k/n

C k,n S n,0 = 0

Un (s) = S n,⌈ns⌉,0 ⩽ s ⩽ 1

其中 为不依赖于 的常数 ，规定 ，且令

满足：

Un (·)⇒ U (·)
⌈ns⌉ ns U D [0,1]

⇒
Vn,k = Zn,k/kp,1 ⩽ k ⩽ n,n > 1, p ⩾ 0

其中： 表示不超过 的整数部分； 表示

上轨道连续的随机过程； 表示分布弱收敛极限。

定义 ，则有

sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ =


Op
(
n−p/3) ,0 ⩽ p < 3/2

Op

(
lgn/
√

n
)
, p = 3/2

Op

(
1/
√

n
)
, p > 3/2

Un (·)⇒ U (·)证明　根据假设 得到

sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Zn,k

∣∣∣ = Op (1)

0 ⩽ p < 3/2当 时有

sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ ⩽ ∑
k⩽n1/3

∣∣∣Vn,k

∣∣∣+ sup
n1/3⩽k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ ∧= Yn+Wn
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由于

E |Yn| ⩽
∑

k⩽n1/3

∥∥∥Zn,k

∥∥∥
1

kp
⩽

C
√

n

∑
k⩽n1/3

k1/2−p ⩽Cn(3/2−p)/3−1/2 =
C

np/3

(5)

且

Wn = sup
n1/3⩽k⩽n

∣∣∣Zn,k

∣∣∣
kp
⩽

C
np/3

sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Zn,k

∣∣∣ = Op

(
1

np/3

)
(6)

p = 3/2

由式 (5) 和式 (6) 可得到引理的第一个结论。

当 时有

E sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ ⩽ E

∑
k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ =∑
k⩽n

∥∥∥Zn,k

∥∥∥
1

k3/2
⩽

C
√

n

∑
k⩽n

1
k
⩽C

lgn
√

n
(7)

p > 3/2由此得到引理的第二个结论。当 时有

E sup
1⩽k⩽n

∣∣∣Vn,k

∣∣∣ ⩽∑
k⩽n

∥∥∥Zn,k

∥∥∥
1

kp
⩽

C
√

n

∑
k⩽n

k1/2−p ⩽
C
√

n
(8)

由此得到引理的第三个结论。

由以上引理得到证明本文结论所需的推论。

εt ∼ iid
(
0,σ2

ε

)
p = 1 Zn,k推论　若 ，取 ，记 为下列

结果：

Zn,k
∧
= ηk =

k∑
t=1

εt,Zn,k =
1
k

k∑
t=1

ηt,Zn,k =
1
k2

k∑
t=1

tηt

al = O
(
l−1) bl = O

(
l−2) cl = O

(
l−3)当 ， ， 时有：

a⌈nr⌉
η⌈nr⌉√

n
⇒ 0 , b⌈nr⌉

⌈nr⌉∑
t=1

ηt√
n
⇒ 0 , c⌈nr⌉

⌈nr⌉∑
t=1

tηt√
n
⇒ 0

 2.2　检验量分布

由下面定理给出 4 种递归趋势调整后两类检验

量分布。

H0 : ρ = 1定理　当原假设 成立时，经过上述 4 种

递归趋势调整后，检验量分布为：

τ1⇒
r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)drr 1

0 W2 (r)dr
,z1⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)dr√r 1

0 W2 (r)dr

τ2⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

1
2

r−1
r r

0 W (s)ds−3r−2
r r

0 sW (s)ds
)
r−1dr

r 1

0 W2 (r)dr

z2⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

1
2

r−1
r r

0 W (s)ds−3r−2
r r

0 sW (s)ds
)
r−1dr√r 1

0 W2 (r)dr

τ3⇒

r 1

0 W (r)dW (r)+12
r 1

0

(
W (r)r−3

r r

0

(
1
2

r− s
)
W (s)ds

)
dr

r 1

0 W2 (r)dr
, z3⇒

r 1

0 W (r)dW (r)+12
r 1

0

(
W (r)r−3

r r

0

(
1
2

r− s
)
W (s)ds

)
dr√r 1

0 W2 (r)dr

τ4⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)dr−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

2
r

r r

0 W (s)ds− 6
r2

r r

0 sW (s)ds
)

1
r
dr

r 1

0 W2 (r)dr

z4⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)dr−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

2
r

r r

0 W (s)ds− 6
r2

r r

0 sW (s)ds
)

1
r
dr√r 1

0 W2 (r)dr

W (r) =W (r)− 1
r2

r r

0 (6s−2r)W (s)ds W (·)

[0,1]

其中： ； 表示定

义在 上的维纳过程。

ỹi,t−1=S t−1+
2

t−1

t−1∑
k=1

S k−
6

t (t−1)

t−1∑
k=1

kS k

i = 1,2,3,4 ⌈nr⌉

证明　根据 ，

，取前 项和得

n−1/2ỹi,⌈nr⌉ =n−1/2S ⌈nr⌉+
2n
⌈nr⌉n

−3/2
⌈nr⌉∑
k=1

S k−

6
⌈nr⌉ (⌈nr⌉+1)

n−1/2
⌈nr⌉∑
k=1

kS k

1
⌈nr⌉ (⌈nr⌉+1)

= ⌈nr⌉−2+O
(
⌈nr⌉−3

)
利用 和推论的第

三个结论得

n−1/2

⌈nr⌉ (⌈nr⌉+1)

⌈nr⌉∑
k=1

kS k = n2⌈nr⌉−2n−5/2
⌈nr⌉∑
k=1

kS k+

O
(
⌈nr⌉−3

) ⌈nr⌉∑
k=1

kS k/
√

n⇒ r−2σε

w r

0
sW (s)ds

n−1/2S ⌈nr⌉⇒ σεW (r) ,n−3/2
⌈nr⌉∑
k=1

S k⇒再 结 合
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σε
r r

0 W (s)ds得

n−1/2ỹi,⌈nr⌉⇒ σε
(
W (r)− 1

r2

w r

0
(6s−2r)W (s)ds

)
∧
= σεW (r)

当原假设成立时，对第一种递归趋势调整根据

OLS 有

ρ̂1,re−1 =

n∑
t=2

ỹ1,t−1v1,t

n∑
t=2

ỹ2
1,t−1

v1,t = εt −
1
n

n∑
t=1

εt其中 。根据文献 [23] 中定理 2.1 有

τ1 =n
(
ρ̂1,re−1

)
=

n−1
n∑

t=2

ỹ1,t−1

εt −n−1
n∑

t=1

εt


n−2

n∑
t=2

ỹ2
1,t−1

⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)drr 1

0 W2 (r)dr

另一方面有

σ̂2
1 =

n∑
t=2

(
ỹ1,t − ρ̂1,reỹ1,t−1

)2

n−2
=

n∑
t=2

εt−
1
n

n∑
t=1

εt

2

+
(
ρ̂1,re−1

)2
n∑

t=2

ỹ2
1,t−1−2

(
ρ̂1,re−1

) n∑
t=2

v1,tỹ1,t−1

n−2
=

σ2
ε +op (1)

进而得到伪 z检验量分布为

z1 =

n−1
n∑

t=2

ỹ1,t−1v1,t

σ̂1

√
n−2

n∑
t=2

ỹ2
1,t−1

⇒
r 1

0 W (r)dW (r)−W (1)
r 1

0 W (r)dr√r 1

0 W2 (r)dr

对第二种递归趋势调整有

v2,t = εt +
2−4t

t (t+1)
S t −

2
t (t−1)

t−1∑
k=1

S k +
12

t (t−1)(t+1)

t−1∑
k=1

kS k

根据推论的结论结合文献 [23] 中定理 2.1 得

n−1
n∑

t=2

ỹ2,t−1

(
2−4t

t (t+1)
S t

)
= n−1

n∑
t=2

n−1/2ỹ2,t−1

(
n (2−4t)
t (t+1)

n−1/2S t

)
⇒−4σ2

ε

w 1

0
W (r)r−1W (r)dr

n−1
n∑

t=2

ỹ2,t−1

 2
t (t−1)

t−1∑
k=1

S k

 = n−1
n∑

t=2

n−1/2ỹ2,t−1

 2n2

t (t−1)
n−3/2

t−1∑
k=1

S k

⇒ 2σ2
ε

w 1

0
W (r)

(
r−2

w r

0
W (s)ds

)
dr

n−1
n∑

t=2

ỹ2,t−1

 12
t (t−1)(t+1)

t−1∑
k=1

kS k

 = n−1
n∑

t=2

n−1/2ỹ2,t−1

 12n3

t (t−1)(t+1)
n−5/2

t−1∑
k=1

kS k

⇒
12σ2

ε

w 1

0
W (r)

(
r−3

w r

0
sW (s)ds

)
dr

综合这些结果得

τ2 =

n−1
n∑

t=2

ỹ2,t−1v2,t

n−2

n∑
t=2

ỹ2
2,t−1

⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

1
2

r−1
r r

0 W (s)ds−3r−2
r r

0 sW (s)ds
)
r−1dr

r 1

0 W2 (r)dr

σ̂2
2 =

n∑
t=2

(
ỹ2,t − ρ̂2,reỹ2,t−1

)2

n−2
= σ2

ε +op (1)类似有 ，进而得到伪 z检验量

z2 =

n−1
n∑

t=2

ỹ2,t−1v2,t

σ̂2

√
n−2

n∑
t=2

ỹ2
2,t−1

⇒

r 1

0 W (r)dW (r)−4
r 1

0 W (r)
(
W (r)+

1
2

r−1
r r

0 W (s)ds−3r−2
r r

0 sW (s)ds
)
r−1dr√r 1

0 W2 (r)dr

对第三种和第四种递归趋势调整有

v3,t = εt +
6

(t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

S k −
12

t (t−1)(t−2)

t−1∑
k=1

kS k, v4,t = εt −
4t−8

t (t+1)
S t −

8
t (t−1)

t−1∑
k=1

S k +
24

t (t−1)(t+1)

t−1∑
k=1

kS k −
1
n

n∑
t=1

εt

v3,t v2,t S t v4,t v1,t v2,t

τ1,z1, τ2,z2 τ3,z3, τ4,

z4

与 相似，但缺少 ；而 是 与 的混合

体，所以仿照 的证明过程可验证

的分布与定理结论一致。虽然 4 种递归趋势调整

采用不同调整机理，但证明显示检验量在大样本下

存在极限分布，从理论上保证有限样本模拟分位数

具有合理性，支持已有文献的模拟结论。
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 3　蒙特卡洛模拟结果与分析
 3.1　模拟设置与分位数获取

β

β = 1 α = 0

y0

为验证定理中两类检验量极限分布是否正确，

考察检验量的分位数随样本变动是否呈现收敛趋势；

同时，为说明递归趋势调整的必要性和合理性，与经

典 DF 检验量比较检验效果，文中采用蒙特卡洛模

拟方法验证。首先获取检验量分位数，鉴于单位根

检验为左检验，文中只给出 1%，5% 和 10% 分位数。

递归趋势调整后检验量分布不再受参数 影响，鉴于

前文所述的原因，不失一般性取 ，同时设 。

为消除初始值 对分布可能造成的影响，在计算检

验量前，剔除前 100 个观测值。设模拟次数为

εt ∼ N (0,1)

10 万次，样本容量为 25，50，100，250，500 和 1 000，
扰动项 。文中水平和功效检验模拟采取

同样的设置。

z1 z3

z2 z4

τi (i = 1,2,3,4)

限于篇幅，文中仅列出常用伪 z检验量分位数，

如表 1。由表 1 中分位数可得到 2 个结论：总体而

言，检验量 和 随样本容量增大而上升，但检验量

和 随样本容量增大而下降；分位数无论是上升还

是下降，变动态势明显具有收敛趋势，相邻样本间分

位数差异基本体现在第二位小数。实际上系数检验

量 也具上述特点，这从模拟角度证实上

述 4 种递归趋势调整模型检验量在大样本下存在极

限分布。
 
 

表 1    6 种样本容量下伪 z 检验量 3 种分位数的模拟结果

Tab. 1　Simulation results of pseudo z-test with 3 quantiles under 6 sample sizes

样本容量
1% 5% 10%

z1 z2 z3 z4 z1 z2 z3 z4 z1 z2 z3 z4

25 −2.48 −3.69 −2.33 −3.63 −1.74 −2.96 −1.59 −2.92 −1.37 −2.60 −1.22 −2.58
50 −2.43 −3.64 −2.27 −3.67 −1.74 −3.00 −1.57 −3.06 −1.38 −2.69 −1.21 −2.77

100 −2.39 −3.62 −2.22 −3.73 −1.72 −3.03 −1.53 −3.17 −1.38 −2.74 −1.18 −2.90
250 −2.38 −3.65 −2.21 −3.80 −1.72 −3.07 −1.52 −3.28 −1.37 −2.79 −1.15 −3.01
500 −2.36 −3.67 −2.21 −3.87 −1.71 −3.11 −1.51 −3.34 −1.38 −2.83 −1.15 −3.07

1 000 −2.35 −3.69 −2.16 −3.93 −1.71 −3.13 −1.48 −3.40 −1.37 −2.83 −1.14 −3.10

 3.2　检验水平与检验功效模拟

使用 5% 分位数考察检验量检验水平，为和经

典 DF 检验对比，在考察检验水平同时，也分析单位

ρ ρ̂DF

zDF ρ

根项系数 的估计精度，模拟结果如表 2。其中

和 分别表示经典 DF 检验模式对应的 与伪 z检
验量估计结果。

 
 

表 2    5 种样本容量下自回归系数估计结果与检验水平 单位：%

Tab. 2　Estimation  results and  testing level of autoregressive coefficient under five sample sizes Unit:%

样本容量 ρ̂1,re ρ̂2,re ρ̂3,re ρ̂4,re ρ̂DF z1 z2 z3 z4 zDF

25 91.80 73.40 95.40 72.50 62.20 4.99 4.91 5.02 4.89 4.92
50 95.90 85.00 98.10 83.80 80.40 4.89 4.96 4.92 5.00 4.90

100 97.90 91.90 99.20 91.00 89.90 5.10 5.17 5.15 5.09 5.19
250 99.20 96.50 99.70 96.10 95.90 5.02 5.07 5.00 5.00 4.94
500 99.60 98.20 99.90 98.00 97.90 5.01 4.90 5.08 4.85 4.84

ρ ρ̂DF < ρ̂4,re < ρ̂2,re <

ρ̂1,re < ρ̂3,re

由表 2 可看出 ：就 估计 ，有

，表明不同递归趋势调整模型间存在差异，

但精度上均一致优于 DF 估计，且在样本容量不超

过 100 时更为突出，显示趋势调整模型在参数估计

方面具有明显优势；就检验水平，和 DF 检验一样，

4 种递归趋势调整检验水平都稳定在显著性水平

5% 左右，根据 Godfrey 等[24] 显著性水平区间估计公

式，取概率度为 1.96 得到区间估计结果为 (4.809%，

5.191%)。由此看出，所有检验水平都落在该区间内，

因此递归趋势调整模型检验量具有满意的检验

水平。

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ ρ = 0.85

ρ = 0.95

分别令 为 0.95，0.90 和 0.85，考察检验功效，模

拟结果如表 3。表 3 显示：当样本容量相同而 远离

1 或 相同而样本容量增大时，检验功效也递增，与

检验量无关，这与已有结论相符；不同递归趋势调整

模型间的检验功效存在差异，但当 不小于 0.90 而

样本不超过 250 时，递归趋势调整模型检验功效高

于经典 DF 检验结果；当 与 1 相差较远 (如 )
且样本容量相当大 (如为 250) 时，5 种检验量的检验

功效完全相当，但在近单位根 (如 ) 时，即使

样本为 500，递归趋势调整模型的检验功效仍较高。

因此，递归趋势调整模式单位根检验具有功效优势。 
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表 3    5 种样本容量下伪 z 检验量检验功效 单位：%

Tab. 3　Test efficacy for pseudo z-test under five sample sizes Unit:%

样本
容量

ρ = 0.95 ρ = 0.90 ρ = 0.85

z1 z2 z3 z4 zDF z1 z2 z3 z4 zDF z1 z2 z3 z4 zDF

25 5.17 5.12 5.18 5.11 5.09 6.23 6.18 6.25 6.21 5.75 7.45 7.38 7.48 7.37 6.75
50 6.09 6.19 6.12 6.21 5.78 9.51 9.70 9.58 9.62 8.34 15.59 16.07 15.62 15.76 13.08

100 9.89 10.12 10.04 9.70 8.49 24.33 25.17 24.50 23.95 19.66 48.72 50.73 49.02 48.12 40.25
250 34.33 35.83 34.70 33.48 27.50 89.68 92.01 89.63 89.51 84.32 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
500 88.91 91.37 88.96 88.65 83.28 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

 4　实证结果与分析
选取上证综合指数收盘价对递归趋势调整检验

量的实用性进行检验，样本期间为 2019 年 1 月 2 日

至 2023 年 2 月 16 日的共 1 000 个观测值。为降低

指标波动性，对观测值取对数处理，图 1 为观测值取

对数后的指标时序图。
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图1　上证综合指数对数收盘价时序图

Fig. 1　Time series chart of the logarithmic closing price of
Shanghai composite index

图 1 显示，对数化收盘价具有一定趋势，单位根

检验模型应使用含趋势项设置模式。

表 4 为 4 种递归趋势调整检验和经典 DF 单位

根检验量估计结果。表 4 显示：所有递归趋势调整

单位根检验量均大于表 1 中样本容量为 1 000 各自

对应的分位数，表明该序列为非平稳过程，这和经

典 DF 检验量的检验结论相同；单位根项估计值在

0.98 左右，接近 1，表明序列为单位根过程；4 种递归

趋势调整检验量和经典 DF 检验量值都小于各自对

应的分位数，收益率序列为平稳序列，这也从单位根

项估计值在 0.02 左右远离 1 得到验证。实证结果

表明 2 种序列递归趋势调整检验结果和经典的 DF
检验结果一致，从实证角度证实递归趋势调整检验

量的适用性。

 
 
 

表 4    上证综合指数收盘价对数及其收益率单位根检验结果

Tab. 4　Unit root test results of the closing price of Shanghai composite index and its return rate

检验序列 z1 z2 z3 z4 zDF ρ̂1,re ρ̂2,re ρ̂3,re ρ̂4,re ρ̂DF

对数序列 −0.58 −2.31 −0.18 −2.69 −2.95 0.997 0.989 0.999 0.987 0.986
收益率序列 −30.15 −30.88 −30.05 −30.90 −30.97 0.020 0.020 0.020 0.020 0.017

 5　结论
在已有研究的基础上，提出 2 种新递归趋势调

整方法，通过构建引理推导出 4 种递归趋势检验量

分布，利用蒙特卡洛模拟获取检验量分位数，考察趋

势项参数估计偏差和检验量水平扭曲程度和功效优

势，利用上证综合指数序列验证递归趋势调整方法

的适用性，得到以下主要结论：

1) 就递归调整方法，除已有 2 种递归趋势调整

方法和 2 种转换模式之外，本文提出的 2 种递归趋

势调整方法也可用于单位根检验，可丰富递归趋势

调整理论。

2) 就检验量分布，4 种递归趋势调整模型的两

类单位根检验量在大样本下均具有明确的分布，都

收敛到维纳过程的泛函，从理论上保证了已有文献

的模拟结论，也为本文分位数模拟提供理论支持。

3) 就单位根项系数估计精度，当原假设成立存

在单位根时，递归趋势调整模型比经典 DF 估计更

接近真实值，具有估计优势。

4) 就检验水平和检验功效，递归趋势调整和经

典 DF 两类检验模式都具有满意的检验水平；但在

检验功效方面，递归趋势调整模型具有明显的功效

优势，只有当样本容量足够大和单位根项系数远离

1 时，两类检验模式才具有相同的检验功效。

5) 就上证综合指数收盘价序列单位根检验结

果，无论是对数收盘价序列还是收益率序列，递归趋

势调整和经典 DF 两类检验模式的结论均相同，表

明递归趋势调整检验模式也可用于实证研究。
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