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具有 Markov 切换脉冲随机时滞系统的
有限时间稳定

尹　浩 ，姚凤麒 ，王国庆

(安徽工业大学 电气与信息工程学院, 安徽 马鞍山 243032)

摘要：针对一类具有 Markov 切换和时变时滞脉冲随机系统，利用 Lyapunov–Krasovskii (L–K) 泛函法和平均脉冲区间条

件建立系统均方有限时间稳定的相关性准则。利用广义伊藤公式求出 L–K 泛函关于时间的导数，根据积分不等式对求出

的 L–K 泛函导数进行放缩，降低判据的保守性；结合平均脉冲区间条件约束均匀时间间隔内脉冲发生次数，得到以线性矩

阵不等式 (LMI) 形式的时滞相关稳定性判据，进一步降低判据的保守性；设计使系统满足有限时间稳定的状态反馈控制器，

且给出实例进行验证。结果表明：本文建立的相关性准则，通过选取模态相关的泛函且利用平均脉冲区间条件，可进一步

降低判据的保守性。 
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Finite Time Stability of Impulsive Stochastic Time-delay System with
Markov Switching
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Abstract：For  a  class  of  impulsive  stochastic  systems with  Markov switch and time-varying delay,  the  correlation
criterion  of  mean-square  finite-time stability  of  the  system was  established  by  using  Lyapunov–Krasovskii  (L–K)
functional  method  and  average  impulsive  interval  condition.  The  derivative  of  L –K  functional  about  time  was
obtained  by  generalized  Ito ’s  formula,  and  the  derivative  of  L –K  functional  was  scaled  according  to  integral
inequality to reduce the conservatism of the criterion. Combining with the condition of average impulsive interval to
constrain the number of impulses in a uniform time interval, a delay-dependent stability criterion in the form of linear
matrix inequality (LMI) was obtained to further reduce the conservatism of the criterion. A state feedback controller
was designed to make the system meet the finite time stability,  and an example was given to verify it.  The results
show that  the correlation criterion established in this  paper  can further  reduce the conservatism of  the criterion by
selecting the functional of modal correlation and using the condition of average impulsive interval.
Keywords：Markov  switching; impulsive  stochastic  delay  system; finite-time  stability; average  impulsive  interval;

liner matrix inequalities (LMI)
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随机噪声扰动在实际工程系统中是不可避免的，

当系统的可靠性要求较高时，随机噪声扰动不可忽

略。脉冲跳变可刻画系统状态在某些时刻的突变或

重置，如电力网络中开关电路的频繁改变、生物种

群系统中对生物的过度捕捞或投放等。脉冲随机系

统综合考虑了随机噪声扰动和脉冲跳变两因素对系

统的影响。时滞也会影响系统的性能，作为一类重

要的混杂系统，脉冲随机系统得到了广泛研究。对

于大多系统，脉冲发生的时间间隔不是均匀分布的，

因此难以准确判断脉冲区间的长度。Lu 等 [1] 首次

提出了平均脉冲区间的概念，允许脉冲区间的上确

界可能非常大，而下确界可能相当小。Yao 等 [2] 利

用平均脉冲区间方法，结合比较引理和 Razumikhin
技巧，建立考虑系统的矩指数稳定性的充分条件；

Cai 等 [3] 利用 Lyapunov 函数法和 Razumikhin 技巧，

建立了具有时滞脉冲离散时间不确定脉冲神经网络

的鲁棒指数稳定；Wu 等 [4] 利用平均脉冲区间方法，

建立脉冲随机时变系统的渐近稳定性的充分条件；

Xu 等 [5] 建立了具有无限时滞的脉冲随机微分系统

的矩指数稳定性的充分条件。

然而，上述研究成果多是基于 Lyapunov 意义下

的稳定性与控制，较少涉及系统的有限时间稳定。

Lyapunov 稳定性描述系统在无穷区间上的渐进行

为反映系统的稳态性能，但不能反映系统的暂态性

能。Lyapunov 渐进稳定的系统具有较差的暂态特

性，如超调过大等在实际系统中一般是不允许的。

导弹系统、机器人操作系统等工作时间短暂，人们

更关心的是系统是否满足一定的暂态性能要求。为

解决系统的暂态性能问题，俄罗斯研究者 Kamenkov[6]

在 20 世纪 50 年代首次提出有限时间稳定的概念。

有限时间稳定，是指系统初始状态在某一范围内时，

系统的状态在一定时间区间内不超过某一预先给定

的界限。近年，系统的有限时间稳定性问题再次引

起广泛关注，并报道了系列研究成果 [7−11]。Markov
跳跃系统作为一类特殊的混杂系统，其中具有

Markov 切换随机系统的有限时间稳定问题是热门

的研究方向之一。Liu 等 [12] 研究了离散时间正

Markov 跳跃系统的随机有限时间稳定性和镇定问

题；Cheng 等 [13] 针对一类具有外部干扰和非线性的

Markov 跳跃系统，提出了有限时间异步输出反馈控

制方案；Ren 等 [14] 针对一类具有不完全转移率的

Markov 跳跃非线性系统，研究了异步有限时间滤波

问题；Yan 等 [15] 研究了具有半 Markov 随机系统的

有限时间稳定性和镇定问题；苏磊等 [16] 综述了半

Markov 跳跃系统的稳定性与控制器与滤波器的设

计；Ren 等[17] 研究不确定正 Markov 跳跃神经网络的

有限时间有界性和镇定问题。然而，上述研究成果

中没有考虑脉冲对系统有限时间稳定性的影响。鉴

于此，针对一类具有 Markov 切换的脉冲随机时滞系

统，通过选取模态相关的泛函和利用平均脉冲区间

条件来降低判据的保守性，建立系统的有限时间稳

定准则，以期实现脉冲随机时滞系统的有限时间

稳定。

 1　预备知识及定义(
Ω,F , {Ft}t⩾0,P

)
{Ft}t⩾0 σ F0

P E AT

A w(t)
(
Ω,F , {Ft}t⩾0,P

)
Rn | · | n

diag[· · · ] λmax (A) (λmin (A))

A r (t)

S = {1,2, · · ·} r (t)

w (t)

令 表示 1 个完备的概率空间 ，

为满足条件的 代数流 (其右连续并且 包含

所有 的空集)。 为随机变量的数学期望； 为向

量或矩阵 转置； 为定义在概率空间

上的一维维纳过程； 为欧几里得范数 的 维实

数空间； 表示块对角矩阵， 为

矩阵 的最大(最小) 特征值。设 为是有限状态

空间 上取值的右连续 Markov 链，假设

独立于 ，其转移概率为

P{r(t+∆) = j | r(t) = i} =

 γi j∆+o(∆), 若i , j

1+γii∆+o(∆), 若i = j
(1)

∆ > 0 (i , j) γi j > 0 γii = −
N∑

j=1,i, j

γi j其中 ， ， 且 。

考虑如下具有 Markov 切换的脉冲随机时滞

系统：

dx(t) =
[
Ar(t) x(t)+Br(t) x(t−h(t))+Hr(t)u(t)

]
dt+[

Cr(t) x(t)+ Dr(t) x(t−h(t))+ Jr(t)u(t)
]
dw(t),

t , tk, t ⩾ t0

x (tk) = Fr(tk) x
(
t−k
)
,k ∈ Z

x (t0+ϑ) = ξ(ϑ), −hmax ⩽ ϑ ⩽ 0

(2)

x(t) ∈ Rn u(t) ∈ Rm

ξ(ϑ) [−hmax,0]

h(t) 0 ⩽ hmin ⩽ h(t) ⩽ hmax

ḣ(t) ⩽ ρ Ar(t) Br(t) Cr(t) Dr(t) Fr(tk)(
Ω,F , {Ft}t⩾0,P

)
r (t) = i (i = 1,2, · · ·) Ar(t) Br(t) Cr(t) Dr(t) Ai

Bi Ci Di r (tk) = j Fr(tk) F j

{tk}k∈Z 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tk < · · · lim
k→∞

tk =∞

其中： ， 分别为系统的状态和系统的

控制输入；初始值 为定义在 的连续函数；

为连续时变时滞，满足条件 ，

； ， ， ， ， 为定义在概率空间

上的常数矩阵。为后续简便 ，令

，则 ， ， ， 简记为 ，

， ， ；令 ，则 简记为 。脉冲序列

满足 且有 。

c1,c2,T c1 < c2

E(∥ξ∥2) ⩽ c1⇒ E(|x (t) |2) < c2, t ∈ [t0,T ]

定义 1[18]　假设存在正常数 且 ，

若 。则系统 (2)
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(u(t) ≡ 0) (c1,c2,T )是关于 的均方有限时间稳定。

N0 τ∗定义 2[1] 　若存在正整数 以及正数 ，使得

N(t, s) ⩽
t− s
τ∗
+N0, ∀t ⩾ s ⩾ t0 (3)

{tk}k∈Z τ∗

N0 N(t, s) (s, t]

ϖ =

{ε,2ε, · · · , (N0−1)ε,N0τ
∗,N0τ

∗+ε, N0τ
∗+2ε, · · · ,N0τ

∗

(N0−1)ε,2N0τ
∗, · · ·}

ε τ∗

则脉冲序列 的平均脉冲区间为 。其中：

为脉冲约束； 为脉冲在区间 内发生的次

数 。 文献 [1] 中 的 例 3 已 说 明 脉 冲 序 列

+
满足式 (3) 的平均脉冲区间，其

中 是小于 的任意正数。接下来引入需要使用的

引理。

W ∈ Rn×n

h > 0 x(t) : [t−h, t]→ Rn

−h
r t

t−h xT(s)Wx(s)ds ⩽ −
[r t

t−h x(s)ds
]T

W
[r t

t−h x(s)ds
]

引理 1[19]　对于任意正定矩阵 ，常数

，向量函数 ，则有不等式成立：

。

 2　主要结果
(u(t) ≡ 0)讨论系统 (2) 的均方有限时间稳定，利

用 L–K 泛函法及平均脉冲区间法建立以下定理。

c1,c2,T,hmin,hmax,ρ

c1 < c2 αi > 0(i = 1,2, · · ·) µi ⩾ 1

Mi > 0 Q1,i > 0 Q2,i > 0 Q3 > 0

定理 1　假设脉冲序列满足定义 2 中的平均脉

冲区间条件，存在正常数 ，其中

。 ， ，且有适当维度的矩

阵 ， ， ， ，使得 Π Mi Bi+Ci
T Mi Di

∗ Di
T Mi Di− (1−ρ)Q1,i

 ⩽ 0 (4)

N∑
j=1

γi j
(
Q1, j+Q2, j

)−Q3 < 0 (5)

F j
T M j F j−µi Mi ⩽ 0 (6)

(αi+
1
τ∗

lnµi)(T − t0) < ln(c2λ1,i)−

ln
[
c1(λ2,i+hmaxλ3,i+hmaxλ4,i+

h2
max

2
λ5)
]
−N0 lnµi (7)

Π = Q1,i+Q2,i+hmaxQ3+Mi Ai+ Ai
T Mi+CT

i MiCi+

N∑
j=1

γi j M j−αi Mi,λ1,i = λmin (Mi) λ2,i = λmax (Mi)

λ3,i = λmax
(
Q1,i
)
λ4,i = λmax

(
Q2,i
)
λ5 = λmax (Q3)

式中：

； ；

； ； 。

(u(t) ≡ 0) (c1,c2,T )则系统 (2) 是关于 的均方有限

时间稳定。

证明　构造 L–K 泛函

V(x(t), i, t) = xT(t)Mi x(t)+
w t

t−h(t)
xT(s)Q1,i x(s)ds+

w t

t−hmax

xT(s)Q2,i x(s)ds+
w 0

−hmax

w t

t+θ
xT(s)Q3 x(s)dsdθ

(8)

V(x(t), i, t) V(i, t) t , tk将 简写为 ，当 ，根据伊藤公式

可得

L(V(i, t)) =xT(t)Q1,i x(t)− (1− ḣ(t))

xT(t−h(t))Q1,i x(t−h(t))+

xT(t)Q2,i x(t)− xT(t−hmax)Q2,i x(t−hmax)+

hmax xT(t)Q3 x(t)−
w t

t−hmax

xT(s)Q3 x(s)ds+

2xT(t)Mi[Ai x(t)+Bi x(t−h(t))]+

trace{[Ci x(t)+ Di x(t−h(t))]T Mi[Ci x(t)+

Di x(t−h(t))]}+
N∑

j=1

γi j xT(t)M j x(t)+

N∑
j=1

γi j

w t

t−h(t)
xT(s)Q1, j x(s)ds+

N∑
j=1

γi j

w t

t−hmax

xT(s)Q2, j x(s)ds

(9)

L(V)式中 为随机微分算子。整理式 (9) 中积分项并

结合引理 1 和式 (5) 得到

−
r t

t−hmax
xT(s)

Q3−
N∑

j=1

γi j
(
Q1, j+Q2, j

) x(s)ds−

r t−h(t)

t−hmax
xT(s)

N∑
j=1

γi jQ1, j x(s)ds ⩽

UT
1

− 1
hmax

Q3−
N∑

j=1

γi j
(
Q1, j+Q2, j

)
U1+

UT
2

− 1
hmax−hmin

N∑
j=1

γi jQ1, j

U2

(10)

U1 =
w t

t−hmax

x(s)ds,U2 =
w t−h(t)

t−hmax

x(s)ds其中 。由式 (4) 有

L(V(i, t)) ⩽ ζT(t)diag[Λ11, Λ22]ζ(t) ⩽

αi xT(t)Mi x(t) ⩽ αi(V(i, t)) (11)

其中
ζ(t) =

[
xT(t) xT(t−h(t)) xT(t−hM) UT

1 UT
2

]
Λ11 =

 ς Mi Bi+Ci
T Mi Di

∗ DT
i Mi Di− (1−ρ)Q1,i


Λ22 = diag

 −Q2,i −
1

hmax

Q3−
N∑

j=1

γi j
(
Q1, j+Q2, j

) −
1

hmax−hmin

N∑
j=1

γi jQ1, j


ς =Q1,i+Q2,i+hmaxQ3+Mi Ai+ Ai

T Mi+CT
i MiCi+

N∑
j=1

γi j M j

∀t ∈ [tl, tl+1) l ∈ N tl t因此 ， 。对式 (11) 在 到 内积分，

并对不等式两边取期望可得

E(V (i, t)) ⩽ E(V ( j, tl))+E(
w t

tl

αiV (r (s) , s)ds) (12)

利用 Gronwall 不等式有

E(V(i, t)) ⩽ eαi(t−tl)E(V (i, tl)), t ∈ [tl, tl+1) (13)
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由式 (6) 得

V( j, tl) ⩽ µiV(r(t−l ), t−l ) (14)

对式 (14) 两边取期望得

E(V( j, tl)) ⩽ µiE(V(r(t−l ), t−l )) (15)

利用数学归纳法证明式 (16) 成立。

E(V(i, t)) ⩽ µN(t,t0)
i E(V(r(t0), t0))eαi(t−t0) (16)

t ∈ [t0, t1),N(t, t0) = 0当 ，时，由式 (16) 得

E(V(i, t)) ⩽ E(V(r(t0), t0))eαi(t−t0) (17)

t ∈ [t1, t2),N(t, t0) = 1时，利用式 (15)，(16) 可推出

E(V(i, t)) ⩽ E(V(r(t1), t1))eαi(t−t1) ⩽ µiE(V(r(t−1 ), t−1 ))eαi(t−t1) ⩽

µiE(V(r(t0), t0))eαi(t1−t0)eαi(t−t1) = µN(t,t0)
i E(V(r(t0), t0))eαi(t−t0)

(18)

t ∈ [t2, t3),N(t, t0) = 2时，有

E(V(i, t)) ⩽ E(V(r(t2), t2))eαi(t−t2) ⩽ µiE(V(r(t−2 ), t−2 ))eαi(t−t2) ⩽

µ2
i E(V(r(t0), t0))eαi(t2−t0)eαi(t−t2) =

µN(t,t0)
i E(V(r(t0), t0))eαi(t−t0) (19)

因此，通过数学归纳可以验证得出式 (16) 成立。

由式 (3) 有

E(V(i, t)) ⩽ µ
N0+

t−t0

τ∗

i E(V(r(t0), t0))eαi(t−t0) =

µN0

i E(V(r(t0), t0))e(αi+
1
τ∗

lnµi)(t−t0) (20)

根据式 (20) 得到

E(|x(t)|2)⩽
1
λ1,i

EV((i, t))⩽
1
λ1,i
µN0

i E(V(r(t0), t0))e(αi+
1
τ∗

lnµi)(t−t0)⩽

1
λ1,i
µN0

i E(V(r(t0), t0))e(αi+
1
τ∗

lnµi)(T−t0), t0 ⩽ t ⩽ T (21)

E(V(r(t0), t0)) ⩽
[
λ2,i+hmaxλ3,i+hmaxλ4,i+

h2
max

2
λ5

]
E(∥ξ∥2)

(22)

E(∥ξ∥2) ⩽ c1由式 (21)，(22) 及式 (7) 得到，若 则

E(|x(t)|2) ⩽
1
λ1,i

[
λ2,i+hmax (λ3i+λ4i)+

h2
max

2
λ5

]
c1µ

N0

i e(αi+
1
τ∗

lnµi)(T−t0) < c2

(23)

(c1,c2,T )因此系统 (2) 是关于 的均方有限时间

稳定。证明完毕。

αi > 0 µi ⩾ 1注 1　通过定理 1 中 ， 以及式 (20) 可
看出 Lyapunov 函数是呈指数发散的，所以系统 (2)
并不是 Lyapunov 意义下的稳定，由此可看出一个系

统有限时间稳定并不一定代表其是 Lyapunov 意义

下的稳定。

注 2　由于考虑了具有 Markov 切换时滞系统，

当模态数目增加时，需求解的 LMI 的维度变大，且

矩阵中的元素数也会增多，使计算量增加，LMI 的求

解复杂度上升。为解决这个问题，在定理 1 中采用

分块矩阵技术将大的矩阵分解成小块，以降低计算

的复杂度。若系统 (2) 为不考虑脉冲影响的随机

Markov 系统：

dx(t) =
[
Ar(t) x(t)+Br(t) x(t−h(t))

]
dt+[

Cr(t) x(t)+ Dr(t) x(t−h(t))
]
dw(t)

(24)

则应用定理 1 得出推论 1。
c1,c2,T c1 < c2

αi,µi,Mi,Q1,i,Q2,i,Q3

推论 1　假设存在正常数 ，其中 。

与定理 1 相同以及满足定理 1 中

的式 (4)，(5)，只需将定理 1 中式 (7) 修改为

αi(T − t0) ⩽ ln(c2λ1,i)− ln[c1(λ2,i+hmaxλ3,i+

hmaxλ4,i+h2
max
λ5

2
)]

(25)

(c1,c2,T )则系统 (2) 是关于 的均方有限时间稳定。

 3　反馈镇定
根据定理 1，设计反馈控制器使系统 (2) 满足有

限时间镇定，考虑如下形式的状态反馈控制器

u (t) = Rr(t) x (t)+Sr(t) x (t−h (t)) (26)

Rr(t) Sr(t)其中 与 为反馈增益矩阵。将式 (26) 代入系

统 (2) 得到如下系统：

dx(t) =
[(

Ar(t)+Hr(t) Rr(t)
)

x(t)+(
Br(t)+Hr(t)Sr(t)

)
x(t−h(t))

]
dt+[(

Cr(t)+ Jr(t) Rr(t)
)

x(t)+(
Dr(t)+ Jr(t)Sr(t)

)
x(t−h(t))

]
dw(t),

t , tk, t ⩾ t0

x (tk) = Fr(tk) x
(
t−k
)
,k ∈ Z

x (t0+ϑ) = ξ(ϑ), −hmax ⩽ ϑ ⩽ 0

(27)

c1,c2,T,hmin,hmax,ρ

c1 < c2 αi > 0(i = 1,2, · · ·) µi ⩾ 1

Xi Zi Zdi Q1,i > 0 Q2,i > 0 Q3 > 0

Yi Ydi

定理 2　假设脉冲序列满足定义 2 中的平均脉

冲区间条件，存在正常数 ，其中

。 ， ，且有适度维数的对

称正定矩阵 ， ， 。 ， ， 以及

矩阵 ， ，使得

Π1 Bi Xi+HiYdi XiCT
i +YT

i JT
i Λ1i

∗ − (1−ρ) Zdi XiDT
i +YT

di JT
i 0

∗ ∗ −Xi 0

∗ ∗ ∗ −Λ2i


< 0 (28)


−XiQ3 Xi Xi

∗ −
N∑

j=1

γi j
(
Q1,i+Q2,i

)−1

 < 0 (29)

 −µi Xi Xi FT
j

∗ −Xi

 ⩽ 0 (30)
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(αi+
1
τ∗

lnµi)(T − t0) < ln(c2λ̃1i)− ln
[
c1(λ̃2,i+ λ̃3i)

]
−N0 lnµi

(31)

其中：

Π1 = Zi+ Zdi + Ai Xi+X AT
i +HiYi+YT

i HT
i +γii Xi−αi Xi

Λ1i = [X1, · · · ,Xi−1,Xi+1, · · ·]

Λ2i =
[
γi1 X1, · · · ,γi(i−1) Xi−1,γi(i+1) Xi+1, · · ·

]
λ̃1i = λmin (Xi)

λ̃2,i = λmax (Xi)

λ̃3i = λmax (Zi+ Zdi)

Ri = Yi X−1
i Si = Ydi X−1

i

(c1,c2,T )

则系统 (27) 在控制增益为 ，

时是关于 的均方有限时间稳定。

Ai Bi Ci Di

Ai+Hi Ri Bi+HiSi Ci+ Ji Ri Di+ JiSi

证明  根据定理 1，只需将式 (4) 中的 ， ， ，

分别换成 ， ， ， ，可得 Π2i Mi (Bi+HiSi)+ (Ci+ Ji Ri)T Mi (Di+ JiSi)

∗ (Di+ JiSi)T Mi (Di+ JiSi)− (1−ρ)Q1,i

 < 0

(32)

Π2i = Q1,i+Q2,i+hmaxQ3+Mi (Ai+Hi Ri)+ (Ai+

Hi Ri)T Mi+ (Ci+ Ji Ri)T Mi (Ci+ Ji Ri)+
N∑

j=1

γi j M j−αi Mi

其 中

。

根据 Schur 补，式 (32) 等价于
Π3i Mi (Bi+HiSi) (Ci+ Ji Ri)T Mi

∗ − (1−ρ)Q1,i (Di+ JiSi)T Mi

∗ ∗ −Mi

 < 0 (33)

Π3i = Q1,i+Q2,i+hmaxQ3+Mi (Ai+Hi Ri)+ (Ai+

Hi Ri)T Mi+

N∑
j=1

γi j M j−αi Mi

diag
[
M−1

i ,M−1
i ,M−1

i

]
其 中

。对式 (33) 左右同时乘以

，得到
Π4i (Bi+HiSi) M−1

i M−1
i (Ci+ Ji Ri)T

∗ − (1−ρ) M−1
i Q1,i M−1

i M−1
i (Di+ JiSi)T

∗ ∗ −M−1
i

 < 0

(34)

Π4i=M−1
i

(
Q1,i+Q2,i+hmaxQ3

)
M−1

i + (Ai+Hi Ri) M−1
i +

M−1
i (Ai+Hi Ri)T+γii M−1

i +

N∑
j=1, j,i

γi j M−1
i M j M−1

i −αi M−1
i

Xi = M−1
i Zi = M−1

i

(
Q2,i+hmaxQ3

)
M−1

i Zdi = M−1
i Q1,i M−1

i

Ri = Yi X−1
i Si = Ydi X−1

i

Xi

其中

。令

， ， ，

， ，代入式 (34) 并再次利用 Schur
补，即可得到式 (28)。对式 (5) 左右同时乘以 ，即

可得到

Xi

N∑
j=1

γi j
(
Q1,i+Q2,i

)
Xi−XiQ3 Xi < 0 (35)

则式 (35) 等价于式 (29)。同理，对式 (6) 左右

Xi同时乘以 ，即可得到

Xi FT
j P j F j Xi−µi Xi ⩽ 0 (36)

(c1,c2,T )

则式 (36) 等价于式 (30)，由定理 2 可得系统 (2)
在式 (26) 作用下是关于 的均方有限时间

稳定。

 4　实例仿真
r (t) S = {1,2}

Γ= (γi j)2×2 =

[
−1 1
1 −1

]设 Markov 链 的状态空间 ，其转移矩

阵 ，考虑系统 (2) 具有以下参数：

A1 =

 −1.2 −0.6

0.5 −1.4

 ,B1 =

 1 0

−1 1

 ,
C1 =

 0.4 0.2

0.2 0.4

 ,D1 =

 0.3 0

0 0.3

 ,
F1 =

 1.1 0

0 1.1

 ;
A2 =

 −0.9 −0.4

0.2 −0.8

 ,B2 =

 1 0

0 1

 ,
C2 =

 0.3 −0.3

−0.3 0.3

 ,D2 =

 −0.5 0

0 −0.5

 ,
F2 =

 1.1 0

0 1.1

。
h(t) = 0.1(1+ e−t) hmax = 0.2 ρ = 0.1

i αi µi i = 1 α1 = 0.944，

µ1 = 1.161 i = 2 α2 = 0.942，µ2 = 1.262

令时滞 ，有 ， 。针

对不同的模态 ， 与 取值为： 时，取

； 时， 。

hmax

h(t)

hmax ρ

注 3　为使式 (7) 更易成立，使系统 (2) 满足所

有条件并保持稳定；同时定理 1 中涉及矩阵，且矩阵

中包含最大时滞上界 ，需求解线性矩阵不等式

(LMI) 来验证定理的有效性。故选取 ，得最大的

时滞上界 及 ，求解出不同模态下的最优可行性

解。利用 MATLAB 中 LMI 工具箱求解式 (4)~(6)
中的矩阵不等式，得出不同模态下满足条件的矩阵：

M1 =

 1.841 5 −0.027 6

−0.027 6 1.961 6


Q1,1 =

 3.548 5 −0.288 6

−0.288 6 1.961 5


Q2,1 =

 0.339 4 0.420 4

0.420 4 0.539 9


M2 =

 1.766 6 −0.026 8

−0.026 8 1.881 7


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Q1,2 =

 2.892 6 −0.030 8

−0.030 8 2.363 0


Q2,2 =

 0.228 2 0.039 6

0.039 6 0.160 4


Q3 =

 0.647 2 0.388 7

0.388 7 0.520 1


Q3 λ5 = 0.977 6其中 的最大特征值 ，其余矩阵对应的

特征值如表 1。
 

表 1    对应矩阵的特征值

Tab. 1　Eigenvalues of corresponding matrices

i λ1,i λ2,i λ3,i λ4,i

1 1.835 5 1.967 7 3.599 3 0.871 9
2 1.760 6 1.887 6 2.894 4 0.246 4

N0 = 2 τ∗ = 0.15 ε = 0.1

ξ(ϑ) = [−0.4,0.3]T,ϑ ∈
[−0.2,0] c1 = 0.25 t ∈ [0,1.5]

(0.25,9.75,1.50)

考虑 ， ， ，则系统的脉冲序

列如图 1。设系统 (2) 的初值

，则 。若考虑系统 ，将上述求

解的特征值与假设值代入式 (23)，得出系统 (2) 是关

于 的均方有限时间稳定。作 500 次

样本轨道，并取期望值，得到系统的均方状态轨迹，

如图 2。
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图1　脉冲序列

Fig. 1　Impulsive sequence
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图2　系统的状态轨迹

Fig. 2　State trajectory of the system

验证定理 2 中反馈控制器的有效性，根据上面

求出的矩阵易得

X1 =

 0.543 1 0.007 6

0.007 6 0.509 9


X2 =

 0.562 2 0.008 1

0.008 1 0.531 6


Z1 =

 −1.312 7 −0.054 3

−0.054 3 −1.420 1


Z2 =

 −1.025 6 −0.113 1

−0.113 1 −0.847 3


Zd1 =

 1.044 5 −0.057 5

−0.057 5 0.507 9


Zd2 =

 0.927 2 0.014 1

0.014 1 0.667 6


因此，控制器在不同模态下的增益为

R1 =

 −0.112 8 0.135 3

−0.104 1 0.338 5

 ,S1 =

 −0.3 0

0 −0.3

 ;
R2 =

 0.284 3 0.027 2

0.027 2 0.158 5

 ,S2 =

 0.5 0

0 0.5

。
图 3 为加入反馈控制器后的均方轨迹状态。从

图 3 可看出：系统 (2) 在式 (26) 作用下同样是关于

(0.25,4.64,1.50) 的均方有限时间稳定。
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图3　反馈控制下系统的状态轨迹

Fig. 3　State  trajectory  of  the  system  under  feedback
control

τ∗

注 4　通过 MATLAB 中 LMI 工具箱，式 (4) 和
式 (5) 在不同模态下的可行性解被求解出来，验证

了判据的正确性。由于选取的泛函考虑不同模态及

判据中包含时滞信息，降低了判据的保守性；同时利

用平均脉冲区间条件，仅对平均脉冲区间 施加限

制，进一步降低了判据的保守性。

 5　结论
针对一类具有 Markov 切换的脉冲随机时滞系
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统的均方有限时间稳定性问题，通过利用 L–K 泛函

法以及随机分析技巧，建立系统有限时间均方稳定

的充分条件。基于所得的充分条件，设计使系统满

足有限时间稳定的状态反馈控制器，并给出实例进

行验证。通过选取模态相关的泛函且利用平均脉冲

区间条件对脉冲区间的上界或下界没有限制，而且

仅对平均脉冲间隔提出要求，降低了保守性。带时

滞脉冲和 Markov 切换的随机系统的有限时间问题

有待进一步研究。
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