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半环 Markov 性质的研究
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摘要：为进一步简化信息论中的复杂问题，利用 Shirshov 算法对特定生成关系进行约化，给出 Markov 链反向链和子链保持

Markov 性的简化代数证明；在基于半环的 Markov 链刻画基础上，研究 Markov 随机场的代数表征，通过 Shirshov 算法计算出

Markov 随机场生成关系的 Gröbner–Shirshov 基，进而得到半环 Markov 标准型。基于该标准型，提出随机变量构成 Markov 随

机场的代数判据，并给出联合熵、条件熵和互信息等信息量的标准型表示。最后，通过具体实例计算 Markov 随机场生成关系

的 Gröbner–Shirshov 基及标准型，证明了随机变量 (X1，X2，X3，X4) 构成该 Markov 随机场的充要条件，即为当且仅当任意

其中 。 
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Abstract：To  further  simplify  complex  problems  in  information  theory,  the  Shirshov  algorithm  was  employed  to
reduce the specific generation relations, through which simplified algebraic proofs were provided that the reversed
chain  and  subchain  of  a  Markov  chain  preserve  the  Markov  property.  Building  upon  the  semiring-based
characterization of Markov chains, the algebraic representation of Markov random fields was further explored. The
Gröbner–Shirshov  basis  for  the  generating  relations  of  Markov  random  fields  was  computed  using  the  Shirshov
algorithm,  thereby  obtaining  the  corresponding  semiring  Markov  normal  form.  Based  on  this  normal  form,  an
algebraic  criterion  was  established  for  determining  whether  random  variables  form  a  Markov  random  field,  and
standard  representations  were  derived  for  information  measures  including  joint  entropy,  conditional  entropy,  and
mutual  information.  Finally,  through  a  concrete  example,  the  Gröbner–Shirshov  basis  and  normal  form  of  the
generating relations for a Markov random field were computed, and it was proved that the random variables (X1，X2，

X3，X4) constitute the given Markov random field if and only if for any , .
Keywords：Markov chain; Markov random field; Markov semiring; Gröbner–Shirshov basis; Shirshov algorithm

为了寻找解决信息论中困难问题的简化方法，

20 世纪 60 年代 Hu[1] 开始研究 Shannon 信息度量的

集合论结构，通过符号替换确定每个信息恒等式都

对应一个集合恒等式。在集合结构方面，Venn 图是

一种直观有效的工具，早期学者用 Venn 图表示 2 个

或 3 个随机变量的 Shannon 信息度量结构，直到
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Yeung[2] 引入 I－度量才给出规范解释 ，建立了

Shannon 信息度量和集合论间的一一对应关系。作

为信息论中的重要模型，Markov 链的信息关系可以

用信息图表示，但当随机变量超过 5 个时，这种表示

方法就变得极其复杂和困难。半环作为一种具有加

法和乘法运算的代数结构，在代数、组合数学和计

算机科学等领域应用广泛，而集合簇在交并运算下

可以构成一个半环[3]。因此，利用半环的代数结构

特性来简化 Markov 链的代数表征，对于降低信息论

中复杂问题的理论推导及计算复杂度具有重要研究

意义。

Markov 链作为一种重要的随机过程模型，在信

息与通信工程、计算机科学、地理学等多个领域广

泛应用。Gibson[4] 运用 Markov 链建立最小均方误

差估计模型，提出了适用于智能体学习系统中的互

信息增益和损失计算方法；Ding 等 [5] 结合 Markov
链与 Shannon 信息度量理论，构建了风险自适应动

态访问控制模型，有效解决了云存储环境下的大数

据管理问题；Ryu 等[6] 则将 Markov链与频谱聚类技

术相结合，开发出基于社区的扩散方案以优化传播

效率。对于任何时间点，底层 Markov 链都会选择生

成相应观察值的树，Adam 等 [7] 通过将决策树与底

层 Markov 链相融合，提出了新型预测方法并通过仿

真验证了其可行性；Smith 等[8] 构建了全球塑料废物

管理系统的 Markov 链模型，为评估污染治理措施提

供了量化工具；Ünal 等[9]利用 Markov 链分析了地震

目录数据，实现了地震活动时空演变的预测建模。

在城市规划领域，Yue 等 [10] 基于 Markov 链开发土

地类型预测混合方法，揭示了城市土地利用覆盖变

化与固有气候、地理和社会经济驱动因素的关联；

Sheeba 等[11] 针对高层建筑疏散过程，建立了离散时

间 Markov 链模型，量化评估楼梯合并和楼层拥挤等

因素对疏散时间的影响；Latifi 等[12] 将 Markov 链与

多标准决策相结合，构建了云服务动态评估体系，实

现了基于用户反馈的实时服务质量分析。这些研究

充分展现了 Markov 链在解决复杂系统建模与预测

问题中的强大能力和广泛适用性。

现有研究表明，Markov 链作为一种强大的数学

工具，为众多实际应用提供了有效的建模和预测方

法。但是，Markov 链仍面临状态空间增大导致计算

成本升高、平稳分布依赖等挑战。针对这一问题，

本课题组[13] 基于集合交并运算的代数性质，建立了

集合与半环的对应关系，并利用 Gröbner–Shirshov
基理论[14−16] 及其算法，构建了幂等补半环及其标准

型的表示，进而推广至链结构，实现了 n个随机变

量 Shannon 信息度量的统一表示。这种方法通过将

随机变量的给定约束条件(如条件独立性) 转化为对

应半环中的关系式，利用 Shirshov 算法计算 Gröbner–
Shirshov 基及标准型，有效简化了随机变量信息度

量的数学表示，但其计算过程仍存在一定的复杂性。

基于此，利用半环代数性质探究 Markov链的内在特

性，不仅给出其理论证明，还将分析框架推广至更具

一般性的 Markov 随机场，以期为复杂随机系统建模

与优化提供理论支撑。 

1　预备知识
X = {x1, x2, · · · , xn} Xc =

{
xc

1, x
c
2, · · · , xc

n

}
X̃ =

X∪Xc Rig[X̃] X

Rig[X̃]
{(

xi xc
i , θ
)
， (xi ◦ xc

i，1)， (xi ◦ xi, xi)(
xc

i ◦ xc
i , x

c
i

)} ≡ρ Y = {y0, · · · ,

ym−1} (m = 2n，n ∈ N) k =
n∑

i=1

jl2l−1 jl ∈ {0,1}

yk = xk1

1 · · · xkn
n ∈Rig[X̃] xk

i =

 xi,k = 1

xc
i ,k = 0

c x

◦

设 ， ， 令

， 是 1 个由 生成的自由交换半环 [13]。

在 中 ， 由 ，

生成的同余关系记为 。记

，其中 ， 。而

，其中 ， 表示 的补，

表示 1 种运算。

S (S , ◦)
θ (S , ·) 1

式中· s ∈ S θs = sθ =

θ 1S , θ S (S , ·,1)

S

定义 1　设 是一个非空集合，若 是一个

单位元为 的交换半群， 是一个单位元为 的半

群， 满足分配律，对于任意的 ，若

， ，则称 为一个半环；若 是一个交换

半群，则称 为一个交换半环。

文中除特别说明外，所有半环均指有限的交换

半环。

(S ,◦, ·, θ, 1)

S s t ∈ S s · t = θ s◦ t = 1

s · s = s s◦ s = s S t s

t = sc

定义 2　设 是一个交换半环，若对于

中 任 意 ， 存 在 满 足 条 件 ： ； ；

； ，则称 是幂等补半环，其中 是 的补，

记作 。

X = {x1, x2, · · · , xn} S [X] X

S [X] x1 xc
2 x3 = θ (x1 ◦ x2)

xc
3 x4 = θ · · · (x1 ◦ x2 ◦ · · · ◦ xn−2) xc

n−1 xn = θ x1→
x2→ ·· · → xn S [X]

≡ρ
{
(x1 xc

2 x3, θ),
(
(x1 ◦ x2) xc

3 x4

)
， · · ·，

(
(x1 ◦ x2 ◦ · · · ◦ xn−2)

xc
n−1 xn, θ

)}
S [X]

/≡ρ
Mn [X]

定义 3　设 ， 是由 生成的

自由幂等补半环，若在半环 中： ，

， ， ， 则 称

构成 Markov 链；设在 上的同余关系

是

生成的，则称 是 Markov 半环，记作

。

G = (V,E) V =

Nn = {1,2, · · · ,n} Xi i

G U XV1(U),

XV2(U), · · · ,XVs(U)(U) XU

X1,X2, · · · ,Xn G

定义 4　 令 为 无 向 图 [17]， 其 中

，再令 为对应点 的随机变量，如果

对于 的所有割集 ，一组随机变量集合

在条件 上相互独立，那么随机变

量 形成一个由图 表示的 Markov 随机场。
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S kRig[X]

Rig[X] >

定理 1(交换半环的钻石引理)[18]　设 为

的一元多项式集合， 的项序为 ，则下列表述

是等价的。

S kRig[X]

[X]/ Id(S )

1) 为 的 Gröbner–Shirshov 基

；

f ∈ Id(S )⇒ f̄ = as̄◦u a ∈ [X] u ∈Rig[X]

s ∈ S

2) ，其中 ， 并

且 ；

Irr (S ) {w ∈ Rig[X] |w , as̄◦u ∀a ∈ [X],u ∈Rig[X],

s ∈ S } kRig[X]/ Id(S ) k− Id(S ) S

kA Ω−

3) 
是 的 线性基， 是 生成的

的 理想。

X̃∪Y =
{
x1, · · · , xn, xc

1, · · · , xc
n,y0, · · · ,ym−1

}
x1 > · · · > xn > xc

1 > · · · > xc
n > y0 > · · · > ym−1[

X̃∪Y
]

ui = a1a2 · · ·an

ai ∈ X̃∪Y a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an,n ⩾ 0 n = 0

u = 1
[
X̃∪Y

]
a,b ∈

[
X̃∪Y

]
a b a < b

假 设 的 生

成元的顺序 ，

则 的任意元素都具有唯一的形式 ，

其中 ， ，并且当 时，

。而 排序为：对于任意的 ，若

其中一个序列不是有序的前缀，则按字典顺序排序；

若 序列是 序列的前缀，则 。

w ∈Rig
[
X̃∪Y

]
w

w = u1 ◦u2 ◦ · · · ◦un ui ∈
[
X̃∪Y

]
wt (w) = (un,

un−1, · · · ,u1) u,v ∈Rig
[
X̃∪Y

]
u < v⇒ wt (u) < wt (v) u v

u < v

对于任意 ， 可唯一地表示为

， 其 中 。 记

。对于任意的 ，若其中一

个序列不是有序的前缀，则按字典顺序排列

；若 序列是 序列的前缀 ，则

。

kMn [X]利用Shirshov 算法可得到 有一组Gröbner–
Shirshov 基。

< Rig
[
X̃∪Y

]
kMn [X]定理 2　设 是半环 的项序，则

有 1 组 Gröbner–Shirshov 基，具体如下：

ykyk = yk1) ；

yky j = θ (k , j)2) ， ；

xi =
∑
j∈Ai

◦y j Ai =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·

ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
}3) ， 其 中

；

xc
i =
∑
j∈Ac

i

◦y j Ac
i =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·

ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
}4) ， 其 中

；∑
j∈D−Kn

◦y j = 1
Kn =

n−2∪
i=1

(
(A1∪A2∪ · · ·∪Ai)∩

Ac
i+1∩Ai+2

)5) ，其中

；

1◦ yk = 16) ；

1◦1 = 17) ；

yp = θ p ∈ Kn8) ， 。 1，∑
k∈B

◦yk


B ⊆ {0，1， · · ·，2n−1}−K′n

推论 1　Markov 半环的标准型为 ，

其中 。 

2　主要结论及证明 

2.1　Markov 链的性质

X1→ X2→ ·· · →
Xn Xn→ Xn−1→ ·· · → X1

Yeung[18] 利用概率的性质，证明了

构成一个 Markov 链时， 构成

一个 Markov 链。文中基于半环的概念给出半环

Markov 链的定义，利用代数方法证明此性质对半环

中的 Markov 链成立。

X1→ X2→ ·· · → Xn

Kn =
n−2∪
i=1

((An∪An−1 ∪ · · ·∪ An−i+1) ∩Ac
n−i∩An−i−1

)
Xn→ Xn−1→ ·· · → X1

定理 3　若 构成一个 Markov

链，则 ，即

构成一个 Markov 链。

Ai =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·

kn ∈ {0，1}
}

Ac
i =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·

kn ∈ {0，1}
}

证 明　 令

，

，

Kn =
n−2∪
i=1

i−1∪
k=0

(
An−k ∩Ac

n−i∩An−i−1
)

K′n =
n−1∪
j=2

j−1∪
l=1

(
Al∩

Ac
j ∩A j+1

)
0 ⩽ k < i ⩽ n−2 Kn

而 ，

。当 时，则 中的任意一个

元素

An−k ∩Ac
n−i∩An−i−1 =

(
An−i−1∩Ac

n−i∩Ac
n−i+1∩An−k

)∪(
An−i−1∩Ac

n−i∩An−i+1∩An−k
)

又因

An−i−1∩Ac
n−i∩Ac

n−i+1∩An−k ⊆ An−i−1∩Ac
n−i+1∩An−k

An−i−1∩Ac
n−i∩An−i+1∩An−k ⊆ An−i−1∩Ac

n−i∩An−i+1

An−k ∩ Ac
n−i ∩ An−i−1 ⊆

(
An−i−1 ∩ Ac

n−i+1 ∩ An−k

)
∪(

An−i−1∩Ac
n−i∩An−i+1

)则

。

An−i−1∩Ac
n−i∩An−i+1 ⊆ K′n而对于 ，故

An−k ∩Ac
n−i∩An−i−1 ⊆

(
An−i−1∩Ac

n−i+1∩An−k
)∪K′n

同理

An−i−1∩Ac
n−i+1∩An−k =(

An−i−1∩Ac
n−i+1∩Ac

n−i+2∩An+k
)∪(

An−i−1∩Ac
n−i+1∩An−i+2∩An+k

) ⊆ (An−i−1∩Ac
n−i+2∩An−k

)∪(
An−i−1∩Ac

n−i+1∩An−i+2
) ⊆ (An−i−1∩Ac

n−i+2∩An−k
)∪K′n，

An−k ∩Ac
n−i∩An−i−1 ⊆

(
An−i−1∩Ac

n−i+2∩An−k

)
∪K′n。故

An−k ∩Ac
n−i∩An−i−1 ⊆

(
An−i−1∩

Ac
n−k−1∩An−k

)
∪K′n ⊆ K′n Kn ⊆ K′n K′n ⊆ Kn

Kn = K′n

以此类推，可得到

。 则 。同理可证 ，

则 得证。

xn xc
n−1 xn−2 = θ， (xn ◦ xn−1) xc

n−2

xn−3 = θ， · · ·， (xn◦ xn−1 ◦ · · · ◦ x3) xc
2 x1 = θ

Xn→ Xn−1→ ·· · → X1

由 定理 2 可 得

。根据定义 2
可得 构成一个 Markov 链。

定理 2 给 出 Markov 半 环 的 一 组 Gröbner–
Shirshov 基，对于 Markov 链的子链，可通过 Gröbner–
Shirshov 基约化，证明子链也是一个 Markov 链。
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Nn = {1,2, · · · ,n} X1→ X2→ ·· · → Xn

Nn α Xα

(Xi, i ∈ α) α1,α2, · · · ,αm Nn

k j ∈ α j, j = 1,2, · · · ,m
k1 < k2 < · · · < km

Aαi =
∪
k∈αi

Ak Xα1→Xα2→·· ·→Xαm

X1→ X2→ ·· · → Xn

定理 4　设 ，若

构成一个 Markov 链，对 的任意子集 ，用 表示

。设 为 中满足以下条件的任

意不相交子集：对于所有的 ，有

。令 ，则

构成 Markov 链，即 的子链仍然是

一个 Markov 链。

Ai =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·

kn ∈ {0，1}
}

Ac
i =

{ n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·

kn ∈ {0，1}
}

Ai∪Ai+1∪ · · ·∪A j−1∪A j = Ai∪A(i, j)∪A j

i < j i, j ∈ Nn

证 明　 令

，

，其中 ，

， 。 (
Xα1 ◦Xα2 ◦ · · · ◦Xαi

)
Xc
αi+1

Xαi+2

i ∈ {1,2, · · · ,m−2}
由定理 2，对于任意 ，

，通过 Gröbner–Shirshov 基约化可得：∑
j∈Aα1

◦y j ◦
∑
j∈Aα2

◦y j ◦ · · · ◦
∑
j∈Aαi

◦y j

 ∑
j∈Ac

αi+1

◦y j

∑
j∈Aαi+2

◦y j =

∑
j∈(Aα1∪···∪Aαi )∩Ac

αi+1
∩Aαi+2

◦y j

因为(
Aα1 ∪ · · ·∪Aαi

)∩Ac
αi+1
∩Aαi+2 =

(
Aα1 ∪A(α1 ,αi)∪Aαi

)
∩Ac

αi+1
∩Aαi+2 ⊆

(
A1∪A(1,α1)∪Aα1 ∪A(α1 ,αi)∪Aαi

)∩
Ac
αi+1
∩Aαi+2 =

(
A1∪A(1,αi)∪Aαi

)∩Ac
αi+1
∩Aαi+2 ⊆(

A1∪A(1,αi)∪Aαi ∪Aαi+1∪A(αi+1,αi+1−1)∪Aαi+1−1
)∩

Ac
αi+1
∩Aαi+2 =

(
A1∪A(1,αi+1−1)∪Aαi+1−1

)∩Ac
αi+1
∩

Aαi+2 =
(
A1∪A(1,αi+1−1)∪Aαi+1−1

)∩Ac
αi+1
∩

Ac
αi+1+1∩ · · ·∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+2 ⊆
(
A1∪A(1,αi+1−1)∪

Aαi+1−1∪Aαi+1

)∩Ac
αi+1+1∩ · · ·∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+2 ⊆
...(

A1∪A(1,αi+1−1)∪Aαi+1−1∪A(αi+1−1,αi+1+ j−1)∪
Aαi+1+ j−1

)∩Ac
αi+1+ j∩Aαi+2 =

(
A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪

Aαi+1+ j−1
)∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+2

对于(
A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1

)∩Ac
αi+1+ j∩Aαi+2 =[(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1
)∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+1+ j+1∩Aαi+2

]
∪[(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1
)∩Ac

αi+1+ j∩Ac
αi+1+ j+1∩Aαi+2

]
⊆[(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1
)∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+1+ j+1

]
∪[(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1∪Aαi+1+ j
)∩Ac

αi+1+ j+1∩Aαi+2

](
A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1

)∩Ac
αi+1+ j∩Aαi+1+ j+1 ⊆ Kn其 中， ，

所以

(
A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1

)∩Ac
αi+1+ j∩Aαi+2 ⊆ Kn∪[(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1∪Aαi+1+ j
)∩Ac

αi+1+ j+1∩Aαi+2

]
以此类推，可得(

A1∪A(1,αi+1+ j−1)∪Aαi+1+ j−1
)∩Ac

αi+1+ j∩Aαi+2 ⊆ Kn∪[(
A1∪A(1,αi+2−2)∪Aαi+2−2

)∩Ac
αi+2−1∩Aαi+2

]
⊆ Kn∑

j∈(Aα1∪···∪Aαi )∩Ac
αi+1
∩Aαi+2

◦y j = θ

(
Xα1 ◦Xα2 ◦ · · · ◦Xαi

)
Xc
αi+1

Xαi+2 = θ, Xαi+2 = θ i ∈ {1,2, · · · ,m
−2} Xα1 → Xα2 → ·· · → Xαm

所以，由定理 2 可得 ，即

，

。据定义 2 可得， 构成一个

Markov 链。 

2.2　Markov 随机场的应用

X1,X2,X3 X4

对于 Markov 随机场 [19−20]，通过计算 Gröbner–
Shirshov 基及标准型，利用 Shivshov 算法将其条件

独立关系转化为对应的幂等补半环中的关系式。文

中通过具体实例对其计算过程进行说明，设一个由

随机变量 和 形成的 Markov 随机场，如

图 1。
  

1

2

3 4

图1　Markov 随机场

Fig. 1　Markov random field

R

首先，计算该 Markov 随机场的标准型。根据

Markov 随机场定义，图 1 所示 Markov 随机场生成

的半环由下列关系 生成：

ykyk = yk，其中k ∈ D = {0,1, · · · ,15}

yky j = θ， (k , j)

xi =
∑
j∈Ai

◦y j，其中Ai = n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}


xc
i =
∑
j∈Ac

i

◦y j，其中Ac
i = n∑

j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
∑

j∈D

◦y j = 1

1◦ yk = 1

1◦1 = 1

(X1 ◦X2) Xc
3X4 = θ

X1(X2 ◦X3)cX4 = θ
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X2(X1 ◦X3)cX4 = θ

R 1∧8

w w = (x1 ◦ x2) xc
3 x4ykyk k = 0,

1, · · · ,15 f = ykyk − yk g = (x1 ◦ x2) xc
3 x4− θ

( f ,g)w = (ykyk − yk)
[
(x1 ◦ x2) xc

3 x4

]
−
[
(x1 ◦ x2) xc

3 x4−θ
]
(ykyk) =

θykyk − yk

[
(x1 ◦ x2) xc

3 x4

]
= θ− yk

[
(x1 ◦ x2) xc

3 x4

]

进一步地，通过 Shirshov 算法把非平凡组合添

加 到 中 。 例 如 ， 对 于 ， 所 有 可 能 组 合 的

ambiguity 为 ： ， 其 中

。 令 ，  并 且

。

(A1∪A2)∩Ac
3∩A4 {9，10，11} k < {9,

10，11} ( f ,g)w = θ− θ k ∈ {9，10， 11}
k = 5 ( f ,g)w = θ− y9

[
(x1 ◦ x2) xc

3 x4

]
= θ− y9y9 = θ− y9

(y9, θ) R k ∈ {10，11} (y10, θ)

(y11, θ) R 2∧8, · · · ,8∧8,

i∧9, j∧10 i ∈ {1, · · · ,9} j ∈ {1, · · · ,10}
R

而 = ，所以当

时， ；当 时，即当

时， ，因

此把 添加到 中。而当 时，把 ，

添加到 中。同样地，继续计算

，其中 ， ，并将未约

化的关系添加到 中，得到如下关系：

ykyk = yk

yky j = θ， (k , j)

xi =
∑
j∈Ai

◦y j，其中Ai = n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}


xc
i =
∑
j∈Ac

i

◦y j，其中Ac
i = n∑

j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
∑

j∈D

◦y j = 1

1◦ yk = 1

1◦1 = 1

(X1 ◦X2) Xc
3X4 = θ

X1(X2 ◦X3)cX4 = θ

X2(X1 ◦X3)cX4 = θ

yp = θ，p ∈ K4，其中K4 = {9,10,11}
i∧11

R′ R′

更进一步地，利用 Shirshov 算法计算 的所

有组合，并重复上述步骤，可得到 Gröbner–Shirshov
基 ，其中 由下列关系组成：

ykyk = yk

yky j = θ， (k , j)

xi =
∑
j∈Ai

◦y j，其中Ai = n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
 (1)

xc
i =
∑
j∈Ac

i

◦y j，其中Ac
i = n∑

j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
 (2)

∑
j∈D−K4

◦y j = 1，其中K4 = {9,10,11}

1◦ yk = 1

1◦1 = 1

(X1 ◦X2) Xc
3X4 = θ (3)

X1(X2 ◦X3)cX4 = θ (4)

X2(X1 ◦X3)cX4 = θ (5)

yp = θ，p ∈ K4

Rcomp

又因式 (3)， (5) 的首项可被式 (1)，(2) 的首项整

除，故简化后得到的 Gröbner–Shirshov 基 由以

下关系组成：

ykyk = yk

yky j = θ， (k , j)

xi =
∑
j∈Ai

◦y j，其中Ai = n∑
j=1

k j2 j−1|ki = 1,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}


xc
i =
∑
j∈Ac

i

◦y j，其中Ac
i = n∑

j=1

k j2 j−1|ki = 0,k1,k2 · · ·ki−1,ki+1 · · ·kn ∈ {0，1}
∑

j∈D−K4

◦y j = 1，其中K4 = {9,10,11}

1◦ yk = 1

1◦1 = 1

yp = θ，p ∈ K4

Rcomp1,∑
k∈B

◦yk

 B ⊆ {D−K4}

X1,X2,X3,X4

yp = θ, p ∈ K4

而通过定理 1 和 Gröbner–Shirshov 基 可得

到半环的标准型为 ，其中 。则

随机变量 形成如图 1 所示 Markov 随机

场当且仅当 。
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