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摘要:针对软集理论中因不同软集的参数集互异而限制软集间运算与应用的问题ꎬ本文提出实参软集概念及运算法则ꎬ通过

补充无效参数统一参数集ꎬ解决软集间运算受限的问题ꎮ 证明模糊集可表述为一类特殊实参软集(划分软集)ꎬ广义犹豫模糊

集与实参软集之间存在一一对应关系ꎬ该对应关系既为实参软集理论的进一步扩展提供方向ꎬ也为犹豫模糊集的研究提供了

新的视角ꎮ
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０　 引言

Ｚａｄｅｈ[１]通过扩展经典集合的概念引入模糊集ꎬ为处理不确定性数据提供有效工具ꎮ 然而ꎬ模糊集的局

限在于其隶属度的选择往往具有主观性ꎬ无法确定最优隶属度值ꎮ 相比之下ꎬ犹豫模糊集[２] 突破单一隶属

度的限制ꎬ允许一个对象对应多个可能的隶属度值ꎬ拓展模糊集理论的应用范围[３]ꎮ 软集[４] 作为模糊集理

论的另一个重要拓展ꎬ从参数化的角度(而非传统隶属函数)ꎬ为研究不确定性问题提供新方法ꎮ
许多学者对软集与模糊集理论之间的整合问题进行了探讨ꎮ Ｒｏｙ 等[５] 将模糊集与软集融合ꎬ提出模糊

软集的概念ꎻＳａｎｌ１ｂａｂａ[６]研究全模糊软集相关理论及其应用ꎻＥｌａｍｉｒ 等[７] 将模糊软集应用于新冠肺炎防控

决策研究中ꎻ进一步地ꎬＺｕｌｑａｒｎａｉｎ 等[８]构建毕达哥拉斯模糊软集模型并发展相关理论ꎻＳａｈｏｏ 等[９]基于毕达

哥拉斯模糊软集提出一种群决策方法ꎬ应用于材料选择问题ꎻ雷理香等[１０]将直觉模糊软集应用于逻辑推理ꎻ
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此外ꎬ还有一些新型模糊软集模型相继被提出[１１]ꎮ 这些研究不仅推动模糊集理论的发展ꎬ也丰富了软集理

论体系ꎮ
　 　 现有研究主要集中构建模糊集与软集的交叉融合模型ꎬ然而ꎬ由于模糊集和软集本身是自成体系的独立

理论ꎬ探究它们之间的内在关联而不应局限于融合模型ꎮ 本文为克服不同软集参数集不一致所带来的困难ꎬ
提出实参软集的概念ꎬ并基于该概念建立模糊集与软集之间的理论联系ꎮ

１　 软集的基本概念

文中 Ｕ 表示非空集合ꎬＰ(Ｕ)表示 Ｕ 的幂集ꎮ 这部分回顾与软集相关的概念ꎮ
定义 １ (软集) [１２] 　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＥ 是参数集且 Ａ⊆Ｅꎬ则称序对(ＦꎬＡ)为 Ｕ 上的一个软集ꎬ其中 Ｆ

是一个由 Ａ 到 Ｐ(Ｕ)的映射ꎮ
关于软集之间包含关系的定义存在多种方式ꎬ下文介绍 ２ 种常见的定义形式ꎮ
定义 ２ (软 Ｆ￣包含) [１３] 　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的软集ꎬ称(Ｆ１ꎬＡ)软 Ｆ￣包含于

(Ｆ２ꎬＢ)ꎬ如果 Ａ⊆Ｂ 且∀λ∈Ａꎬ总有 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)成立ꎬ记作(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｆ(Ｆ２ꎬＢ)ꎮ 而且若(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｆ(Ｆ２ꎬＢ)且
(Ｆ２ꎬＢ)⊆Ｆ(Ｆ１ꎬＡ)ꎬ则称(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是软 Ｆ￣相等ꎬ记作(Ｆ１ꎬＡ)＝ Ｆ(Ｆ２ꎬＢ)ꎮ

定义 ３ (软 Ｊ￣包含) [１４] 　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的两个软集ꎬ称(Ｆ１ꎬＡ)软 Ｊ￣包含于

(Ｆ２ꎬＢ)ꎬ如果∀λ∈Ａꎬ ∃α∈Ｂ 使得 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(α)ꎬ记作(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｊ(Ｆ２ꎬＢ)ꎮ 而且若(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｊ(Ｆ２ꎬＢ)且
(Ｆ２ꎬＢ)⊆Ｊ(Ｆ１ꎬＡ)ꎬ则称(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是软 Ｊ￣相等ꎬ记作(Ｆ１ꎬＡ)＝ Ｊ(Ｆ２ꎬＢ)ꎮ

定义 ４ (并) [１５] 　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的两个软集ꎬ称(ＨꎬＣ)为软集(Ｆ１ꎬＡ)与
(Ｆ２ꎬＢ)的并ꎬ其中ꎬＣ＝Ａ∪Ｂꎬ ∀λ∈Ｃꎬ

Ｈ(λ)＝
Ｆ１(λ)ꎬ λ∈Ａ－Ｂꎬ

Ｆ２(λ)ꎬ λ∈Ｂ－Ａꎬ

Ｆ１(λ)∪Ｆ２(λ)ꎬ λ∈Ａ∩Ｂꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

记作(Ｆ１ꎬＡ)∪
~ (Ｆ２ꎬＢ)＝ (ＨꎬＣ)ꎮ

定义 ５ (交) [１５] 　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的软集ꎬ称(ＨꎬＣ)为软集(Ｆ１ꎬＡ)与

(Ｆ２ꎬＢ)的交ꎬ其中ꎬＣ＝Ａ∩Ｂꎬ ∀λ∈Ｃꎬ Ｈ(λ)＝ Ｆ１(λ)或 Ｆ２(λ)ꎬ(当 Ｆ１(λ) ＝ Ｆ２(λ)时)ꎬ记作(Ｆ１ꎬＡ)∩~

(Ｆ２ꎬＢ)＝ (ＨꎬＣ)ꎮ
由定义 ４、５ 可以看出ꎬ在定义软集之间的交、并运算时ꎬ往往须要引入新的参数集合 Ｃꎬ并且映射 Ｈ 的表

达式结构较为复杂ꎬ它未能直观体现与 Ｆ１ 和 Ｆ２ 之间的关系ꎮ 这些问题使得软集交并运算的定义显得不够

直观和自然ꎮ 因此ꎬ构建一个具有统一参数集的软集理论是十分必要的ꎮ 考虑到参数通常可映射至实数集ꎬ
本文拟建立以实数为参数集的软集理论ꎬ即软集理论ꎮ

２　 实参软集的基本运算

２.１　 实参软集与划分软集

本节引入实参软集的概念及其包含关系ꎬ并进一步探讨一类特殊的实参软集———划分软集ꎮ 由于不同

软集具有不同的参数集ꎬ这里引入无效参数的定义ꎮ
定义 ６ (无效参数)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＥ 是参数集ꎬ(ＦꎬＡ)为 Ｕ 上的一个软集ꎬ对 λ∈Ａꎬ若 Ｆ(λ)＝ ⌀ꎬ

则称 λ 为一个无效参数ꎮ
本文仅讨论参数集为[０ꎬ１]的软集ꎮ 由于对于任意的 Ａ⊆[０ꎬ１]ꎬ映射 Ｆ:Ａ→Ｐ(Ｕ)总可以被扩展为

[０ꎬ１]到 Ｐ(Ｕ)上的映射:

Ｆ′(λ)＝
Ｆ(λ)ꎬ　 λ∈Ａꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ{ (１)

即通过补充一些无效参数ꎬ总可将 Ａ→Ｐ(Ｕ)的映射扩展为[０ꎬ１]→Ｐ(Ｕ)的映射ꎮ
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反之ꎬ若 Ｆ 是一个由[０ꎬ１]到 Ｐ(Ｕ)的映射ꎬ记 Ａ＝{λ ｜Ｆ(λ)≠⌀}ꎬ则根据定义 １ꎬ(ＦꎬＡ)和(Ｆꎬ[０ꎬ１])
都是软集ꎮ 由于无效参数在决策中不提供任何信息ꎬ因此不影响数据处理的结果ꎬ这说明软集(ＦꎬＡ)和(Ｆꎬ
[０ꎬ１])是等效的ꎮ 基于这一等效性ꎬ我们提出如下实参软集的定义ꎮ

定义 ７ (实参软集)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ[０ꎬ１]为参数集ꎬ映射 Ｆ:[０ꎬ１]→Ｐ(Ｕ)ꎬ则称(Ｆꎬ[０ꎬ１])为 Ｕ
上的一个实参软集ꎮ 将(Ｆꎬ[０ꎬ１])简记为 Ｆꎬ即称 Ｆ 为 Ｕ 上的一个实参软集ꎮ

注 １　 设 Ａ⊆[０ꎬ１]ꎬ软集(ＦꎬＡ)可被看作是一个实参软集 Ｆ Ａꎬ其中 Ｆ Ａ的定义如式(１)所示ꎬ∀λ∈
[０ꎬ１]ꎬ即

Ｆ Ａ(λ)＝
Ｆ(λ)ꎬ　 λ∈Ａꎬ
⌀ꎬ λ∉Ａꎮ{

显然由 Ｆ Ａ可得到软集(ＦꎬＡ)ꎮ 说明把软集(ＦꎬＡ)解读为实参软集 Ｆ Ａ是合理的ꎬ因此本文将软集(ＦꎬＡ)与
实参软集 Ｆ Ａ理解为同一个对象ꎮ

根据注 １ 容易验证:若软集(ＦꎬＡ)不含无效参数ꎬ则(ＦꎬＡ)与实参软集 Ｆ Ａ可相互唯一确定ꎬ换言之ꎬ在
忽略无效参数的前提下ꎬ软集(ＦꎬＡ)与实参软集 Ｆ Ａ之间存在一一对应关系ꎮ

下面定义实参软集之间的包含关系ꎮ 设 Ｆ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ对 Ｋ⊆[０ꎬ１]ꎬ记 Ｆ(Ｋ)为
Ｆ(Ｋ)＝ ∪

α∈Ｋ
Ｆ(α)ꎮ (２)

定义 ８ (包含关系)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＦ１ 与 Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ若对任意 λ∈[０ꎬ１]ꎬ存在 Ｋ⊆[λꎬ１]
使得 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(Ｋ)ꎬ则称实参软集 Ｆ１ 包含于 Ｆ２ꎬ记作 Ｆ１⊆ＲＦ２ꎮ

在定义 ８ 中ꎬＦ１(λ)⊆Ｆ２(Ｋ)表示对于任意参数 λꎬＦ１ 在 λ 下所描述的对象集ꎬ可以被 Ｆ２ 在参数集 Ｋ⊆
[λꎬ１]内所描述的对象集覆盖ꎬ这比要求“在同一个 λ 下包含”(即 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ))更为宽松ꎬ因此定义 ８ 给

出的包含关系更广ꎮ 此外ꎬ本文定义的包含关系与模糊集的包含关系之间存在深刻的内在联系ꎮ
注 ２　 若实参软集 Ｆ１ 与 Ｆ２ 满足条件∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)ꎬ自然地ꎬ则可记 Ｆ１⊆Ｆ２ꎬ即

Ｆ１⊆Ｆ２⇔∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ　 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)ꎮ
性质 １　 设 Ｆ１、Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ若 Ｆ１⊆Ｆ２ꎬ则 Ｆ１⊆ＲＦ２ꎮ
证明　 由式(２)和定义 ８ꎬ性质 １ 显然成立ꎮ
根据定义 ８ 得到实参软集包含关系的等价刻画ꎮ
定理 １　 设 Ｆ１、Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ那么 Ｆ１⊆ＲＦ２ 的充要条件是对∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ

Ｆ１(λ)⊆Ｆ２([λꎬ１])ꎮ
证明　 由定义 ８ 结论显然ꎮ
由定义 ７ 可知ꎬ一个实参软集实际上是一个从[０ꎬ１]到 Ｕ 的映射ꎬ因此 ２ 个实参软集相等是指这 ２ 个映

射相等ꎬ即
Ｆ１ ＝Ｆ２⇔∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ　 Ｆ１(λ)＝ Ｆ２(λ)ꎮ (３)

一般情况下ꎬ由 Ｆ１⊆ＲＦ２ 且 Ｆ２⊆ＲＦ１ 并不能推出 Ｆ１ ＝Ｆ２ 的结论ꎮ 下面例子就说明这一点ꎮ
例 １　 设 Ｕ１ ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬｘ４ꎬｘ５}ꎬ实参软集 Ｆ′１与 Ｆ′２被定义为

Ｆ′１(λ)＝

{ｘ１}ꎬ　 　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２ꎬｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
Ｕ１ꎬ λ＝ １ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 Ｆ′２(λ)＝

{ｘ２}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
Ｕ１ꎬ λ＝ １ꎬ
⌀ꎬ　 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

显然 Ｆ′１与 Ｆ′２为 Ｕ１ 上的 ２ 个实参软集ꎮ 根据式(２)可知ꎬ∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ′１([λꎬ１])＝ Ｆ′２([λꎬ１])＝ Ｕ１ꎮ 因

此ꎬ根据定理 １ꎬ容易验证 Ｆ′１⊆ＲＦ′２且 Ｆ′２⊆ＲＦ′１是成立的ꎬ但 Ｆ′１≠Ｆ′２ꎮ
例 １ 说明 Ｆ１⊆ＲＦ２ 且 Ｆ２⊆ＲＦ１ 并不能推出 Ｆ１ ＝Ｆ２ꎮ 那么当 Ｆ１ 与 Ｆ２ 满足什么条件时ꎬ该结论成立? 为

此我们首先定义一类实参软集ꎮ
定义 ９ (划分软集)　 设 Ｆ 是 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ若 ∪

λ∈[０ꎬ１]
Ｆ(λ)＝ Ｕ 且对任意 λ１ꎬλ２∈[０ꎬ１]ꎬ当 λ１≠

λ２ 时ꎬ有 Ｆ(λ１)∩Ｆ(λ２)＝ ⌀ꎬ则称 Ｆ 为 Ｕ 上的一个划分软集ꎮ
当 Ｆ 是 Ｕ 上的一个划分软集时ꎬ集合{Ｆ(λ) ｜ λ∈[０ꎬ１]}并不一定是 Ｕ 的一个划分ꎮ 因为⌀可能是
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{Ｆ(λ) ｜λ∈[０ꎬ１]}的元素ꎬ所以下面结论成立ꎮ
性质 ２　 若 Ｆ 是 Ｕ 上的一个划分软集ꎬ则{Ｆ(λ) ｜λ∈[０ꎬ１]}－{⌀}是 Ｕ 的一个划分ꎮ
证明　 由定义 ９ 结论显然成立ꎮ
下面证明当 Ｆ１、Ｆ２ 为 Ｕ 上的划分软集时ꎬＦ１⊆ＲＦ２ 且 Ｆ２⊆ＲＦ１ 与 Ｆ１ ＝Ｆ２ 彼此等价ꎮ
定理 ２　 设 Ｆ１、Ｆ２ 为 Ｕ 上的划分软集ꎬ那么 Ｆ１ ＝Ｆ２ 的充要条件是 Ｆ１⊆ＲＦ２ 且 Ｆ２⊆ＲＦ１ꎮ
证明　 由式(３)和定义 ８ꎬ必要性显然ꎬ下证充分性ꎮ 假设 Ｆ１≠Ｆ２ꎬ那么∃λ０∈[０ꎬ１]ꎬ使得 Ｆ１(λ０)≠

Ｆ２(λ０)ꎬ因此 Ｆ２(λ０)⊈Ｆ１(λ０)或 Ｆ１(λ０)⊈Ｆ２(λ０)ꎮ 假设 Ｆ２(λ０)⊈Ｆ１(λ０)ꎬ那么 ∃ｘ０∈Ｆ２(λ０)但 ｘ０∉

Ｆ１(λ０)ꎮ 由 Ｆ２⊆ＲＦ１ 和定理 １ 可得 Ｆ２(λ０)⊆Ｆ１([λ０ꎬ１])ꎬ因此 ｘ０∈Ｆ１([λ０ꎬ１])ꎮ 根据式(２)可知ꎬ∃λ′∈

[λ０ꎬ１]ꎬ即 λ′≥λ０ꎬ ｘ０∈Ｆ１(λ′)ꎮ 因为ｘ０∉Ｆ１(λ０)ꎬ所以 Ｆ１(λ０)≠Ｆ１(λ′)ꎬ这说明 λ′≠λ０ꎬ即 λ′>λ０ꎮ 此外ꎬ
再由 Ｆ１⊆ＲＦ２ 和定理 １ꎬ可得 Ｆ１(λ′)⊆Ｆ２([λ′ꎬ１])ꎮ 因此 ｘ０∈Ｆ２([λ′ꎬ１])ꎮ 再根据式(２)可知ꎬ∃λ″∈

[λ′ꎬ１]ꎬ即 λ″≥λ′>λ０ꎬ ｘ０∈Ｆ２(λ″)ꎬ因此ꎬｘ０∈Ｆ２(λ０)∩Ｆ２(λ″)≠⌀ꎬ且 λ″≠λ０ꎬ 这与 Ｆ２ 为 Ｕ 上的划分软

集矛盾ꎬ同理可证 Ｆ１(λ０)⊈Ｆ２(λ０)也不成立ꎮ 即证 Ｆ１ ＝Ｆ２ꎮ 充分性得证ꎮ
性质 ３　 若 Ｆ 为 Ｕ 上的划分软集ꎬ则对任意 ｘ∈Ｕꎬ存在唯一的 λ∈[０ꎬ１]使得 ｘ∈Ｆ(λ)ꎮ
证明　 由定义 ９ꎬ结论成立ꎮ

２.２　 包含关系之间的比较

将定义 ２、３ 定义的软集包含关系转化为实参软集之间的包含关系ꎮ
注 ３ 符号说明　 设 Ｆ１ 与 Ｆ２ 是实参软集ꎬ再由注 １ 可知 Ｆ１ 与 Ｆ２ 为软集(Ｆ１ꎬ[０ꎬ１])与(Ｆ２ꎬ[０ꎬ１])ꎮ 根

据定义 ２、３ꎬ(Ｆ１ꎬ[０ꎬ１])⊆Ｆ(Ｆ２ꎬ[０ꎬ１])简记为 Ｆ１⊆ＦＦ２ꎬ (Ｆ１ꎬ[０ꎬ１])⊆Ｊ(Ｆ２ꎬ[０ꎬ１])简记为 Ｆ１⊆ＪＦ２ꎮ
定理 ３　 设 Ｆ１ 与 Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ下列结论成立:
(１) Ｆ１⊆ＦＦ２⇔∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)ꎮ
(２) Ｆ１⊆ＪＦ２⇔∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ ∃α∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(α)ꎮ
证明　 (１) 由注 １ 和定义 ２ 结论是显然的ꎮ
(２) 由注 １ 和定义 ３ 结论显然ꎮ
由注 ２ 和定理 ３ 可得下面推论ꎮ
推论 １　 设 Ｆ１ 与 Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ那么 Ｆ１⊆ＦＦ２⇔Ｆ１⊆Ｆ２ꎮ
定理 ４　 设(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的软集ꎬ且 Ａ⊆Ｂꎬ那么(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｆ(Ｆ２ꎬＢ)的充要条件是 Ｆ Ａ

１ ⊆Ｆ Ｂ
２ ꎮ

证明　 先证必要性ꎮ 设(Ｆ１ꎬＡ)⊆Ｆ(Ｆ２ꎬＢ)ꎬ由定义 ２ꎬ可知∀λ∈Ａꎬ Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)ꎮ 由式(１)可知ꎬ
∀λ∈Ａꎬ Ｆ Ａ

１ (λ)⊆Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎮ 再由式(１)知ꎬ对∀λ∈[０ꎬ１]－Ａꎬ Ｆ Ａ

１ (λ)＝ ⌀ꎬ可得

∀λ∈[０ꎬ１]－Ａꎬ　 Ｆ Ａ
１ (λ)⊆Ｆ Ｂ

２ (λ)ꎮ
即证∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ Ａ

１ (λ)⊆Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎬ因此 Ｆ Ａ

１ ⊆Ｆ Ｂ
２ ꎮ 必要性得证ꎮ 充分性可直接由条件 Ａ⊆Ｂ、 Ｆ Ａ

１ ⊆Ｆ Ｂ
２ 和定

义 ２ 证得ꎮ
下述结论旨在阐明本文定义的包含关系(定义 ８)与定义 ２ 给出的包含关系二者间的异同ꎮ
定理 ５　 设 Ｆ１ 与 Ｆ２ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ若 Ｆ１⊆ＦＦ２ꎬ则 Ｆ１⊆ＲＦ２ꎮ
证明　 对∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ１⊆ＦＦ２ꎬ由定理 ３ꎬ可知 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２(λ)ꎬ根据式(２)可知 Ｆ２(λ)⊆Ｆ２([λꎬ１])ꎬ

因此 Ｆ１(λ)⊆Ｆ２([λꎬ１])ꎮ 已经证明∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｆ１(λ)⊆Ｆ２([λꎬ１])ꎬ根据定理 １ꎬ即证 Ｆ１⊆ＲＦ２ꎮ
定理 ５ 的逆命题不成立ꎬ如下例所示ꎬ这也表明本文提出的实参软集包含比 Ｆ￣软包含更一般的概念ꎮ
例 ２　 在例 １ 中ꎬ显然有 Ｆ′１(０.１)⊈Ｆ′２(０.１)ꎬ由定理 ３ꎬ可得 Ｆ′１⊈ＦＦ′２ꎬ但是ꎬ由例 １ 可知 Ｆ′１⊆ＲＦ′２是成立

的ꎬ这说明定理 ５ 的逆命题是不成立的ꎮ
下面例子说明软 Ｊ￣包含与实参软包含之间没有必然的蕴含关系ꎮ
例 ３　 设 Ｕ２ ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}ꎬ实参软集 Ｐ１ 与 Ｐ２ 分别定义如下:

Ｐ１(λ)＝
{ｘ１}ꎬ　 　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２ꎬｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 Ｐ２(λ)＝
Ｕ２ꎬ 　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï
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容易验证 Ｐ１(０.５) ＝ { ｘ２ꎬｘ３}⊈{ ｘ３} ＝ Ｐ２([０.５ꎬ１])ꎮ 根据定理 １ 可得 Ｐ１⊈ＲＰ２ꎮ 根据定理 ３ꎬ容易验证

Ｐ１⊆ＪＰ２ꎬ这说明 Ｐ１⊆ＪＰ２ 并不蕴含 Ｐ１⊆ＲＰ２ꎮ
例 ４　 设 Ｕ２ ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}ꎬ实参软集 Ｑ１ 与 Ｑ２ 分别定义如下:

Ｑ１(λ)＝
{ｘ１ꎬｘ２}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 Ｑ２(λ)＝
{ｘ１}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

容易验证ꎬ∀α∈[０ꎬ１]ꎬ Ｑ１(０.１) ＝ {ｘ１ꎬｘ２}⊈Ｑ２(α)ꎬ根据定理 ３ꎬ可得 Ｑ１⊈ＪＱ２ꎮ 根据定理 １ꎬ容易验证

Ｑ１⊆ＲＱ２ꎬ这说明 Ｑ１⊆ＲＱ２ 并不蕴含 Ｑ１⊆ＪＱ２ꎮ
例 ３、４ 表明ꎬ软 Ｊ￣包含与实参软包含之间不存在必然的蕴含关系ꎬ但二者仍存在一定的相容性ꎮ 例如ꎬ

例 １ 中易证 Ｆ′１与 Ｆ′２互相软 Ｊ￣包含(即 Ｆ′１⊆ＪＦ′２且 Ｆ′２⊆ＪＦ′１)ꎬ但 Ｆ′１≠Ｆ′２ꎬ这与实参软包含下的关系一致ꎮ
２.３　 集的交、并、补运算

本节旨在为实参软集建立交、并、补运算的新定义ꎮ 通过深入分析与文献[２]所提运算间的理论联系ꎬ
阐明本文定义的运算更合理ꎮ

定义 １０ (交)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＦ１ 与 Ｆ２ 是 Ｕ 上的两个实参软集ꎬ∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ记
(Ｆ１∩Ｆ２)(λ)＝ Ｆ１(λ)∩Ｆ２(λ)ꎬ

显然 Ｆ１∩Ｆ２ 也是 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ称 Ｆ１∩Ｆ２ 为实参软集 Ｆ１ 与 Ｆ２ 的交ꎮ
定义 １１ (并)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＦ１ 与 Ｆ２ 是 Ｕ 上的两个实参软集ꎬ∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ记

Ｆ１∪Ｆ２( ) (λ)＝ Ｆ１(λ)∪Ｆ２(λ)ꎬ
显然 Ｆ１∪Ｆ２ 也是 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ称 Ｆ１∪Ｆ２ 为实参软集 Ｆ１ 与 Ｆ２ 的并ꎮ

定义 １２ (补)　 设 Ｕ 为非空集合ꎬＦ 是 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ记
Ｆ ｃ(λ)＝ Ｆ(１－λ)ꎬ

显然 Ｆ ｃ也是 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ称 Ｆ ｃ为实参软集 Ｆ 的补ꎮ
记所有的实参软集构成的集合为 Ｒ(Ｕ)ꎮ
定理 ６　 设 Ｕ 为非空集合ꎬ对 ＦꎬＧꎬＨ∈Ｒ(Ｕ)ꎬ下述性质成立:
(１) 幂等律　 Ｆ∩Ｆ＝Ｆꎬ Ｆ∪Ｆ＝Ｆꎮ
(２) 交换律　 Ｆ∪Ｇ＝Ｇ∪Ｆꎬ Ｆ∩Ｇ＝Ｇ∩Ｆꎮ
(３) 结合律　 (Ｆ∪Ｇ)∪Ｈ＝Ｆ∪(Ｇ∪Ｈ)ꎬ且(Ｆ∩Ｇ)∩Ｈ＝Ｆ∩(Ｇ∩Ｈ)ꎮ
(４) 吸收律　 (Ｆ∪Ｇ)∩Ｆ＝Ｆꎬ (Ｆ∩Ｇ)∪Ｆ＝Ｆꎮ
(５) 分配律　 (Ｆ∪Ｇ)∩Ｈ＝(Ｆ∩Ｈ)∪(Ｇ∩Ｈ)ꎬ且(Ｆ∩Ｇ)∪Ｈ＝(Ｆ∪Ｈ)∩(Ｇ∪Ｈ)ꎮ
(６) 复原律　 (Ｆ ｃ) ｃ ＝Ｆꎮ
证明　 由定义 １０、１１ꎬ可知(１)至(５)是显然成立的ꎮ 由定义 １２ 推得(６)是正确的ꎮ
定理 ６ 说明(Ｒ(Ｕ)ꎬ∩ꎬ∪)构成一个分配格ꎮ 下面讨论本文定义的交并运算与文献[１５]中的交并运

算之间的关系ꎮ
为了建立由定义 ４ 的并与定义 １１ 的并之间的关联ꎬ先说明符号意义ꎮ
注 ４　 由注 １ꎬ软集(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)记为 Ｆ Ａ

１ 与 Ｆ Ｂ
２ ꎬ定义 ４ 中的(Ｆ１ꎬＡ)∪

~ (Ｆ２ꎬＢ)简记为 Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ ꎬ定义

４ 中的 Ｈ 可以直接用 ＦＡ
１∪
~ ＦＢ

２ 替代ꎬ即

(Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝
Ｆ１(λ)ꎬ　 　 　 　 λ∈Ａ－Ｂꎬ
Ｆ２(λ)ꎬ λ∈Ｂ－Ａꎬ
Ｆ１(λ)∪Ｆ２(λ)ꎬ λ∈Ａ∩Ｂꎮ

{
据式(１)ꎬ对于参数 λ∈[０ꎬ１]－(Ａ∪Ｂ)ꎬ本文将 λ 看作无效参数ꎬ(Ｆ Ａ

１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝ ⌀ꎮ
定理 ７　 设(Ｆ１ꎬＡ)与(Ｆ２ꎬＢ)是 Ｕ 上的软集ꎬ其中 ＡꎬＢ⊆[０ꎬ１]ꎬ那么 Ｆ Ａ

１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ ＝Ｆ Ａ
１ ∪Ｆ Ｂ

２ ꎮ
证明　 只须证明∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ (Ｆ Ａ

１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝ (Ｆ Ａ
１ ∪Ｆ Ｂ

２ )(λ)ꎮ 下面分 ４ 种情况讨论:
(ⅰ) 因为 λ∈Ａ－Ｂꎬ所以 λ∉Ｂꎮ 由式(１)知 Ｆ Ｂ

２ (λ)＝ ⌀ꎬ由注 ３ 和定义 １１ꎬ得

(Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝ Ｆ Ａ
１ (λ)＝ Ｆ Ａ

１ (λ)∪Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎮ



　 第 ５ 期 王兆浩ꎬ等:实参软集理论及其与模糊集之间的联系 １１９　　 　

(ⅱ) 因为 λ∈Ｂ－Ａꎬ所以 λ∉Ａꎮ 由式(１)知 Ｆ Ａ
１ (λ)＝ ⌀ꎬ由注 ３ 和定义 １１ꎬ得

(Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝ Ｆ Ｂ
２ (λ)＝ Ｆ Ａ

１ (λ)∪Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎮ

(ⅲ) λ∈Ａ∩Ｂꎬ根据式(１)知 Ｆ Ａ
１ (λ)＝ Ｆ１(λ)ꎬ Ｆ Ｂ

２ (λ)＝ Ｆ２(λ)ꎬ因此由注 ３ 和定义 １１ꎬ得(Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ )(λ)＝
Ｆ１(λ)∪Ｆ２(λ)＝ Ｆ Ａ

１ (λ)∪Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎮ

(ⅳ) λ∈[０ꎬ１]－(Ａ∪Ｂ)ꎬ根据式(１)知 ＦＡ
１ (λ)＝ ⌀ꎬ ＦＢ

２ (λ)＝ ⌀ꎬ因此由注 ３ 和定义 １１ꎬ得(ＦＡ
１ ∪
~ ＦＢ

２ )(λ)＝
⌀＝Ｆ Ａ

１ (λ)∪Ｆ Ｂ
２ (λ)ꎮ

综上所述ꎬ由(ⅰ)—(ⅳ)和定义 １１ꎬ证得 Ｆ Ａ
１ ∪
~ Ｆ Ｂ

２ ＝Ｆ Ａ
１ ∪Ｆ Ｂ

２ ꎮ
定理 ７ 中并∪~ 是由定义 ４ 定义ꎬ并∪由定义 １１ 定义ꎮ 定理 ７ 表明ꎬ文献[２]定义的软集并运算与本文的

实参软集并运算定义一致ꎮ 然而ꎬ其交运算与本文的定义不一致ꎬ下述例子说明这一点ꎮ
例 ５　 设 Ｕ２ ＝ {ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}且 Ａ ＝Ｂ ＝ {０.１ꎬ０.５}ꎬ Ｒ１(０.１)＝ {ｘ１}ꎬ Ｒ１(０.５)＝ {ｘ３}与 Ｒ２(０.１)＝ {ｘ１ꎬｘ２}ꎬ

Ｒ２(０.５)＝ {ｘ１ꎬｘ３}ꎬ显然(Ｒ１ꎬＡ)与(Ｒ２ꎬＢ)是 ２ 个软集ꎮ 由注 １ 可知(Ｒ１ꎬＡ)与(Ｒ２ꎬＢ)看作 ２ 个实参软集 ＲＡ
１

与 ＲＢ
２ :

ＲＡ
１(λ)＝

{ｘ１}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 ＲＢ
２(λ)＝

{ｘ１ꎬｘ２}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ１ꎬｘ３}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

根据定义 ５ 计算ꎬ得
(Ｒ１ꎬＡ)∩

~ (Ｒ２ꎬＢ)＝ (ＨꎬＡ∩Ｂ)ꎬ
其中ꎬＨ(０.１)＝ Ｈ(０.５) ＝ ⌀ꎮ 当把(Ｒ１ꎬＡ)与(Ｒ２ꎬＢ)看作实参软集 ＲＡ

１ 与 ＲＢ
２ 时ꎬ根据定义 １０ꎬ得(ＲＡ

１ ∩
ＲＢ

２ )(０.１)＝ ＲＡ
１(０.１)∩ＲＢ

２(０.１)＝ {ｘ１}ꎮ 因此(ＲＡ
１∩ＲＢ

２ )(０.１)≠Ｈ(０.１)ꎮ 由此可见ꎬ本文建立的交运算与文

献[２]的定义不同ꎮ 值得注意的是ꎬ文献[２]中的交、并运算(定义 ４、５)不满足分配律ꎬ说明文献[２]定义存

在局限性ꎮ 反观本文提出的运算ꎬ则能满足分配律ꎮ

３　 实参软集与其它广义模糊集之间的联系

３.１　 实参软集与模糊集之间的关联

本节主要探讨实参软集与模糊集之间的内在联系ꎮ
设 Ａ 是 Ｕ 上的一个模糊集ꎬ对任意 λ∈[０ꎬ１]ꎬ定义 Ａ－１(λ)为

Ａ－１(λ)＝ {ｘ∈Ｕ ｜Ａ(ｘ)＝ λ}ꎮ (４)
显然 Ａ－１是 Ｕ 上的一个实参软集ꎮ

若由一个实参软集能导出一个模糊集ꎬ则设 Ｆ 为 Ｕ 上的实参软集ꎬ对任意 ｘ∈Ｕꎬ Ｆ ~１(ｘ)定义为

Ｆ ~１(ｘ)＝ {λ∈[０ꎬ１] ｜ ｘ∈Ｆ(λ)}ꎮ (５)
此处并未选用符号 Ｆ －１ꎬ因为由式(５)定义的 Ｆ ~１不是 Ｆ 的逆映射ꎮ

例 ６　 设 Ｕ２ ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}且 Ｆ 是 Ｕ２ 上的一个实参软集ꎬ其中

Ｆ(λ)＝
{ｘ１ꎬｘ２}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ１}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

根据式(５)计算得 Ｆ ~１(ｘ１)＝ {０.１ꎬ０.５}ꎬ Ｆ ~１(ｘ２)＝ {０.１}且 Ｆ ~１(ｘ３)＝ ⌀ꎮ 一般情况下ꎬＦ ~１并不是 Ｕ２ 上的模

糊集ꎬ但是ꎬ当 Ｆ 是一个划分软集时ꎬＦ ~１可以被看作是 Ｕ２ 上的一个模糊集ꎮ
性质 ４　 设 Ｆ 为 Ｕ 上的一个划分软集ꎬ那么对任意 ｘ∈Ｕꎬ ｜Ｆ ~１(ｘ) ｜ ＝ １ꎮ
证明　 由性质 ３ 可知ꎬ对∀ｘ∈Ｕ 存在唯一的 λ∈[０ꎬ１]使得 ｘ∈Ｆ(λ)ꎬ根据式(６)得

Ｆ ~１(ｘ)＝ {λ}ꎮ
即证 ｜Ｆ ~１(ｘ) ｜ ＝ １ꎮ

注 ５　 若 Ｆ ~１(ｘ)＝ {λ}ꎬ从模糊集理论角度ꎬ可把这个唯一的 λ 解读为隶属度ꎬ因此直接记 Ｆ ~１(ｘ)＝ λꎮ
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定理 ８　 若 Ａ 为 Ｕ 上的一个模糊集ꎬ则 Ａ－１是 Ｕ 上的一个划分软集ꎮ
证明　 对∀ｘ∈Ｕꎬ记 λ＝Ａ(ｘ)ꎬ显然 λ∈[０ꎬ１]且据式(４)ꎬｘ∈Ａ－１(λ)ꎬ因此 Ｕ⊆ ∪

λ∈[０ꎬ１]
Ａ－１(λ)ꎮ 可推得

Ｕ＝ ∪
λ∈[０ꎬ１]

Ａ－１(λ)ꎬ即证 Ａ－１满足定义 ９ 的第一个条件ꎮ 此外ꎬ对∀λ１ꎬλ２∈[０ꎬ１]且 λ１≠λ２ꎮ 假设 Ａ－１(λ１)∩

Ａ－１(λ２)≠⌀ꎬ那么∃ｘ０∈Ａ－１(λ１)∩Ａ－１(λ２)ꎬ即 ｘ０∈Ａ－１(λ１)且 ｘ０∈Ａ－１(λ２)ꎮ 由公式(４)可得 λ１ ＝Ａ(ｘ０)＝
λ２ꎮ 这与我们所选的 λ１≠λ２ 矛盾ꎬ故 Ａ－１(λ１)∩Ａ－１(λ２)＝ ⌀ꎮ 综上ꎬ据定义 ９ 可知 Ａ－１是 Ｕ 上的一个划分

软集ꎮ
定理 ９　 若 Ｆ 为 Ｕ 上的划分软集ꎬ则 Ｆ ~１为 Ｕ 的一个模糊集ꎮ
证明　 由性质 ４ 和注 ５ꎬＦ ~１是 Ｕ 到[０ꎬ１]的一个映射ꎬ因此 Ｆ ~１为 Ｕ 的一个模糊集ꎮ
由定理 ８ 可知ꎬ每个模糊集都对应一个划分软集ꎮ 定理 ９ 则表明ꎬ每个划分软集也对应一个模糊集ꎮ 由

此可见ꎬ模糊集仅对应于实参软集中的一个特殊类型ꎬ即划分软集ꎬ说明实参软集可被视为模糊集的一种推

广形式ꎮ
定理 １０　 若 Ａ 为 Ｕ 上的一个模糊集ꎬ则(Ａ－１) ~１ ＝Ａꎮ
证明　 对∀ｘ∈Ｕꎬ由式(４)、(５)可得

(Ａ－１) ~１(ｘ)＝ {λ∈[０ꎬ１] ｜ ｘ∈Ａ－１(λ)}
＝{λ∈[０ꎬ１] ｜Ａ(ｘ)＝ λ}
＝{Ａ(ｘ)}ꎬ

根据注 ５ 可得(Ａ－１) ~１(ｘ)＝ Ａ(ｘ)ꎮ 结论得证ꎮ
定理 １１　 若 Ｆ 为 Ｕ 上的一个划分软集ꎬ则(Ｆ ~１) －１ ＝Ｆꎮ
证明　 因为 Ｆ 为 Ｕ 上的一个划分软集ꎬ所以由定理 ９ 可得 Ｆ ~１为 Ｕ 的一个模糊集ꎮ 对∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ由

式(４)、(５)可得

(Ｆ ~１) －１(λ)＝ {ｘ∈Ｕ ｜Ｆ ~１(ｘ)＝ λ} ＝{ｘ∈Ｕ ｜ ｘ∈Ｆ(λ)} ＝Ｆ(λ)ꎬ
因此(Ｆ ~１) －１ ＝Ｆꎮ

定理 １０、１１ 说明ꎬ划分软集与模糊集形成一一对应关系ꎮ
下面探讨实参软集的运算与模糊集的交并等运算性质ꎮ
性质 ５　 若 ＡꎬＢ 为 Ｕ 上的模糊集ꎬ下列结论成立:
(１) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 Ａ－１⊆ＲＢ

－１ꎮ
(２) Ａ－１∩Ｂ－１⊆Ｒ(Ａ∩Ｂ) －１ꎮ
(３) (Ａ∪Ｂ) －１⊆ＲＡ

－１∪Ｂ－１ꎮ
(４) (Ａ∩Ｂ) －１∪(Ａ∪Ｂ) －１ ＝Ａ－１∪Ｂ－１ꎮ
证明　 (１) 根据定理 １ꎬ 只须证明∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ Ａ－１(λ)⊆Ｂ－１([λꎬ１])ꎮ 对∀ｘ∈Ａ－１(λ)ꎬ由式(４)可得

Ａ(ｘ)＝ λꎮ 因为 Ａ⊆Ｂꎬ所以 Ａ(ｘ)≤Ｂ(ｘ)ꎮ 记 Ｂ(ｘ)＝ λ′ꎬ那么 λ′∈[λꎬ１]ꎮ 据式(４)可得 ｘ∈Ｂ－１(λ′)ꎮ 再由

式(２)和 λ′∈[λꎬ１]ꎬ可知 Ｂ－１(λ′)⊆Ｂ－１([λꎬ１])ꎬ即证 ｘ∈Ｂ－１([λꎬ１])ꎮ 因此 Ａ－１(λ)⊆Ｂ－１([λꎬ１])ꎬ性质

５(１)得证ꎮ
(２) 根据定理 １ꎬ只须证明∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ (Ａ－１ ∩Ｂ－１ ) (λ) ⊆(Ａ∩Ｂ) －１([λꎬ１])ꎮ 对∀ｘ∈(Ａ－１ ∩

Ｂ－１)(λ)＝ Ａ－１(λ) ∩Ｂ－１ (λ)ꎬ得 ｘ∈Ａ－１(λ) 且 ｘ∈Ｂ－１(λ)ꎮ 由式 ( ４) 得 Ａ ( ｘ) ＝ λ 且 Ｂ ( ｘ) ＝ λꎬ因此

(Ａ∩Ｂ)(ｘ)＝ λꎮ 再由式(４)推得 ｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１(λ)ꎮ 此外ꎬ由式(２)知(Ａ∩Ｂ) －１(λ)⊆(Ａ∩Ｂ) －１([λꎬ１])ꎬ
即证 ｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１([λꎬ１])ꎬ因此

(Ａ－１∩Ｂ－１)(λ)⊆(Ａ∩Ｂ) －１([λꎬ１])ꎮ
综上ꎬ性质(２)得证ꎮ

性质 ５(３)、(２)的证明方法类似ꎮ
(４) 只须证明∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ [(Ａ∩Ｂ) －１∪(Ａ∪Ｂ) －１] (λ) ＝ (Ａ－１∪Ｂ－１) (λ)ꎬ对∀ｘ∈[(Ａ∩Ｂ) －１∪

(Ａ∪Ｂ) －１](λ)ꎬ等价于 ｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１(λ)∪(Ａ∪Ｂ) －１(λ)ꎬ即
ｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１(λ)或 ｘ∈(Ａ∪Ｂ) －１(λ)ꎮ
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根据式(４)得(Ａ∩Ｂ)(ｘ)＝ λ 或(Ａ∪Ｂ)(ｘ)＝ λꎮ 下面分 ２ 种情况讨论:若(Ａ∩Ｂ)(ｘ)＝ λꎬ那么 Ａ(ｘ)＝ λ 或

Ｂ(ｘ)＝ λꎮ 假设 Ａ(ｘ)＝ λꎬ由式(２)知 ｘ∈Ａ－１(λ)ꎬ由此可得 ｘ∈Ａ－１(λ)∪Ｂ－１(λ)＝ (Ａ－１∪Ｂ－１) (λ)ꎬ即 ｘ∈
(Ａ－１∪Ｂ－１)(λ)ꎻ若(Ａ∪Ｂ) ( ｘ) ＝ λꎬ类似于前面的证明ꎬ得 ｘ∈(Ａ－１ ∪Ｂ－１ ) (λ)ꎮ 即证[(Ａ∩Ｂ) －１ ∪
(Ａ∪Ｂ) －１](λ)⊆(Ａ－１∪Ｂ－１) (λ)ꎮ 另外ꎬ对∀ｘ∈(Ａ－１∪Ｂ－１) (λ)ꎬ也就是 ｘ∈Ａ－１(λ)∪Ｂ－１(λ)ꎬ即 ｘ∈
Ａ－１(λ)或 ｘ∈Ｂ－１(λ)ꎮ 根据式(４)可得 Ａ(ｘ)＝ λ 或 Ｂ(ｘ)＝ λꎮ 假设 Ａ(ｘ)＝ λꎬ若 Ｂ(ｘ)≥λꎬ则(Ａ∩Ｂ)(ｘ)＝ λꎬ
由式(４)知ꎬｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１(λ)ꎻ若 Ｂ(ｘ) <λꎬ则(Ａ∪Ｂ)(ｘ)＝ λꎮ 由式(４)知ꎬｘ∈(Ａ∪Ｂ) －１(λ)ꎮ 总之ꎬ必有

ｘ∈(Ａ∩Ｂ) －１(λ)∪(Ａ∪Ｂ) －１(λ)ꎬ即证(Ａ－１ ∪Ｂ－１) (λ)⊆[(Ａ∩Ｂ) －１ ∪(Ａ∪Ｂ) －１] (λ)ꎮ 综上所述ꎬ得
(Ａ－１∪Ｂ－１)(λ)＝ [(Ａ∩Ｂ) －１∪(Ａ∪Ｂ) －１](λ)ꎬ因此(Ａ∩Ｂ) －１∪(Ａ∪Ｂ) －１ ＝Ａ－１∪Ｂ－１ꎮ

性质 ５ 的(１)说明模糊集的包含关系与实参软集的包含关系是相容的ꎮ 性质 ５ 中的(２)与(３)揭示了模

糊集的交并运算与实参软集交并运算之间的联系ꎮ
性质 ５ 中的(２)、(３)的反包含不一定成立的ꎮ 下面举例说明这一点ꎮ
例 ７　 设 Ｕ２ ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}且 Ａ１、Ｂ１ 是 Ｕ２ 上的模糊集ꎬ其中

Ａ１ ＝
０.１
ｘ１

＋０.５
ｘ２

＋０.１
ｘ３

与 Ｂ１ ＝
０.１
ｘ１

＋０.１
ｘ２

＋０.８
ｘ３

ꎮ

由式(４)得

Ａ－１
１ (λ)＝

{ｘ１ꎬｘ３}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 Ｂ－１
１ (λ)＝

{ｘ１ꎬｘ２}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.８ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

因此 Ａ－１
１ 、Ｂ－１

１ 是 Ｕ２ 上的 ２ 个实参软集ꎮ 根据定义 １０ 得

(Ａ－１
１ ∩Ｂ－１

１ )(λ)＝
{ｘ１}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎬ{ 　 (Ａ－１

１ ∪Ｂ－１
１ )(λ)＝

{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.８ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

根据模糊集的交并运算ꎬ得

Ａ１∩Ｂ１ ＝
０.１
ｘ１

＋０.１
ｘ２

＋０.１
ｘ３

ꎬ　 Ａ１∪Ｂ１ ＝
０.１
ｘ１

＋０.５
ｘ２

＋０.８
ｘ３

ꎮ

根据式(４)ꎬ得

(Ａ１∩Ｂ１)
－１(λ)＝

{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎬ{ 　 (Ａ１∪Ｂ１)

－１(λ)＝

{ｘ１}ꎬ　 λ＝ ０.１ꎬ
{ｘ２}ꎬ λ＝ ０.５ꎬ
{ｘ３}ꎬ λ＝ ０.８ꎬ
⌀ꎬ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

可得(Ａ１∩Ｂ１)
－１(０.１)⊈(Ａ－１

１ ∩Ｂ－１
１ )(０.１)ꎬ因此(Ａ１∩Ｂ１)

－１⊈Ａ－１
１ ∩Ｂ－１

１ ꎬ由性质 １ 推得(Ａ１∩Ｂ１)
－１⊈ＲＡ

－１
１ ∩Ｂ－１

１ ꎬ
同样ꎬ由前面的计算可知(Ａ－１

１ ∪Ｂ－１
１ )(０.１)⊈(Ａ１∪Ｂ１)

－１(０.１)ꎬ因此 Ａ－１
１ ∪Ｂ－１

１ ⊈(Ａ１∪Ｂ１)
－１ꎮ 综上ꎬ例 ７ 说

明性质 ５(２)、(３)是不能取等的ꎮ
３.２　 实参软集与犹豫模糊集之间的联系

犹豫模糊集是模糊集的重要扩展ꎬ它拓展了模糊集理论适用范围ꎮ 本节将深入探究实参软集与犹豫模

糊集之间的内在关联ꎮ
定义 １３[２] 　 设 Ｕ 是非空集合ꎬ设 Ｈ:Ｕ→Ｐ([０ꎬ１])是一个映射ꎬ则称 Ｈ 为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎮ
下列结论揭示实参软集与犹豫模糊集之间的联系ꎮ
定理 １２　 若 Ｆ 为 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ则 Ｆ ~１为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎮ
证明　 由式(５)与定义 １３ꎬ定理 １２ 得证ꎮ
反之ꎬ设 Ｈ 为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎬ对任意 λ∈[０ꎬ１]ꎬ定义 Ｈ ~１(λ)为

Ｈ ~１(λ)＝ {ｘ∈Ｕ ｜λ∈Ｈ(ｘ)}ꎮ (６)
定理 １３　 若 Ｈ 为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎬ则 Ｈ ~１为 Ｕ 上一个实参软集ꎮ
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证明　 由式(６)与定义 ７ꎬ定理 １３ 成立ꎮ
由定理 １３ 知 Ｈ ~１是 Ｕ 上一个实参软集ꎬ根据式(５)求(Ｈ ~１) ~１ꎬ下面结论揭示 Ｈ ~１与 Ｈ 的关系ꎮ
定理 １４　 若 Ｈ 为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎬ那么(Ｈ ~１) ~１ ＝Ｈꎮ
证明　 只须证明∀ｘ∈Ｕꎬ (Ｈ ~１) ~１(ｘ)＝ Ｈ(ｘ)ꎮ 对∀λ∈(Ｈ ~１) ~１(ｘ)ꎬ由式(５)可得 ｘ∈Ｈ ~１(λ)ꎮ 再由

式(６)得 λ∈Ｈ(ｘ)ꎬ即证(Ｈ ~１) ~１(ｘ)⊆Ｈ(ｘ)ꎮ 相似地ꎬ也可证明(Ｈ ~１) ~１(ｘ)⊇Ｈ(ｘ)成立ꎮ 综上ꎬ定理 １４
得证ꎮ

定理 １５　 若 Ｆ 为 Ｕ 上的一个实参软集ꎬ那么(Ｆ ~１) ~１ ＝Ｆꎮ
证明　 类似于定理 １４ 的证明ꎬ可得定理 １５ 成立ꎮ
由定理 １２—１５ꎬ可得下列结论ꎮ
定理 １６　 Ｆ 为 Ｕ 上的实参软集当且仅当 Ｆ ~１为 Ｕ 上的一个犹豫模糊集ꎮ
定理 １６ 的另一个叙述方式即为下面推论的形式ꎮ
推论 ２　 Ｈ 为 Ｕ 上的犹豫模糊集当且仅当 Ｈ ~１为 Ｕ 上一个实参软集ꎮ
定理 １６ 表明ꎬ实参软集与犹豫模糊集之间存在一一对应关系ꎬ犹豫模糊集的相关研究成果应用于实参

软集的理论探讨中具有重要意义ꎮ
此外ꎬ软集理论应用于群决策[１６￣１７]与多准则决策[１８]中ꎬ为此ꎬ将实参软集理论应用于决策方法ꎬ特别是

群决策模型的构建ꎬ是今后研究的延伸与发展方向ꎮ

４　 结语

本文提出实参软集的概念ꎬ引入无效参数ꎬ解决因参数集不一致而导致的软集表示混乱问题ꎬ并建立相

应的实参软集运算系统ꎮ 此外ꎬ研究实参软集与模糊集之间的对应关系ꎬ证明实参软集运算与模糊集运算具

有相容性ꎬ为软集理论进一步应用于群决策问题研究提供基础ꎮ
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