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摘要:将拓扑学的闭包、聚点、邻域基应用到基于密度的聚类问题中ꎬ建立了密度聚类算法的矩阵计算方法ꎬ并举例说明了

如何通过矩阵乘法使用密度聚类算法对数据集进行聚类ꎮ
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０　 引言

随着计算机科学技术的发展ꎬ拓扑学的应用已经渗透到计算机科学、金融学、生物学、医学、气象学等领

域[１￣３]ꎮ 在数据分析方面ꎬ特别是在处理大量复杂的数据时ꎬ拓扑学有助于进行数据分析和建模ꎮ 在人工智

能方面ꎬ拓扑学可以用于深度学习网络结构的设计和优化、模式识别和图像分类等问题ꎮ 因此拓扑学在应用

领域的研究受到越来越多学者的关注ꎮ 拓扑空间中的邻域、聚点、内部、闭包、边界、连通等概念在许多领域

发挥着重要的作用ꎮ
在数据挖掘中ꎬ聚类是最重要的机器学习算法之一ꎮ 聚类算法能够发现目标数据集中固有的簇结构ꎬ在

不知道数据内部关系的情况下ꎬ将相似的数据对象聚在一起形成簇ꎬ即寻找数据集中彼此非常接近的数据

集ꎬ因此聚点和邻域在聚类中发挥着举足轻重的作用ꎮ 文献[４￣５]研究了 Ｋ￣最近邻(Ｋ ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓꎬ
ＫＮＮ)算法ꎮ 文献[６￣８]基于一个点与聚点的距离ꎬ研究了用于分类和聚类的 Ｋ￣均值算法ꎮ 此后ꎬ聚类问题

引起了众多学者的极大兴趣[９￣１２]ꎮ Ｅｓｔｅｒ 等[１３]研究了基于密度的聚类算法ꎬ提出了基于密度的带有噪声的空

间聚类应用(ｄｅｎｓｉｔｙ￣ｂａｓｅｄ ｓｐａｔｉａｌ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅꎬ ＤＢＳＣＡＮ)算法ꎬ它不仅能识别球形簇ꎬ
而且能够正确识别数据集中具有任意大小、形状的簇和噪声ꎬ因此得到广泛的研究与应用ꎮ 本文介绍

ＤＢＳＣＡＮ 算法的原理及参数、型拓扑空间和基矩阵的相关概念ꎬ将 ＤＢＳＣＡＮ 算法的聚类簇与型拓扑空间的

传递 ｐ￣闭包相联系ꎬ利用布尔矩阵的乘法表示拓扑空间中集合的闭包运算ꎮ
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１　 预备知识

１.１　 ＤＢＳＣＡＮ 算法

ＤＢＳＣＡＮ 算法是一种密度聚类算法ꎬ它基于一组邻域参数(εꎬｋ)刻画样本分布的紧密程度ꎮ 假设给定

数据集 ＤꎬＤ 中元素 ｘｊ１的 ε￣邻域指包含 Ｄ 中与 ｘｊ１的距离不大于 ε 的数据ꎮ 若 ｘｊ１的 ε￣邻域至少包含 ｋ 个数

据ꎬ则 ｘｊ１是一个核心点ꎻ若 ｘｊ２位于 ｘｊ１的 ε￣邻域中ꎬ且 ｘｊ１是核心点ꎬ则称 ｘｊ２是由 ｘｊ１密度直达的点ꎻ对 ｘｕ 与 ｘｖꎬ
若存在序列{ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｗ}⊆Ｄꎬ其中 ｐ１ ＝ ｘｕꎬ ｐｗ ＝ ｘｖꎬ且 ｐｊ＋１由 ｐｊ 密度直达( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｗ－１)ꎬ则称 ｘｖ 是由 ｘｕ

密度可达的点ꎮ 若 ｘ 是核心点ꎬ则由 ｘ 密度可达的所有数据组成的集合构成聚类簇ꎮ 不是核心点ꎬ但属于某

一聚类簇的点称为边界点ꎮ 既不是核心点ꎬ也不是边界点的称为噪声点ꎮ 图 １ 给出了上述概念的直观显示ꎬ
其中虚线及其内部显示出点的 ε￣邻域ꎬｘ１ 是核心点ꎬｘ２ 由 ｘ１ 密度直达ꎬｘ３ 由 ｘ１ 密度可达ꎬｘ４ 是边界点ꎬ不在

任一虚线内的点为噪声点[１４]ꎮ

图 １　 ＤＢＳＣＡＮ 定义的基本概念(ｋ＝ ３)
Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ＤＢＳＣＡＮ (ｋ＝ ３)

　 　 ＤＢＳＣＡＮ 算法的原理是根据给定的(εꎬｋ)找出所有核心点ꎬ再以任意核心点为出发点ꎬ找出由该核心点

密度可达的数据生成聚类簇ꎬ直到所有核心点被访问过为止ꎮ 若 ε 设置过小ꎬ可能会导致大部分数据点被认

为是噪声点ꎻ若 ε 设置过大ꎬ可能会将本来属于不同簇的数据合并到一个簇中ꎮ ｋ 的选取通常需要根据数据

集的特性和问题需求来选择ꎮ 较大的 ｋ 可以过滤掉噪声点ꎬ但可能会导致较小的簇无法被识别ꎻ较小的 ｋ 可

以更好地检测小簇ꎬ但可能会将噪声点归为一个簇中ꎮ
１.２　 型拓扑空间

集合 Ｙ 上的一个拓扑Ｔ′是指满足如下条件的子集族:(１)⌀ꎬ Ｙ∈Ｔ′ꎻ (２)若 Ｕꎬ Ｖ∈Ｔ′ꎬ则 Ｕ∩Ｖ∈Ｔ′ꎻ
(３)若{Ｕｉ:ｉ∈Ｉ}⊆Ｔ′ꎬ则∪

ｉ∈Ｉ
Ｕｉ∈Ｔ′ꎮ 集合 Ｙ 与它上面的拓扑 Ｔ′构成一个拓扑空间(ＹꎬＴ′)ꎬ简记为 Ｙꎮ Ｔ′中的

每个元素称为 Ｙ 的一个开集ꎬ开集的补集称为闭集ꎮ 拓扑空间 Ｙ 的子集 Ａ 称为点 ｘ 的一个邻域ꎬ若存在 Ｙ
的开集 Ｕ 使得 ｘ∈Ｕ⊆Ａꎮ 子集 Ａ 的内部 Ａ°是指包含在 Ａ 中的所有开集的并ꎬＡ 的闭包 􀭵Ａ 指包含 Ａ 的所有

闭集的交ꎬ􀭵Ａ－Ａ°是 Ａ 的边界ꎮ ｘ∈􀭵Ａ 当且仅当每一个包含 ｘ 的开集 Ｕꎬ都有 Ｕ∩Ａ≠⌀ꎮ 如果 ｘ 的任意一个

邻域 Ｖꎬ Ｖ∩Ａ ＼{ｘ}≠⌀ꎬ即 ｘ 属于 Ａ ＼{ｘ}的闭包ꎬ则称 ｘ 为 Ａ 的一个聚点ꎮ 更多关于拓扑学的相关内容可参

看文献[１５]ꎮ
ε￣邻域是 ＤＢＳＣＡＮ 算法中非常重要的参数之一ꎬ考虑将拓扑学中邻域的概念变为带有某种“半径”的邻

域ꎮ 文献[１６]在拓扑空间(ＹꎬＴ′)和偏序集(Ｐ′ꎬ≤)中引入了型拓扑空间ꎬ并定义了点的 ε 型开邻域和子集

的 ε￣聚点、直接闭包和传递 ε￣闭包ꎮ 首先介绍偏序集的概念ꎮ 设≤是集合 Ｐ′上的二元关系ꎬ若≤满足下列

条件ꎬ则称≤是 Ｐ′上的一个偏序ꎬ(Ｐ′ꎬ≤)称为偏序集:(１)自反性ꎬ对任意 ａ∈Ｐ′ꎬ ａ≤ａ 恒成立ꎻ(２)传递性ꎬ
对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ｐ′ꎬ若 ａ≤ｂꎬ ｂ≤ｃꎬ则 ａ≤ｃꎻ (３)反对称性ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ｐ′ꎬ 若 ａ≤ｂ 且 ｂ≤ａꎬ则 ａ＝ｂꎮ 在不

引起混淆时ꎬ(Ｐ′ꎬ≤)简记为 Ｐ′ꎬ比如ꎬ实数集按照通常的大小关系构成一个偏序集ꎮ

定义 １[１６] 　 设(ＹꎬＴ′)是拓扑空间ꎬ(Ｐ′ꎬ≤)是偏序集ꎬｘ∈Ｙꎬ记 Ｕ(ｘ)＝ {Ｕ∈Ｔ′:ｘ∈Ｕ}ꎬ即 Ｕ(ｘ)是 ｘ 的

所有开邻域构成的集族ꎮ 若对任意 ｘ∈Ｙꎬ存在函数σｘ:Ｕ( ｘ)→Ｐ′满足对任意 Ｕ、Ｖ∈Ｕ( ｘ)ꎬ当 Ｕ⊆Ｖ 时ꎬ

σｘ(Ｕ)≤σｘ(Ｖ)ꎬ则称五元组(ＹꎬＴ′ꎬＰ′ꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｙ})为型拓扑空间ꎮ 当 σｘ(Ｕ)＝ ε 时ꎬ称 Ｕ 是 ｘ 的 ε 型开

邻域ꎮ ε￣Ｕ(ｘ)表示 Ｕ 是 ｘ 的 ε 型开邻域ꎮ
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对任意 ｘ∈Ｙꎬ假设 ε￣Ｕ(ｘ)是 ｘ 的 ε 型开邻域ꎬ若对 ｘ 的任一 ε 型开邻域 ε￣Ｖ(ｘ)ꎬ都有 Ｕ⊆Ｖ 成立ꎬ则称

σ 有最小的 ε 型开邻域ꎮ 当 Ｙ 为有限集时ꎬ对任意 ε∈Ｐꎬ σ 有最小的 ε 型开邻域ꎮ
例 １　 设 Ｘ 为有限集ꎬＴ 为 Ｘ 上的欧氏拓扑ꎬＰ 为正实数赋予通常的线性序ꎬ对每个 ｘ∈Ｘ 和 ε∈Ｐꎬ令

Ｕε(ｘ)＝ {ｙ∈Ｘ:ｄ(ｘꎬｙ)≤ε}ꎬ其中 ｄ(ｘꎬｙ)为 ｘ 到 ｙ 的距离ꎮ 定义函数 σｘ(Ｕε(ｘ))＝ εꎬ则生成了一个型拓扑

空间ꎮ 下文中所指的型拓扑空间(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})总是这样生成的ꎬｘ 的 ε 型开邻域 ε￣Ｕ(ｘ)总是指

Ｕε(ｘ)＝ {ｙ∈Ｘ:ｄ(ｘꎬｙ)≤ε}ꎮ
定义 ２[１６] 　 设(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为型拓扑空间ꎬＡ⊆Ｘꎬ ε∈Ｐꎬ点 ｘ∈Ｘ 称为 Ａ 的 ε￣聚点ꎬ若对任

意 ε￣Ｕ(ｘ)ꎬ都有 Ｕ∩Ａ≠⌀ꎮ Ａ∪{ｘ∈Ｘ:ｘ 是 Ａ 的 ε￣聚点}称为 Ａ 的直接闭包ꎬ记为 ε￣ＣＬ１(Ａ)ꎮ

注 １　 在一般拓扑空间中ꎬ( 􀭵Ａ)＝ 􀭵Ａꎬ但是在型拓扑空间中ꎬε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬ１(Ａ))一般不等于 ε￣ＣＬ１(Ａ)ꎮ 因

为若 ｘ 是 ε￣ＣＬ１(Ａ)的 ε￣聚点ꎬ对任意 ε￣Ｕ(ｘ)ꎬ Ｕ∩(ε￣ＣＬ１(Ａ))≠⌀ꎬ假设 ｙ∈Ｕ∩(ε￣ＣＬ１(Ａ))ꎬ但是 Ｕ 未

必是 ｙ 的 ε 型 开 邻 域ꎬ 所 以 不 一 定 有 Ｕ ∩ Ａ ≠ ⌀ꎬ 故 ｘ 不 一 定 是 Ａ 的 ε￣聚 点ꎮ 记 ε￣ＣＬ２ ( Ａ) ＝
ε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬ１(Ａ))ꎬ ε￣ＣＬ３(Ａ)＝ ε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬ２(Ａ))ꎬ􀆺ꎬε￣ＣＬｎ(Ａ)＝ ε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬｎ－１(Ａ))ꎮ

Ａ 的传递 ε￣闭包定义为 ε￣ｔｒ(Ａ)＝ ∪{ε￣ＣＬｎ(Ａ):ｎ∈Ｎ}ꎮ 当 Ａ ＝ { ｘ}时ꎬε￣ＣＬ１( ｘ)表示 ε￣ＣＬ１({ ｘ})ꎬ
ε￣ｔｒ(ｘ)表示 ε￣ｔｒ({ｘ})ꎮ

例 ２　 设 Ｅ＝{(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(１ꎬ１)ꎬ(２ꎬ２)}为平面上的 ４ 个点赋予欧氏拓扑ꎬＰ 为正实数赋予通常的

线性序ꎬ对任意 ｘ∈Ｅ 和 ε∈Ｐꎬ Ｕε(ｘ)和函数 σｘ 为例 １ 中所定义的ꎮ 若 ε 是大于 １ 小于 ２的任一实数ꎬ则
Ｕε((０ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)}ꎬ　 Ｕε((１ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(１ꎬ１)}ꎬ

Ｕε((１ꎬ１))＝ {(１ꎬ１)ꎬ(１ꎬ０)}ꎬ 　 Ｕε((２ꎬ２))＝ {(２ꎬ２)}ꎮ
ε￣ｔｒ((１ꎬ０))＝ ε￣ＣＬ１((１ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(１ꎬ１)}ꎬ

ε￣ｔｒ((２ꎬ２))＝ ε￣ＣＬ１((２ꎬ２))＝ {(２ꎬ２)}ꎮ
ε￣ＣＬ１((０ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)ꎬ ( １ꎬ ０)}ꎬ对任意 ｎ≥２ꎬ ε￣ＣＬｎ (( ０ꎬ ０)) ＝ {( ０ꎬ ０)ꎬ ( １ꎬ ０)ꎬ ( １ꎬ １)}ꎬ因此ꎬ
ε￣ｔｒ((０ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(１ꎬ１)}ꎮ 类似可得 ε￣ｔｒ((１ꎬ１))＝ {(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(１ꎬ１)}ꎮ

定义 ３[１６] 　 设(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为型拓扑空间ꎬ对任意 ｘꎬ ｙ∈Ｘꎬ若存在 ｘ 的 ε 型开邻域 ε￣Ｕ(ｘ)
满足 ｙ∉(ε￣Ｕ(ｘ))ꎬ则存在 ｙ 的 ε 型开邻域 ε￣Ｖ(ｙ)使得 ｘ∉(ε￣Ｖ(ｙ))ꎬ称(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为 ε￣对
称型的ꎮ 例 ２ 中的型拓扑空间是对称型的ꎮ

定理 １[１６] 　 设(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为 ε￣对称型的型拓扑空间ꎬ假设 σ 有最小的 ε 型开邻域ꎬ则对

任意 ｘ∈Ｘꎬ任意 ｙ∈(ε￣ｔｒ(ｘ))ꎬ都有 ε￣ｔｒ(ｘ)＝ ε￣ｔｒ(ｙ)ꎮ
１.３　 基矩阵

本节主要介绍拓扑空间中基和局部基的概念ꎬ以及如何通过布尔矩阵的乘法表示拓扑空间中一个集合

的闭包运算ꎮ
定义 ４[１] 　 设(ＹꎬＴ′)是拓扑空间ꎬ Ｂ⊆Ｔ′满足对 Ｙ 的每个开集 Ｕ 和 Ｕ 中元素 ｘꎬ至少存在 Ｂ 中的一个元

素 Ｃꎬ使得 ｘ∈Ｃ⊆Ｕꎬ则称 Ｂ 是拓扑空间(ＹꎬＴ′)的一个基ꎮ Ｂ(ｘ)＝ {Ｃ∈Ｂ:ｘ∈Ｃ}称为点 ｘ 的局部基ꎮ
定义 ５[１７] 　 若矩阵中每个元素为 ０ 或 １ꎬ则称矩阵为布尔矩阵ꎮ 假设 Ａ＝(ａｄｅ) ｚ×ｍꎬ Ｂ＝(ｂｅｆ)ｍ×ｌ是两个布

尔矩阵ꎬ乘积矩阵 Ｃ＝ＡＢ＝(ｃｄｆ) ｚ×ｌ定义为

ｃｄｆ ＝∨ｍ
ｅ＝１(ａｄｅ∧ｂｅｆ)ꎬ (１)

式中ꎬｄ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｚꎬ ｆ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌꎬ ∨和∧分别为取大和取小运算ꎮ

例如ꎬ布尔矩阵 Ａ＝
１ ０ ０
０ １ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｂ＝

１ ０
０ ０
０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ则乘积矩阵 Ｃ＝ＡＢ＝

１ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

定义 ６[１７] 　 设 Ｚ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ１}是有限个元素构成的集合ꎬ其中元素的序已经给定ꎬＺ′是 Ｚ 的任一子

集ꎬ称ＸＺ′ ＝(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ１)为子集 Ｚ′的特征函数向量ꎬ其中 ａｒ ＝
１ꎬ　 ｘｒ∈Ｚ′

０ꎬ　 ｘｒ∉Ｚ′{ ꎬ ｒ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ１ꎮ
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例如ꎬ若 Ｇ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬｘ４ꎬｘ５ꎬｘ６ꎬｘ７}ꎬ则 Ｇ 的子集 Ｇ′＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ５}的特征函数向量ＸＧ′ ＝(１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０)ꎮ
定义 ７[１７] 　 设 Ｗ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｋ}是序已经给定的有限个元素构成的集合ꎬＴ 是 Ｗ 上的拓扑ꎬ若布尔矩

阵Ｍｋ×ｋ ＝

α１

α２

⋮
αｋ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

满足每一行 αζ 是点 ｘζ 局部基的特征函数向量ꎬ即ＸＢ(ｘζ)
＝ αζꎬ则称布尔矩阵Ｍｋ×ｋ是拓扑空间

(ＷꎬＴ)的基矩阵ꎮ
注 ２　 设 Ｒ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘτ}是序已经给定的有限个元素构成的集合ꎬ则有以下结论:
(１) 若 Ｔ 是 Ｒ 上的拓扑ꎬ则基矩阵的第 ｈ 行是 Ｔ 中含有 ｘｈ 的最小开集的特征函数向量ꎮ
(２) Ｒ 上的拓扑与基矩阵之间是一一对应的ꎮ
定理 ２[１７] 　 设 Ｘ 是序已经给定的有限个元素构成的集合ꎬＴ 是 Ｘ 上的拓扑ꎬＭ 是拓扑空间(ＸꎬＴ)的基

矩阵ꎬ则对 Ｘ 的任一子集 Ａꎬ 􀭵Ａ 的特征函数向量等于基矩阵与 Ａ 的特征函数向量的乘积ꎬ即Ｘ􀭵Ａ ＝ＭＸＡꎮ

２　 ＤＢＳＣＡＮ 算法的矩阵计算

将型拓扑空间中的直接闭包和传递闭包应用于 ＤＢＳＣＡＮ 算法ꎬ借助于拓扑空间中集合闭包的矩阵运

算ꎬ将矩阵乘法应用到 ＤＢＳＣＡＮ 算法中对数据集进行聚类ꎮ

定理 ３　 设(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为型拓扑空间ꎬ在 ＤＢＳＣＡＮ 算法中给定一组(εꎬｋ)ꎬ若 ｘ 是核心

点ꎬｙ 是由 ｘ 密度可达的点ꎬ则 ｙ∈ε￣ｔｒ(ｘ)ꎻ反之ꎬ若 ｙ∈ε￣ｔｒ(ｘ)ꎬ且存在核心点 ｑ０ꎬｑ１ꎬ􀆺ꎬｑνꎬ其中 ｑ０ ＝ ｘꎬ ｑν ＝ ｙ
满足对任意 ｓ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬν－１}ꎬ ｑｓ＋１∈(ε￣ＣＬ１(ｑｓ))ꎬ则 ｙ 是由 ｘ 密度可达的点ꎮ 因此由 ｘ 生成的聚类簇为

ε￣ｔｒ(ｘ)ꎮ
证明　 首先证明 ｂ 是由 ａ 直达的点当且仅当 ｂ∈(ε￣ＣＬ１(ａ))ꎮ 事实上ꎬｂ 是由 ａ 直达的点当且仅当 ｂ

位于 ａ 的 ε￣邻域中ꎬ即 ｄ(ａꎬｂ)≤ε 当且仅当 ｄ(ｂꎬａ)≤εꎬ即 ａ 也位于 ｂ 的 ε￣邻域中ꎬ故 ｂ∈(ε￣ＣＬ１(ａ))ꎮ
假设 ｙ 是由 ｘ 密度可达的点ꎬ则存在 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｗꎬ其中 ｐ１ ＝ ｘꎬ ｐｗ ＝ ｙꎬ且 ｐｊ＋１由 ｐｊ 密度直达ꎮ 由以上证明

可得ꎬ对任意 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｗ－１ꎬ ｐｊ＋１∈(ε￣ＣＬ１(ｐｊ))ꎬ从而 ｙ∈ε￣ｔｒ(ｘ)ꎮ 反之ꎬ若 ｙ∈ε￣ｔｒ(ｘ)ꎬ且存在核心点 ｑ０ꎬ
ｑ１ꎬ􀆺ꎬｑνꎬ其中 ｑ０ ＝ ｘꎬ ｑν ＝ ｙꎬ满足对任意 ｓ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬν－１}ꎬ ｑｓ＋１∈(ε￣ＣＬ１(ｑｓ))ꎬ则 ｑｓ＋１由 ｑｓ 密度直达ꎬ从而

ｙ 由 ｘ 密度可达ꎮ 根据 ＤＢＳＣＡＮ 算法原理ꎬ寻找一个核心点生成的聚类簇ꎬ就是要找到与该核心点密度可

达的所有点ꎬ所以由 ｘ 生成的聚类簇为∪{ε￣ＣＬｎ(ｘ):ｎ∈Ｎ} ＝ε￣ｔｒ(ｘ)ꎮ
类似于拓扑空间中基矩阵的定义ꎬ我们给出型拓扑空间中 ｐ￣基矩阵的定义ꎮ

定义 ８　 设五元组(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为 ｍ′个元素构成的型拓扑空间ꎬ在 ＤＢＳＣＡＮ 算法中给定一

组(εꎬｋ)ꎬ记核心点的集合为 Ωꎬ称向量 Ｘε￣Ｕ(ｘｏ)
＝ (ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｍ′)为点 ｘｏ 的 ε 型开邻域的特征函数向量ꎬ其中

ｂσ(σ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ′)定义为

(１) 如果 ｘｏ 是核心点ꎬ定义 ｂσ ＝
１ꎬ　 ｘσ∈ε￣Ｕ(ｘｏ)ꎬ

０ꎬ　 ｘσ∉ε￣Ｕ(ｘｏ)ꎬ
{

(２) 如果 ｘｏ 不是核心点ꎬ定义 ｂσ ＝
１ꎬ　 ｘσ∈Ω 且ｘｏ∈ε￣Ｕ(ｘσ)或 σ＝ｏꎬ

０ꎬ　 否则ꎮ{
定义 ９　 设五元组(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ}) 为 ｎ 个元素构成的型拓扑空间ꎬ若布尔矩阵Ｍ′ｎ×ｎ ＝

α′１
α′２
⋮
α′ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

满足每一行α′ｉ是点 ｘｉ 的 ε 型开邻域的特征函数向量ꎬ即Ｘε￣Ｕ(ｘｉ)
＝ α′ｉꎬ则称布尔矩阵Ｍ′ｎ×ｎ是 Ｘ 的 ε￣基
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矩阵ꎮ

定理 ４　 设五元组(ＸꎬＴꎬＰꎬ≤ꎬ{σｘ:ｘ∈Ｘ})为 ｎ 个元素构成的型拓扑空间ꎬＭ′是 Ｘ 的 ε￣基矩阵ꎮ 在

ＤＢＳＣＡＮ 算法中给定一组(εꎬｋ)ꎬ则对 Ｘ 的任一核心点 ｘꎬ
Ｘε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)

＝ Ｍ′Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)ꎬ (２)
式中ꎬｇ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＸε￣ＣＬ０(ｘ)

＝ Ｘ{ｘ}ꎮ

证明　 假设 Ｍ′Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)
＝

ｃ１

ｃ２

⋮
ｃｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ ｃζ ＝ １ꎬ分以下 ２ 种情况来证明ꎮ

(１) 若 ｘζ 是核心点ꎬ
ｃζ ＝ １ ⇔存在 ｋ′使得Ｘε￣Ｕ(ｘζ)(ｘｋ′)＝ １ 且Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)(ｘｋ′)＝ １

⇔存在 ｋ′使得ｘｋ′∈ε￣Ｕ(ｘζ)且ｘｋ′∈ε￣ＣＬｇ(ｘ)
⇔ε￣Ｕ(ｘζ)∩ε￣ＣＬｇ(ｘ)≠⌀
⇔ｘζ∈ε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬｇ(ｘ))＝ ε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)
⇔Ｘε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)(ｘζ)＝ １ꎮ

因此ꎬＸε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)
＝ Ｍ′Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)ꎮ

(２) 若 ｘζ 不是核心点ꎬ
ｃζ ＝ １ ⇔存在 ｓ′(ｓ′≠ζ)使得 ｘｓ′是核心点ꎬｘζ∈ε￣Ｕ(ｘｓ′)且Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)(ｘｓ′)＝ １ 或ｘζ∈ε￣ＣＬｇ(ｘ)

⇔存在 ｓ′(ｓ′≠ζ)使得 ｘｓ′是核心点ꎬｘｓ′∈ε￣Ｕ(ｘζ)且Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)(ｘｓ′)＝ １ 或ｘζ∈ε￣ＣＬｇ(ｘ)
⇔存在 ｓ′(ｓ′≠ζ)使得 ｘｓ′是核心点ꎬｘｓ′∈ε￣Ｕ(ｘζ)且 ｘｓ′∈ε￣ＣＬｇ(ｘ)或 ｘζ∈ε￣ＣＬｇ(ｘ)
⇔ε￣Ｕ(ｘζ)∩ε￣ＣＬｇ(ｘ)≠⌀
⇔ｘζ∈ε￣ＣＬ１(ε￣ＣＬｇ(ｘ))＝ ε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)
⇔Ｘε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)(ｘζ)＝ １ꎮ

因此ꎬＸε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)
＝ Ｍ′Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)ꎮ

根据定理 ３、４ꎬ按以下步骤实现 ＤＢＳＣＡＮ 算法的矩阵计算ꎮ
步骤 １　 输入数据集 Ｘ＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ}ꎬ固定 Ｘ 中元素的顺序ꎬ输入(εꎬｋ)ꎮ
步骤 ２　 根据(εꎬｋ)确定 Ωꎮ
步骤 ３　 在给定的 Ｘ 的顺序下ꎬ计算 Ｘ 的 ε￣基矩阵ꎮ
步骤 ４　 对每个核心对象 ｘꎬ根据式(２)计算Ｘε￣ＣＬ１(ｘ)ꎬＸε￣ＣＬ２(ｘ)ꎬ􀆺ꎬＸε￣ＣＬｇ(ｘ)ꎬ􀆺ꎬ若 Ｘε￣ＣＬｇ(ｘ)

＝ Ｘε￣ＣＬｇ＋１(ｘ)ꎬ则终

止计算ꎬ记 Ｃ(ｘ)＝ ε￣ｔｒ(ｘ)＝ ε￣ＣＬｇ(ｘ)ꎮ

步骤 ５　 输出簇划分 Ｃ＝{Ｃ(ｘ):ｘ∈Ω}ꎮ
例 ３　 设数据集 Ｑ 为平面直角坐标系中的点(０ꎬ０)ꎬ(１ꎬ０)ꎬ(０ꎬ１)ꎬ(１ꎬ１)ꎬ(２ꎬ０)ꎬ(２ꎬ２)ꎬ(２ꎬ３)ꎬ

(３ꎬ３)ꎬ(４ꎬ４)ꎮ 为方便表示ꎬ记 ａ１ ＝(０ꎬ０)ꎬ ａ２ ＝ (１ꎬ０)ꎬ ａ３ ＝ (２ꎬ０)ꎬ ａ４ ＝ (０ꎬ１)ꎬ ａ５ ＝ (１ꎬ１)ꎬ ａ６ ＝ (２ꎬ２)ꎬ

ａ７ ＝(２ꎬ３)ꎬ ａ８ ＝(３ꎬ３)ꎬ ａ９ ＝(４ꎬ４)ꎬ在 Ｘ 上赋予欧氏拓扑ꎮ 定义 Ｕε(ｘ)＝ {ｙ∈Ｑ:ｄ(ｘꎬｙ)≤ε}ꎬ其中 ｄ(ｘꎬｙ)
为 ｘ 到 ｙ 的距离ꎬσｘ(Ｕε(ｘ))＝ εꎬ则该型拓扑空间有最小的 ε 型开邻域且为 ε￣对称型的ꎮ 由于数据集较少ꎬ
对参数分别取不同值ꎮ

(１) 选取 ε＝ １ꎬｋ＝ ３ 的聚类ꎮ
步骤 １　 固定 Ｑ 中元素的顺序{ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎬ取 ε＝ １ꎬ ｋ＝ ３ꎮ
步骤 ２　 根据(εꎬｋ)ꎬ确定 Ω１ꎬ３ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ７}ꎮ
步骤 ３　 计算 ε￣基矩阵ꎮ 以 ａ１ 为核心点ꎬ根据定义 ８(１)计算点 ａ１ 的 ε 型开邻域的特征函数向量为

α１ ＝ (１ꎬ１ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬ用同样的方法分别计算核心点 ａ２、ａ４、ａ５、ａ７ 的 ε 型开邻域的特征函数向量ꎻ
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ａ３ 不是核心点ꎬ根据定义 ８(２)计算点 ａ３ 的 ε 型开邻域的特征函数向量为 α３ ＝ (０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬ用
同样的方法分别计算非核心点 ａ６、ａ８、ａ９ 的 ε 型开邻域的特征函数向量ꎬ得到 Ｘ 的 ε￣基矩阵为

Ｍ１ꎬ３ ＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

　 　 步骤 ４　 根据定理 ４ 计算核心对象的传递 ε￣闭包为

Ｘ１
ε￣ＣＬ１(ａ１)

＝ Ｍ１ꎬ３Ｘ{ａ１}
＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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ꎬ

Ｘ１
ε￣ＣＬ２(ａ１)

＝ Ｍ１ꎬ３Ｘ１
ε￣ＣＬ１(ａ１)

＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
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ꎬ

Ｘ１
ε￣ＣＬ３(ａ１)

＝ Ｍ１ꎬ３Ｘ１
ε￣ＣＬ２(ａ１)

＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
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ꎮ

因此ꎬ核心对象 ａ１ 生成的聚类簇为 Ｃ１(ａ１)＝ ε￣ｔｒ(ａ１)＝ ε￣ＣＬ２(ａ１)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５}ꎮ
由于该型拓扑空间有最小的 ε 型开邻域且为 ε￣对称型的ꎬ因此 ε￣ｔｒ( ａ１) ＝ ε￣ｔｒ( ａ２) ＝ ε￣ｔｒ( ａ４) ＝

ε￣ｔｒ(ａ５)ꎮ
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Ｘ１
ε￣ＣＬ１(ａ７)

＝ Ｍ１ꎬ３Ｘ{ａ７}
＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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ꎬ

Ｘ１
ε￣ＣＬ２(ａ７)

＝ Ｍ１ꎬ３Ｘ１
ε￣ＣＬ１(ａ７)

＝

１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
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ꎮ

因此ꎬ核心对象 ａ７ 生成的聚类簇为 Ｃ１(ａ７)＝ ε￣ｔｒ(ａ７)＝ ε￣ＣＬ１(ａ７)＝ {ａ６ꎬａ７ꎬａ８}ꎮ
步骤 ５　 输出聚类簇的结果ꎮ 最终得到 ２ 个聚类簇 Ｃ１(ａ１)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５}、 Ｃ１(ａ７)＝ {ａ５ꎬａ６ꎬａ７}ꎮ

边界点为{ａ３ꎬａ６ꎬａ８}ꎬ噪声点为{ａ９}ꎮ
(２) 选取 ε＝ １ꎬ ｋ＝ ４ 的聚类ꎮ
步骤 １　 固定 Ｑ 中元素的顺序{ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎬ取 ε＝ １ꎬ ｋ＝ ４ꎮ
步骤 ２　 根据(εꎬｋ)ꎬ确定 Ω１ꎬ４ ＝{ｘ２}ꎮ

步骤 ３　 计算 ε￣基矩阵Ｍ１ꎬ４ ＝

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
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ꎮ

步骤 ４　 计算核心对象的传递 ε￣闭包为

Ｘ２
ε￣ＣＬ１(ａ２)

＝ Ｍ１ꎬ４Ｘ{ａ２}
＝

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
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Ｘ２
ε￣ＣＬ２(ａ２)

＝ Ｍ１ꎬ４Ｘ２
ε￣ＣＬ１(ａ２)

＝

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
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ꎮ

因此ꎬ核心对象 ａ２ 生成的聚类簇为 Ｃ２(ａ２)＝ ε￣ｔｒ(ａ２)＝ ε￣ＣＬ１(ａ２)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ５}ꎮ
步骤 ５　 输出聚类簇的结果ꎮ 最终得到 １ 个聚类 Ｃ２(ａ２)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ５}ꎮ 边界点为{ａ１ꎬａ３ꎬａ５}ꎬ噪声

点为{ａ４ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎮ

(３) 选取 ε＝ ２ ꎬ ｋ＝ ４ 的聚类ꎮ
步骤 １　 固定 Ｑ 中元素的顺序{ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎬ取 ε＝ ２ ꎬ ｋ＝ ４ꎮ
步骤 ２　 根据(εꎬｋ)ꎬ确定 Ω ２ꎬ４ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ８}ꎮ

步骤 ３　 计算 ε￣基矩阵Ｍ ２ꎬ４ ＝

１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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步骤 ４　 计算核心对象的传递 ε￣闭包为

Ｘ３
ε￣ＣＬ１(ａ１)

＝ Ｍ ２ꎬ４Ｘ{ａ１}
＝

１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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Ｘ３
ε￣ＣＬ２(ａ１)

＝ Ｍ ２ꎬ４Ｘ３
ε￣ＣＬ１(ａ１)

＝

１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １
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Ｘ ３
ε￣ＣＬ３(ａ１)

＝ Ｍ ２ꎬ４Ｘ ３
ε￣ＣＬ２(ａ１)

＝

１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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Ｘ ４
ε￣ＣＬ４(ａ１)

＝ Ｍ ２ꎬ４Ｘ ４
ε￣ＣＬ３(ａ１)

＝

１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
１ １ １ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０
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ꎮ

因此ꎬ核心对象 ａ１ 生成的聚类簇为 Ｃ３(ａ１)＝ ε￣ｔｒ(ａ１)＝ ε￣ＣＬ４(ａ１)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎮ
步骤 ５　 输出聚类簇的结果ꎮ 最终得到 １ 个聚类簇 Ｃ３(ａ１)＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬａ４ꎬａ５ꎬａ６ꎬａ７ꎬａ８ꎬａ９}ꎬ边界点为

{ａ３ꎬａ７ꎬａ９}ꎬ无噪声点ꎮ

３　 结语

本文将型拓扑空间中的聚点和传递闭包的概念应用到 ＤＢＳＣＡＮ 算法中ꎬ通过布尔矩阵乘法表示拓扑空

间中集合闭包运算的方法ꎬ给出了 ＤＢＳＣＡＮ 算法的矩阵计算方法ꎬ为 ＤＢＳＣＡＮ 算法提供了一种新的计算
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