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具有交叉扩散的植被模型的稀疏最优控制
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摘要:建立了一类具有交叉扩散的植被－水反应扩散模型ꎬ将人类活动作为控制函数ꎬ研究了该植被模型的稀疏最优控制问

题ꎬ从控制相关的植被斑图形成的角度揭示了如何通过人类活动提高生态系统的稳健性ꎮ 给出了模型产生图灵斑图的条件ꎬ
推导了一阶必要最优条件ꎮ 最后通过数值模拟ꎬ从控制效果、 控制误差和控制成本 ３ 方面验证了该控制方法的合理性以及控

制策略的有效性ꎮ
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０　 引言

植被斑图的形成可以表征植被在时间和空间上的分布特征与生长规律ꎮ 植被斑图结构分为点状、带状、
迷宫状、间隙状等结构ꎬ不同的结构对应着不同的生态功能ꎮ 反应扩散方程作为描述时空动力学的有力工

具ꎬ已在植被斑图演化方面得到了广泛的应用[１￣２]ꎮ Ｌｅｆｅｖｅｒ 等[３]建立了一个单变量植被反应扩散方程描述

干旱区陆生植物群落的动态ꎮ Ｋｌａｕｓｍｅｉｅｒ[４]首次应用反应扩散方程建立了一个 ２ 变量的植被水模型ꎬ该模

型对某地区的植被生态系统形成的条状结构给出了解释ꎮ ＨｉｌｌｅＲｉｓＬａｍｂｅｒｓ 等[５]对 Ｋｌａｕｓｍｅｉｅｒ 模型进行了

改进ꎬ构建了由植被、地表水和地下水构成的三变量反应扩散方程ꎮ
干旱半干旱地区的植被系统脆弱ꎬ且对气候变化较为敏感ꎬ因此容易发生荒漠化[６]ꎮ 影响植被斑图形

成的主要因素可分为自然因素(如温度、降雨、ＣＯ２ 等)和人类活动(如放牧、砍伐、植树造林等) [７￣８]ꎮ 人类活
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动是具有目的性的ꎬ对干旱半干旱区植被的影响是可控的ꎮ 反应扩散方程的最优控制理论为防治生态系统

荒漠化提供了理论基础ꎮ 例如ꎬＳｕｎ 等[９]构建了一类植被－水反应扩散方程ꎬ研究表明通过最优控制理论ꎬ可
将任一斑图结构通过人类活动手段转化为理想的斑图结构ꎬ从而有效的防止荒漠化的发生ꎬ但文献[９]并未

考虑成本问题ꎮ 本文的主要目标是通过人类活动控制植被斑图结构的形成ꎬ同时保证投入的成本尽可能少ꎮ
为此ꎬ本文建立了一类植被－水反应扩散模型ꎬ研究了该模型的稀疏最优控制问题ꎬ并通过数值模拟验证了

该控制方法的有效性和合理性ꎮ

１　 模型的建立和稳定性分析

植被与水之间常见的反馈机制有:吸收反馈、根延展反馈、渗透反馈和土壤水扩散反馈ꎮ 这里重点介绍

土壤水扩散反馈机制ꎬ它是一种由土壤水浓度差引起的水定向流动的正反馈[１０]ꎮ 植被根部吸收当前位置的

水分ꎬ周围其它位置的水形成了浓度差ꎮ 基于 Ｋｌａｕｓｍｅｉｅｒ 模型本文构造了一类具有交叉扩散的植被－水反

应扩散模型:
∂Ｐ
∂Ｔ
＝ ＪＲＷＰ２－ＭＰ＋ｒ１Ｐ＋Ｄ１ΔＰꎬ　 　 　 ＸꎬＹ∈Ωꎬ Ｔ >０ꎬ

∂Ｗ
∂Ｔ
＝Ａ－ＬＷ－ＲＷＰ２＋Ｄ２Δ(Ｗ－β１Ｐ)ꎬ　 ＸꎬＹ∈Ωꎬ Ｔ >０ꎬ
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(１)

式中ꎬＰ 和 Ｗ 分别表示植被生物量和水的密度ꎬＭ 表示植被的死亡率ꎬＡ 为降水量ꎬＬ 为水分的蒸发速率ꎬＲ
表示植被吸收水分的速率ꎬＪ 表示将吸收的水分转化为植被自身生长的转化速率ꎬＤ１ 和 Ｄ２ 分别表示植被扩

散系数和水的扩散系数ꎬＴ 表示时间ꎬｒ１(ＸꎬＴ)为控制函数(如人类活动)ꎬ其中 Ｘ＝(ＸꎬＹ) Ｔꎮ 下面对模型(１)
进行无量纲化:

ｗ＝
　 Ｒ Ｊ
　 Ｌ

Ｗꎬ　 ｐ＝
　 Ｒ
　 Ｌ

Ｐꎬ　 ａ＝
　 Ｒ Ｊ
Ｌ 　 Ｌ

Ａꎬ　 ｔ＝ＬＴꎬ　 ｍ＝Ｍ
Ｌ
ꎬ　 β＝β１Ｊꎬ　 ｒ＝

ｒ１
Ｌ
ꎬ　 ｘ＝

　 Ｌ
　 Ｄ１

Ｘꎬ　 ｙ＝
　 Ｌ
　 Ｄ１

Ｙꎬ　 δ＝
Ｄ２
Ｄ１
ꎬ

得到模型

∂ｐ
∂ｔ
＝ｗｐ２－ｍｐ＋ｒｐ＋Δｐꎬ　 　 　 ｘꎬ ｙ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ
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这里 Ω＝[０ꎬｌ]×[０ꎬｌ]ꎮ 下面主要研究模型(２)的动力学性态ꎮ 很明显ꎬ模型(２)有 １ 个裸地平衡点 Ｅ０ ＝
(０ꎬａ)和 ２个正平衡点:

Ｅ１ ＝(ｐ１ꎬｗ１)＝
２ｍ－２ｒ

ａ＋
　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

ꎬ ａ
＋　 ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

２
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ

Ｅ２ ＝(ｐ２ꎬｗ２)＝
２ｍ－２ｒ

ａ－
　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

ꎬ ａ
－　 ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

２
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ

当且仅当 ａ>２(ｍ－ｒ)ꎮ 下面对这 ２个正平衡点进行稳定性分析ꎮ 模型(２)在正平衡点附近的线性化系统为

∂ｐ
∂ｔ
＝ａ１１ｐ＋ａ１２ｗ＋Δｐꎬ 　 　 　 　 ｘꎬ ｙ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｗ
∂ｔ
＝ａ２１ｐ＋ａ２２ｗ＋δΔ(ｗ－βｐ)ꎬ 　 ｘꎬ ｙ∈Ωꎬ ｔ>０ꎮ
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(３)

对于正平衡点(ｐｉꎬｗｉ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ有 ａ１１ ＝ｍ－ｒꎬ ａ１２ ＝ｐ２ｉ ꎬ ａ２１ ＝ －２(ｍ－ｒ)ꎬ ａ２２ ＝ －１－ｐ２ｉ ꎮ

模型(３)解的形式为 ｃｅλｔｃｏｓ
ｋ１π
ｌ
ｘ ｃｏｓ

ｋ２π
ｌ
ｙꎬ其中 ｋ１ 和 ｋ２ 是波数且有 π２(ｋ２１＋ｋ２２) / ｌ２ ＝ ｋ２ꎮ 模型(３)对应的

特征方程为

λ２－ｂ１κλ＋ｂ２κ ＝ ０ꎬ
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其中ꎬ ｂ１κ ＝ －(１＋δ)κ２＋ａ１１＋ａ２２ꎬ ｂ１κ ＝ δκ４－(ａ１１δ＋ａ１２βδ＋ａ２２)κ２＋ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１ꎮ
系统(２)产生 Ｔｕｒｉｎｇ 斑图的条件是:在不考虑扩散情形下ꎬ平衡点是稳定的ꎻ在考虑扩散条件下ꎬ平衡点

不稳定ꎬ即特征方程中至少有 １ 个实部为正的特征根[１１]ꎮ 通过分析ꎬ得到如下定理ꎬ这里ꎬ令 ξ ＝
　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２ ｐ２－

[(ｍ－ｒ)δ＋(βδ－１)ｐ２２－１] ２

４δ
ꎮ

定理 １　 设 ａ>２(ｍ－ｒ)ꎬ对于正平衡点(ｐ１ꎬｗ１)和(ｐ２ꎬｗ２)ꎬ有以下结论:
(１) (ｐ１ꎬｗ１) 是不稳定的ꎻ (２)当 ξ<０时ꎬ系统(２)在(ｐ２ꎬｗ２)处会产生 Ｔｕｒｉｎｇ 斑图ꎮ

证明　 对于(ｐ１ꎬｗ１)ꎬ有 ｂ２０ ＝ (ｍ－ｒ)(ｐ２１－１)＝ －
２(ｍ－ｒ)

　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

ａ＋
　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

<０ꎬ 所以(ｐ１ꎬｗ１)不稳定ꎮ 对于

(ｐ２ꎬｗ２)ꎬ因为 ｂ１κ ＝ －(１＋δ)κ２－
２ａ

ａ－
　
ａ２－４(ｍ－ｒ) ２

<０ 且 ｂ２０>０ꎬ所以(ｐ２ꎬｗ２)的稳定性主要取决于 ｂ２κꎮ 通过

计算可得(ｂ２κ)ｍｉｎ ＝ ξꎮ 因此ꎬ当 ξ<０ 时ꎬ得到存在某个 κ>０ꎬ有 ｂ２κ<０成立ꎬ系统(２)会产生 Ｔｕｒｉｎｇ 斑图ꎮ
下面主要研究(ｐ２ꎬｗ２)的动力学性态ꎮ 根据 Ｔｕｒｉｎｇ 斑图产生的条件ꎬｍ ＝ １.３ꎬ δ ＝ ５０ꎬ β ＝ ０.２０３ꎬ ｒ＝ ０ꎬ模

拟了在不同降雨条件下 ａ∈(５ꎬ５ꎬ８)形成的植被斑图ꎬ如图 １所示ꎮ 当 ａ＝ ５.０时ꎬ植被斑图呈点状结构ꎬ这种

结构预示着植被生态系统可能发生灾难性的转变[１２]ꎮ 随着降雨量的增加ꎬ植被斑图由点状结构向带状结构

转化ꎬ最终呈现均匀态ꎮ 因此ꎬ从图 １可以看出ꎬ在干旱半干旱地区ꎬ随着降雨量的增加ꎬ植被生态系统的稳

健性逐渐提高ꎮ

图 １　 不同降雨量对应的植被斑图
Ｆｉｇ.１　 Ｖｅｇｅｔａｔｉｏｎ ｐａｔｔｅｒｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｉｎｆａｌｌ

　 　 为了定量描述不同结构的植被斑图所对应的植被密度与 ａ 之间的关系ꎬ引入了高密度绿色覆盖度指标

Ｋꎬ即

Ｋ＝ １
｜Ω ｜ ∫ｐ(ｘꎬｔꎻａ)≥ｐ∗(ａ)

１ｄｘꎬ ｘ∈Ω⊂Ｒ２ꎬ

其中ꎬｐ∗(ａ)是依赖于 ａ 的系统(２)的常数平衡点ꎬｐ(ｘꎬｔꎻａ)是非平凡解ꎬｘ＝(ｘꎬｙ) Ｔꎮ
图 ２(ａ)为 Ｋ 随 ａ 和 ｔ 变化的二维等高线图ꎬ图 ２(ｂ)给出了 Ｋ 与 ａ 的关系ꎮ 从图 ２可以看出ꎬ当斑图达

到稳态时ꎬＫ 会随着 ａ 的增大而增大ꎮ 当 Ｋ 较大时ꎬ植被生态系统比较稳健ꎻ反之ꎬ当 Ｋ 减小到一定值时ꎬ植
被系统有发生荒漠化的风险ꎮ 因此ꎬ可将 Ｋ 作为植被生态系统的稳健性评价指标ꎮ

图 ２　 Ｋ 随 ａ 和 ｔ 的变化
Ｆｉｇ.２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ ａ ａｎｄ ｔ
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２　 最优控制

在第 １章中ꎬ控制变量 ｒ(ｘꎬｔ)在时间和空间上都为 ０ꎮ 这部分考虑将 ｒ(ｘꎬｔ)作为时间和空间上的函数ꎬ
运用最优控制理论控制斑图的形成ꎮ 假设 Ω 是 Ｒ２ 的有界开子集ꎬ边界∂Ω 为 Ｃ２＋θ类ꎬθ>０ꎮ 考虑如下最优控

制问题:

ｉｎｆ Ｊ(ｒ):＝ Ｊ１(ｒ)＋Ｊ２(ｒ)＋Ｊ３(ｒ)ꎬ (４)
其中

Ｊ１(ｒ)＝
ｃ１
２ ∫Ω [ｐｒ(ｘꎬＴ)－ｐｔａｒ(ｘ)] ２ｄｘ＋

ｃ２
２ ∫Ω [ｗｒ(ｘꎬＴ)－ｗｔａｒ(ｘ)] ２ｄｘꎬ

Ｊ２(ｒ)＝
ｃ３
２ ∫

Ｔ

０
∫
Ω
ｒ２(ｘꎬｔ)ｄｘｄｔꎬ　 Ｊ３(ｒ) ＝ｂ∫Ｔ

０
∫
Ω
｜ ｒ(ｘꎬｔ) ｜ ｄｘｄｔꎮ

(ｐｒꎬｗｒ)满足状态方程

∂ｐ
∂ｔ
􀰛ｆ１(ｐꎬｗꎬｒ)＋Δｐꎬ 　 (ｘꎬｔ)∈ＱＴ:＝Ω×(０ꎬＴ)ꎬ

∂ｗ
∂ｔ
􀰛ｆ２(ｐꎬｗꎬｒ)＋δΔｗ－δβΔｐꎬ (ｘꎬｔ)∈ＱＴꎬ

∂ｐ
∂ｎ
＝ ０ꎬ ∂ｗ

∂ｎ
＝ ０ꎬ 　 　 　 　 (ｘꎬｔ)∈ΣＴ:＝∂Ω×(０ꎬＴ)ꎬ

ｐ(ｘꎬ０)＝ ｐ０(ｘ)ꎬ ｗ(ｘꎬ０)＝ ｗ０(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(５)

ｆ１(ｐꎬｗꎬｒ)＝ ｗｐ２－ｍｐ＋ｒｐꎬ　 ｆ２(ｐꎬｗꎬｒ)＝ ａ－ｗ－ｗｐ２ꎬ
这里ꎬＪ 是目标泛函ꎬｐ(ｘꎬｔ)和 ｗ(ｘꎬｔ)为状态变量ꎬｐｔａｒ和 ｗｔａｒ分别表示植被的目标班图和水的目标斑图ꎬＴ 是

终端时刻ꎬｃ１、ｃ２、ｃ３、ｂ 是非负常数ꎬｐ(ｘꎬ０)和 ｗ(ｘꎬ０)是初始条件ꎬｒ(ｘꎬｔ) 为控制变量ꎬ这里 ｒ(ｘꎬｔ)的允许控

制集为

Ｂ＝{ｒ∈Ｌ∞ (ＱＴ): －ｒ０≤ｒ(ｘꎬｔ)≤＋ｒ０ꎬ　 ∀(ｘꎬｔ)∈ＱＴ:＝Ω×(０ꎬＴ)}ꎮ
本研究的目标是以较小的投入成本使得干旱半干旱地区植被生态系统的稳健性提高ꎮ 当 ａ 较小时ꎬ 通

过控制措施使其状态变量 ｐ(ｘꎬｔ)具有较大的 Ｋꎮ 此外ꎬ为进一步降低成本ꎬ下面引入稀疏控制ꎮ 由 ｃ３ 和 ｂ

加权的项限定了控制参数 ｒ 的大小ꎬ且由 ｂ 加权的项决定了控制参数 ｒ 的稀疏结构ꎮ 这里ꎬ假设 Θ:Υ(Θ)→
Ｃ(􀭺ΩꎬＲ２) 是线性算子ꎬ其中

Θ＝
Δ ０
－βδΔ δΔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Υ(Θ)＝ {ψ＝(ｐꎬｗ)∈∩

ｐ≥１
Ｗ２ꎬｐ(Ω): ∂ｐ

∂ｎ
＝ δ ∂ｗ
∂ｎ
＝ ０}ꎮ

首先对状态方程(５)的解进行先验估计ꎮ

定理 ２　 设ψ０:＝(ｐ０ꎬｗ０)∈Υ(Θ)ꎬ ψ０>０ 在 􀭺Ω 上ꎬ则存在常数 Ｍ(不依赖于 ｐꎬｗꎬｒ)ꎬ使得

‖ｐｒ‖Ｌ∞ (ＱＴ)
＋‖ｗｒ‖Ｌ∞ (ＱＴ)≤Ｍꎮ (６)

证明　 首先给出如下方程:
Ｑ′＝ ｆ１(ＱꎬＲꎬｒ)＝ ＲＱ２－ｍＱ＋ｒＱꎬ　 ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ

Ｒ′＝ ｆ２(ＱꎬＲꎬｒ)＝ ａ－Ｒ－ＲＱ２ꎬ　 ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ
Ｑ(０)＝ Ｑ０>０ꎬ Ｒ(０)＝ Ｒ０>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)

由于(ＱꎬＲ)只依赖于时间ꎬ因此式(７)的解也满足式(５)ꎬ有 Ｑ>０ꎬ Ｒ>０ꎮ 下面证明 Ｑ 和 Ｒ 的有界性ꎮ
将式(７)的前 ２个方程相加ꎬ可得如下不等式成立:

ｄ(Ｑ＋Ｒ)
ｄｔ

≤ａ＋ｒ(Ｑ＋Ｒ)ꎮ

根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ̓ｓ 不等式有
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０<Ｑ( ｔ)＋Ｒ( ｔ)≤(Ｑ０＋Ｒ０＋ａＴ)ｅｒｔ≤(Ｑ０＋Ｒ０＋ａＴ)ｅＴꎮ (８)
式中ꎬｒ∈[－１ꎬ１]ꎮ

接下来构造式(５)的上解和下解ꎮ 令 Ｑ＝Ｑ( ｔꎻＱ０ꎬＲ０)和 Ｒ＝Ｒ( ｔꎻＱ０ꎬＲ０)为式(７)的解且定义:
ｐ０ꎬｍａｘ ＝ｍａｘ

􀭺Ω
ｐ０(ｘ)ꎬ　 ｐ０ꎬｍｉｎ ＝ｍｉｎ

􀭺Ω
ｐ０(ｘ)ꎬ

ｗ０ꎬｍａｘ ＝ｍａｘ
􀭺Ω

ｐ０(ｘ)ꎬ　 ｗ０ꎬｍｉｎ ＝ｍｉｎ
􀭺Ω

ｗ０(ｘ)ꎮ

容易得到 ｆ１是拟单调递增的ꎬｆ２是拟单调递减的ꎮ 进一步可得到(５)的非负有序上解和下解分别为

上解　 　 (Ｑ( ｔꎻｐ０ꎬｍａｘꎬｗ０ꎬｍａｘ)ꎬ Ｒ( ｔꎻｐ０ꎬｍｉｎꎬｗ０ꎬｍａｘ))ꎬ
下解　 　 (Ｑ( ｔꎻｐ０ꎬｍｉｎꎬｗ０ꎬｍｉｎ)ꎬ Ｒ( ｔꎻｐ０ꎬｍａｘꎬｗ０ꎬｍｉｎ))ꎮ

所以有

Ｑ( ｔꎻｐ０ꎬｍｉｎꎬｗ０ꎬｍｉｎ)≤ｐ(ｘꎬｔ)≤Ｑ( ｔꎻｐ０ꎬｍａｘꎬｗ０ꎬｍａｘ)ꎬ
Ｒ( ｔꎻｐ０ꎬｍａｘꎬｗ０ꎬｍｉｎ)≤ｗ(ｘꎬｔ)≤Ｒ( ｔꎻｐ０ꎬｍｉｎꎬｗ０ꎬｍａｘ)ꎮ (９)

结合不等式(８)和(９)ꎬ可推得(ｐｒꎬｗｒ)∈Ｌ∞ (ＱＴ)ꎬ且存在足够大的 Ｍꎬ使得式(６)成立ꎮ

定理 ３　 设ψ０:＝(ｐ０ꎬｗ０)∈Υ(Θ)ꎬ ψ０>０在 􀭺Ω 上ꎬ则存在常数 Ｍ(不依赖于 ｐꎬｗꎬｒ)ꎬ 使得

‖ｐｒ‖Ｈ１(０ꎬＴꎻＬ２(Ω)) ＋‖ｐｒ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ１(Ω)) ＋‖ｐｒ‖Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω))≤Ｍꎬ (１０)
‖ｗｒ‖Ｈ１(０ꎬＴꎻＬ２(Ω)) ＋‖ｗｒ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ１(Ω)) ＋‖ｗｒ‖Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ２(Ω))≤Ｍꎮ (１１)

证明　 将状态方程(５)的第一个方程乘以
∂ｐ
∂ｔ

并在 Ｑｔ 上积分ꎬ 可得

∫ｔ
０

∂ｐ(τ)
∂τ

２

Ｌ２(Ω)
ｄτ＝ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｆ１(ｐꎬｗꎬｒ)

∂ｐ
∂τ

ｄｘｄτ＋ ∫ｔ
０
∫
Ω
Δｐ ∂ｐ
∂τ

ｄｘｄτꎮ (１２)

由 Ｇｒｅｅｎ̓ｓ 公式可得ꎬ式(１２)右边的第二项 ∫ｔ
０
∫
Ω
Δｐ ∂ｐ
∂τ

ｄｘｄτ 可化为如下形式:

∫ｔ
０
∫
Ω
Δｐ ∂ｐ
∂τ

ｄｘｄτ ＝－ １
２ ∫Ω ｜ Ñｐ( ｔ) ｜ ２ｄｘ ＋ １

２ ∫Ω ｜ Ñｐ０ ｜ ２ｄｘꎮ (１３)

由 Ｙｏｕｎｇ̓ｓ 不等式可得

∫ｔ
０
∫
Ω
ｆ１(ｐꎬｗꎬｒ)

∂ｐ
∂τ

ｄｘｄτ≤ １
２ ∫

ｔ

０
∫
Ω

∂ｐ
∂τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘｄτ ＋ １
２ ∫

ｔ

０
∫
Ω
ｆ ２１ (ｐꎬｗꎬｒ)ｄｘｄτꎮ (１４)

根据式(１２)—(１４)ꎬ有

∫ｔ
０

∂ｐ(τ)
∂τ

２

Ｌ２(Ω)
ｄτ＋ ∫

Ω
｜Ñｐ ｜ ２ｄｘ≤ ∫

Ω
｜Ñｐ０ ｜ ２ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｆ ２１(ｐ(τ)ꎬｗ(τ)ꎬｒ(τ))ｄｘｄτꎮ (１５)

同理ꎬ有

∫
Ω
｜ Ñｐ( ｔ) ｜ ２ｄｘ ＋ ∫ｔ

０
‖Δｐ(τ)‖２

Ｌ２(Ω)ｄτ≤ ∫
Ω
｜Ñｐ０ ｜ ２ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ｆ ２１ (ｐ(τ)ꎬｗ(τ)ꎬｒ(τ))ｄｘｄτꎮ (１６)

根据不等式(１５)和(１６)ꎬ可证得不等式(１０)成立ꎮ 同理ꎬ可得不等式(１１)成立ꎮ
下面证明状态方程 (５) 解的方向导数的存在性ꎮ

引理 １　 设ψ０:＝(ｐ０ꎬｗ０)∈Υ(Θ)ꎬ ｒ (ｐｒꎬｗｒ)是从 Ｂ 到 Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ１(Ω) ２)的映射ꎬ且定义为式(５)的

解ꎬ则在各个方向 ｒ^∈Ｔａｎ Ｂ 都有 Ｇâｔｅａｕｘ 导数
ｄｐ
ｄｒ
ꎬｄｗ
ｄｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰ｒꎮ 此外ꎬ( ｐ^ꎬｗ^)＝

ｄｐ
ｄｒ
ꎬ ｄｗ

ｄｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰ｒ 是如下方程的解:

∂ｐ^
∂ｔ
＝Δｐ^＋ｆ１ｐ(ｐꎬｗꎬｒ) ｐ^＋ｆ１ｗ(ｐꎬｗꎬｒ) ｗ^ꎬ

∂ｗ^
∂ｔ
＝ δΔｗ^－βδΔｐ^＋ｆ２ｐ(ｐꎬｗꎬｒ) ｐ^＋ｆ２ｗ(ｐꎬｗꎬｒ) ｗ^ꎬ

∂ｐ^
∂ｎ
＝ ０ꎬ　 ∂ｗ^

∂ｎ
＝ ０ꎬ

ｐ^(ｘꎬ０)＝ ０ꎬ　 ｗ^(ｘꎬ０)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(１７)
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该引理的详细证明过程可参考文献[１３￣１５]ꎬ此处省略ꎮ 引理 １保证了状态方程的解的方向导数的存在

性ꎮ 下面给出稀疏最优控制问题的一阶必要最优性条件ꎮ

定理 ４　 设 ｒ∈Ｂꎬ ψ０:＝(ｐ０ꎬｗ０)∈Υ(Θ)ꎮ 如果(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗)是(４)的最优解ꎬ则存在函数 μ∗使得

∫Ｔ
０
∫
Ω
(ｃ３ｒ∗＋ｐ∗ ｆ＋ｂμ∗)(ｒ－ｒ∗)ｄｘｄｔ≥０ꎬ　 ∀ｒ∈Ｂꎬ (１８)

( ｆꎬｇ)是如下伴随方程的解:

－∂ｆ
∂ｔ
＝Δｆ－δβΔｇ＋２ｗ∗ｐ∗( ｆ－ｇ)＋(ｒ∗－ｍ) ｆ􀰛Δｆ－δβΔｇ＋ｇ１(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗ꎬｆꎬｇ)ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＱＴꎬ

－∂ｇ
∂ｔ
＝ δΔｇ－ｇ＋ｐ∗２( ｆ－ｇ)􀰛δΔｇ＋ｇ２(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗ꎬｆꎬｇ)ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＱＴꎬ

∂ｆ
∂ｎ
＝ ０ꎬ ∂ｇ

∂ｎ
＝ ０ꎬ (ｘꎬｔ)∈ΣＴꎬ

ｆ(ｘꎬＴ)＝ ｃ１(ｐ∗(ｘꎬＴ)－ｐｔａｒ(ｘ))ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

ｇ(ｘꎬＴ)＝ ｃ２(ｗ∗(ｘꎬＴ)－ｗｔａｒ(ｘ))ꎬ　 ｘ∈Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１９)

证明　 将式(１７)的第一个方程乘以 ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ并在 ＱＴ(ｘꎬｔ)上进行积分ꎬ将该方程中含有
∂ｐ^
∂ｔ

和 Δｐ^ 的项进

行分部积分ꎬ得到

　 ∫
Ω
ｆ(ｘꎬＴ) ｐ^(ｘꎬＴ)ｄｘ － ∫Ｔ

０
∫
Ω

∂ｆ
∂ｔ
ｐ^ｄｘｄｔ

＝ ∫Ｔ
０
∫
Ω
Δｆｐ^ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｆｐ∗ ｒ^ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｆ１ｐ(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗) ｆｐ^ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｆ１ｗ(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗) ｆｗ^ｄｘｄｔꎮ (２０)

将式(１７)的第 ２个方程乘以 ｇ(ｘꎬｔ)ꎬ并在 ＱＴ(ｘꎬｔ)上进行积分ꎬ将该方程中含有
∂ｗ^
∂ｔ
、Δｗ^ 的项进行分部积

分ꎬ得到

　 ∫
Ω
ｇ(ｘꎬＴ) ｗ^(ｘꎬＴ)ｄｘ － ∫Ｔ

０
∫
Ω

∂ｇ
∂ｔ
ｗ^ｄｘｄｔ

＝ ∫Ｔ
０
∫
Ω
δΔｇｗ^ｄｘｄｔ － ∫Ｔ

０
∫
Ω
δβΔｇｐ^ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｆ２ｐ(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗)ｇｐ^ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｆ２ｗ(ｐ∗ꎬｗ∗ꎬｒ∗)ｇｗ^ｄｘｄｔꎮ (２１)

下面计算 Ｊ１(ｒ∗)＋Ｊ２(ｒ∗) 沿着 ｒ^∈Ｔａｎ Ｂ(ｒ∗) 方向上的 Ｇâｔｅａｕｘ 导数

　 　 　
ｄ(Ｊ１(ｒ∗)＋Ｊ２(ｒ∗))

ｄｒ
􀅰ｒ ＝ ｃ１∫

Ω
[ｐ∗(ｘꎬＴ) － ｐｔａｒ(ｘ)] ｐ^(ｘꎬＴ)ｄｘ

＋ ｃ２∫
Ω
[ｗ∗(ｘꎬＴ) － ｗｔａｒ(ｘ)] ｗ^(ｘꎬＴ)ｄｘ ＋ ｃ３∫Ｔ

０
∫
Ω
ｒ∗ ｒ^ｄｘｄｔꎮ (２２)

将式(２０)与式(２１)相加ꎬ并结合方程(１９)ꎬ将式(２２)化简为如下形式:
ｄ(Ｊ１(ｒ∗)＋Ｊ２(ｒ∗)

ｄｒ
􀅰ｒ＝ ∫Ｔ

０
∫
Ω
(ｃ３ｒ∗＋ｐ∗ ｆ) ｒ^ｄｘｄｔꎮ (２３)

根据文献[１６]可知ꎬ存在一个分段函数ｕ∗∈∂Ｊ３(ｒ∗)满足

ｕ(ｘꎬｔ)＝ －１　 　 　 当 ｒ∗(ｘꎬｔ)>０ꎬ
ｕ(ｘꎬｔ)∈[－１ꎬ１]　 当 ｒ∗(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ
ｕ(ｘꎬｔ)＝ １　 当 ｒ∗(ｘꎬｔ)<０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２４)

有如下变分不等式成立:
ｄ(Ｊ１(ｒ∗)＋Ｊ２(ｒ∗))

ｄｒ
􀅰(ｒ－ｒ∗)＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
ｂｕ∗(ｒ－ｒ∗)ｄｘｄｔ≥０ꎬ　 ∀ｒ∈Ｂꎬ (２５)

其中∂Ｊ３(ｒ∗) 表示 Ｊ３ 在 ｒ∗处的次微分ꎬ即
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∂Ｊ３(ｒ∗)＝ {ｕ∈Ｌ∞ (ＱＴ) ｜ Ｊ３(ｒ)≥Ｊ３(ｒ∗)＋ ∫Ｔ
０
∫
Ω
ｕ(ｒ－ｒ∗)ｄｘｄｔꎬ　 ∀ｒ∈Ｌ∞ (ＱＴ)}ꎮ

将式(２３)中的 ｒ^ 替换为 ｒ－ｒ∗ꎬ并将该式带入(２５)中ꎬ即可得到变分不等式(１８)ꎮ
由式(１８)ꎬ可得目标函数(４)的次梯度为

ÑＪ(ｒ∗)(ｘꎬｔ)＝ ｃ３ｒ∗(ｘꎬｔ)＋ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ)＋ｂｕ∗(ｘꎬｔ)ꎮ (２６)
根据式(１８)ꎬ当 ｃ３>０时ꎬ可得投影公式[１７]为

ｒ∗(ｘꎬｔ)＝ Ｐ[ｒ－ꎬｒ＋]{[ ｆ(ｘꎬｔ)ｐ
∗(ｘꎬｔ)＋ｂｕ∗(ｘꎬｔ)] / ｃ３}ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＱＴꎬ (２７)

其中 Ｐ[ｒ－ꎬｒ＋]表示从 Ｒ 到[ｒ－ꎬｒ＋]的投影ꎬ即 Ｐ[ｒ－ꎬｒ＋](ｒ)＝ ｍａｘ{ｒ－ꎬｍｉｎ{ｒꎬｒ＋}}ꎮ
下面分析最优控制的稀疏性ꎬ给出如下定理ꎮ
定理 ５　 假设 ｃ３>０ꎬ ｂ>０ꎬ有下面的公式成立:

ｒ∗(ｘꎬｔ)＝ ０⇔｜ ｆ(ｘꎬｔ) ｜ ｐ∗(ｘꎬｔ)≤ｂꎬ　 ∀(ｘꎬｔ)∈ＱＴꎬ (２８)
ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ Ｐ[－１ꎬ１]{ ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ}ꎬ　 ∀(ｘꎬｔ)∈ＱＴꎮ (２９)

证明　 根据式(２７)以及最优解 ｐ∗ꎬｗ∗的正则性ꎬ有
ｒ∗(ｘꎬｔ)＝ ０⇔ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ)＋ｂｕ∗(ｘꎬｔ)＝ ０⇔ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ)＝ －ｂｕ∗(ｘꎬｔ)ꎬ

由式(２４)ꎬ可得 ｜ ｆ(ｘꎬｔ) ｜ ｐ∗(ｘꎬｔ)≤ｂꎮ
因此ꎬ证明了式(２８)的必要性ꎮ 下面证明充分性ꎬ这里分情况进行讨论ꎮ
(１) 当 ｒ∗(ｘꎬｔ) >０ 时ꎬ可得式(２７)满足 ｆ(ｘꎬｔ) ｐ∗(ｘꎬｔ) ＋ｂｕ∗(ｘꎬｔ) >０ꎬ且有 ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ －１ꎮ 因此ꎬ有

ｆ(ｘꎬｔ)>０且 ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ>１ꎮ 进一步可得 ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ －１＝Ｐ[－１ꎬ１]{ ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ}ꎮ
(２) 当 ｒ∗(ｘꎬｔ)<０ 时ꎬ则有 ｆ(ｘꎬ ｔ) ｐ∗( ｘꎬ ｔ) ＋ｂｕ∗( ｘꎬ ｔ) <０ꎬ 且有 ｕ∗( ｘꎬ ｔ) ＝ １ꎮ 因此ꎬ ｆ( ｘꎬ ｔ) <０ 且

ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ<－１ꎮ 进一步可得 ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ １＝Ｐ[－１ꎬ１]{ ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ}ꎮ
综上 ２种情形ꎬ证明了式(２８)的充分性ꎮ
(３) 当 ｒ∗( ｘꎬ ｔ) ＝ ０ 时ꎬ则有 ｆ ( ｘꎬ ｔ) ｐ∗ ( ｘꎬ ｔ) ＋ ｂｕ∗ ( ｘꎬ ｔ) ＝ ０ꎬ 且有 ｕ∗ ( ｘꎬ ｔ) ＝ [ － １ꎬ１]ꎮ 因此ꎬ

ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ＝ －ｕ∗(ｘꎬｔ)ꎮ 进一步可得 ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ Ｐ[－１ꎬ１]{ ｆ(ｘꎬｔ)ｐ∗(ｘꎬｔ) / ｂ}ꎮ
综上 ３种情形ꎬ可得式(２９)成立ꎮ

３　 数值模拟

３.１　 数值离散化

选取空间区域(ｘꎬｙ)∈Ω＝(０ꎬＬ) ２ꎬ时间区域为[０ꎬＴ]ꎮ 对时间进行网格剖分ꎬ即 ｔｎ ＝ｎΔｔꎬ ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮꎬ
时间步长为 Δｔ＝Ｔ / Ｎꎮ 对网格点进行空间剖分ꎬ即网格点 (ｘｉꎬｙｊ)＝ ( ｉｈꎬｊｈ)ꎬ ｉꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＺꎬ空间步长为 ｈ ＝
Ｌ / Ｚꎮ 使用五点有限差分法对状态方程(５)和伴随方程(１９)进行空间离散化ꎮ 采用向前差分方法进行时间

离散化ꎮ 系统的初值为(ｐ０ꎬｗ０)ꎬ ｎ 的取值为 ０到 Ｎ－１ꎬ在(ｘｉꎬｙｊꎬｔｎ)处状态方程的离散格式如下:
ｐｎ＋１
ｉꎬｊ －ｐｎ

ｉꎬｊ

Δｔ
＝
ｐｎ
ｉꎬｊ－１＋ｐｎ

ｉ－１ꎬｊ－４ｐｎ
ｉꎬｊ＋ｐｎ

ｉ＋１ꎬｊ＋ｐｎ
ｉꎬｊ＋１

ｈ２
＋ｆ１(ｐｎ

ｉꎬｊꎬｗｎ
ｉꎬｊꎬｒｎｉꎬｊ)ꎬ

ｗｎ＋１
ｉꎬｊ －ｗｎ

ｉꎬｊ

Δｔ
＝ δ

ｗｎ
ｉꎬｊ－１＋ｗｎ

ｉ－１ꎬｊ－４ｗｎ
ｉꎬｊ＋ｗｎ

ｉ＋１ꎬｊ＋ｗｎ
ｉꎬｊ＋１

ｈ２
－δ β

ｐｎ
ｉꎬｊ－１＋ｐｎ

ｉ－１ꎬｊ－４ｐｎ
ｉꎬｊ＋ｐｎ

ｉ＋１ꎬｊ＋ｐｎ
ｉꎬｊ＋１

ｈ２
＋ｆ２(ｐｎ

ｉꎬｊꎬｗｎ
ｉꎬｊꎬｒｎｉꎬｊ)ꎬ

其中ꎬｐ０ｉꎬｊ:＝ｐ０(ｘｉꎬｙｊ)ꎬ ｗ０ｉꎬｊ:＝ｗ０(ｘｉꎬｙｊ)ꎬ ｉꎬｊ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＺ－１ꎮ
对于方程(１９)ꎬ采用半隐式格式ꎬ已知终端值 ｆ(ｘꎬＴ)和 ｇ(ｘꎬＴ)ꎮ ( ｘｉꎬｙｊꎬｔｎ)点处方程(１９)的离散格

式为

－
ｆ ｎ＋１ｉꎬｊ －ｆ ｎｉꎬｊ
Δｔ

＝
ｆ ｎｉꎬｊ－１＋ｆ ｎｉ－１ꎬｊ－４ｆ ｎｉꎬｊ＋ｆ ｎｉ＋１ꎬｊ＋ｆ ｎｉꎬｊ＋１

ｈ２
＋ｇ１(ｐｎ＋１

ｉꎬｊ ꎬｗｎ＋１
ｉꎬｊ ꎬｒｎ

＋１
ｉꎬｊ ꎬｆ ｎ

＋１
ｉꎬｊ ꎬｇｎ＋１

ｉꎬｊ )

－δβ
ｇｎ
ｉꎬｊ－１＋ｇｎ

ｉ－１ꎬｊ－４ｇｎ
ｉꎬｊ＋ｇｎ

ｉ＋１ꎬｊ＋ｇｎ
ｉꎬｊ＋１

ｈ２
ꎬ
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－
ｇｎ＋１
ｉꎬｊ －ｇｎ

ｉꎬｊ

Δｔ
＝ δ

ｇｎ
ｉꎬｊ－１＋ｇｎ

ｉ－１ꎬｊ－４ｇｎ
ｉꎬｊ＋ｇｎ

ｉ＋１ꎬｊ＋ｇｎ
ｉꎬｊ＋１

ｈ２
＋ｇ２(ｐｎ＋１

ｉꎬｊ ꎬｗｎ＋１
ｉꎬｊ ꎬｒｎ

＋１
ｉꎬｊ ꎬｆ ｎ

＋１
ｉꎬｊ ꎬｇｎ＋１

ｉꎬｊ )ꎮ

接下来离散目标函数(４)ꎮ 对于时间和空间积分的近似ꎬ使用复合梯形公式ꎮ 因此ꎬ以目标泛函(４)中
Ｊ３ 为例ꎬ它的离散结果为

Ｊ３(ｒ)≈
ｂｈ２Δｔ
８ ∑

Ｎ－１

ｎ ＝０
∑
Ｚ－１

ｉꎬｊ ＝０
( ｜ ｒｎｉꎬｊ ｜ ＋ ｜ ｒｎｉ＋１ꎬｊ ｜ ＋ ｜ ｒｎｉꎬｊ＋１ ｜ ＋ ｜ ｒｎｉ＋１ꎬｊ＋１ ｜ ＋ ｜ ｒｎ

＋１
ｉꎬｊ ｜ ＋ ｜ ｒｎ

＋１
ｉ＋１ꎬｊ ｜ ＋ ｜ ｒｎ

＋１
ｉꎬｊ＋１ ｜ ＋ ｜ ｒｎ

＋１
ｉ＋１ꎬｊ＋１ ｜ )ꎮ

次梯度(２６)的离散格式为 ÑｈＪｎ
ｉꎬｊ ＝ ｃ３ｒｎｉꎬｊ＋ｆ ｎｉꎬｊｐｎ

ｉꎬｊ＋ｂｕｎ
ｉꎬｊꎮ

３.２　 数值结果

本节将对稀疏最优控制问题进行数值求解ꎮ 选取的时间终端值为 Ｔ ＝ ２ꎬ空间步长 Δｈ ＝ ０.５ꎬ时间步长

Δｔ＝ ０.００１ꎮ 这里所研究的区域是以草本植物为主ꎬ且降雨量较大ꎬ土质疏松ꎬ植被死亡率较高的半干旱地

区ꎮ 根据文献[４]ꎬ本文选取 ａ＝ ５ꎬ ｍ ＝ １.３ꎬ β ＝ ０.２０３ꎮ 假定水的扩散速率是植被的 ５０ 倍ꎬ因此有δ＝ ５０ꎮ 这

里所研究模型的时间单位为 ｄꎬ空间单位为 ｍꎮ 选取 ａ ＝ ５.０ 时对应的斑图作为初始斑图ꎬａ１ ＝ ５.４、ａ２ ＝ ５.６、

ａ３ ＝ ５.８作为目标斑图ꎮ 此外ꎬ选取 ｃ１ ＝ １ꎬ ｃ２ ＝ １００ꎬ ｃ３ ＝ １０
－１５ꎮ 为了验证 ｂ 对 ｒ∗(ｘꎬｔ)稀疏性的影响ꎬ这里分

别选取ｂ１ ＝ ０、ｂ２ ＝ ０.０３、ｂ３ ＝ １０ꎮ

图 ３给出了当 ｂ＝ ０ 时ꎬ在 ｔ＝ ０、１、２时的最优控制解 ｒ∗(ｘꎬｔ)ꎮ 对应的状态变量 ｐ∗(ｘꎬｔ)(见图 ３(ａ)—
(ｃ))ꎮ 从图 ３(ａ)—(ｃ)可以看出ꎬ选取 ａ＝ ５ 作为初始斑图ꎬ此时斑图呈点状结构ꎬ通过最优控制手段ꎬ斑
图结构可分别转化为混合状(ａ１ ＝ ５.４)、带状(ａ２ ＝ ５.６) 和均匀态(ａ３ ＝ ５.８)ꎮ 与图 １ 相比ꎬ图 ３( ａ)—( ｃ)

中的受控斑图与图 １(ｂ)—(ｄ)中的目标斑图一致ꎮ 但是ꎬ从图 ３(ｄ)—( ｆ)可以看出ꎬ在(ｘꎬＴ)点处 ｒ∗(ｘꎬ
Ｔ)＝ ０ 的比例很小ꎬ这就意味着需要投入更多的成本来达到防止生态系统荒漠化的目的ꎮ

图 ３　 当 ｂ１ ＝ ０时ꎬ 受控解 ｐ∗和最优控制 ｒ∗

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐ∗ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｒ∗ ｗｉｔｈ ｂ１ ＝ ０

　 　 结合图 ３ꎬ从图 ４(ｄ)—( ｆ)可以看出ꎬ随着 ｂ 的增大 ｜ ｒ∗(ｘꎻＴ) ｜逐渐减小ꎬ这意味着投入的成本降低ꎮ 随

着 ｂ 的进一步增加ꎬｒ∗(ｘꎻＴ)＝ ０的比例增大ꎬ如图 ５(ｄ)—( ｆ)所示ꎮ 此外ꎬ随着 ｂ 的不断增大ꎬ受控斑图与

目标斑图的差距也随之增大ꎬ但受控斑图仍然保持了图 １(ｂ)—(ｄ)中的目标斑图的关键特征ꎬ这保证了最

优控制的有效性ꎮ 图 ６给出了不同的 ｂ 所对应的 Ｋ 随 ａｔａｒｇｅｔ和 ｔ 变化的二维等高线图ꎮ 结果表明ꎬ通过稀疏

最优控制手段ꎬ可以提高 Ｋ(见图 ６(ｂ)和(ｃ))ꎬ并得到了与图 ６(ａ)类似的效果ꎮ
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图 ４　 当 ｂ２ ＝ ０.０３时ꎬ 受控解 ｐ∗和最优控制 ｒ∗

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐ∗ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｒ∗ ｗｉｔｈ ｂ２ ＝ ０.０３

图 ５　 当 ｂ３ ＝ １０时ꎬ 受控解 ｐ∗和最优控制 ｒ∗

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐ∗ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｒ∗ ｗｉｔｈ ｂ３ ＝ １０

图 ６　 不同权重 ｂ 下受控解的 Ｋ 随 ｔ 和 ａｔａｒｇｅｔ变化的等高线图
Ｆｉｇ.６　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｏｆ Ｋ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔ ａｎｄ ａｔａｒｇｅｔ ｆｏｒ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｅｉｇｈｔｓ ｂ
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　 　 上面定性地分析了在不同的目标斑图和 ｂ 下的控制效果ꎮ 接下来ꎬ将利用一些定量指标评估控制策略ꎮ
首先给出空间 ０ 值比 Ｖｒ∗( ｔ)＝ ０ꎬ它被定义为在某一给定时刻 ｔｎꎬ ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎬ满足 ｒ∗ｉꎬｊ ＝ ０ 的节点数与该

时刻空间总节点数之比:

Ｖｒ∗( ｔ)＝ ０ ＝
１

(Ｍ＋１) ２
｜ {(ｘｉꎬｙｊ) ｜ (ｒ∗) ｎ

ｉꎬｊ ＝ ０ꎬ ｉꎬ ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＺ} ｜ ꎮ

ｒ∗ａｖｅｒａｇｅ表示 ｜ ｒ∗(ｘꎬｔ) ｜的时空积分平均值ꎬ定义为

ｒ∗ａｖｅｒａｇｅ ＝
１

Ｔ ｜Ω ｜ ∫
Ｔ

０
∫
Ω
ｒ∗(ｘꎬｔ)ｄｘｄｔꎮ

Ｒ 表示受控斑图 ｐ∗(ｘꎬＴ)与目标斑图 ｐｔａｒ(ｘ)之间的相对误差ꎬ定义为

Ｒ＝
‖ｐ∗－ｐｔａｒ‖
‖ｐｔａｒ‖

ꎮ

图 ７(ａ)给出了不同目标斑图在不同稀疏性条件下相对误差ꎬ当 ｂ ＝ １０ 时ꎬＲ 保持在 ０ ~ ０.０６ 之间ꎮ 图 ７
(ｂ)为终端时刻的空间 ０值比 Ｖ∗ｒ (Ｔ)ꎮ显然ꎬ当 ｂ 越大ꎬ０值比越大ꎬｒ∗的稀疏性越好ꎮ 图 ７(ｃ)为 ｂ 对 ｒ∗ａｖｅｒａｇｅ
的影响ꎮ 随着 ｂ 的增大ꎬｒ∗ａｖｅｒａｇｅ逐渐减小ꎬ表明加入稀疏控制手段能够有效的降低成本ꎮ 此外ꎬ当 ｂ 固定时ꎬ
ｒ∗ａｖｅｒａｇｅ随着 ａ 的增大而增大ꎬ这说明 Ｋ 越大ꎬ需要投入的成本就越高ꎮ

图 ７　 不同的定量指标随 ａ 的变化
Ｆｉｇ.７　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ａ

４　 结语

本文分析了一类带有交叉扩散的植被—水反应扩散模型ꎬ得到了图灵斑图产生的条件ꎬ并通过模拟展示

了 ４种不同类型的植被斑图ꎮ 给出了一个可以刻画斑图结构与植被生态系统稳健性之间关系的定量指标

Ｋꎮ 模拟结果显示ꎬＫ 越大ꎬ生态系统越稳健ꎮ 为了提高生态系统的稳健性ꎬ将人类活动作为控制函数通过

最优控制手段形成给定的目标斑图结构ꎮ 为此ꎬ给出了模型的稀疏最优控制问题的目标函数ꎬ通过数学分析

首先对状态方程的解进行了先验估计ꎬ进而得到了一阶必要最优性条件ꎬ最后运用数值分析得到了数值最

优解ꎮ
在干旱半干旱地区ꎬ由于其植被生物量稀少ꎬ因此需要通过植树造林的手段来防止该地区荒漠化的发

生ꎮ 但是ꎬ过度的植树造林并不利于生态系统的稳定[１８]ꎮ 所以ꎬ如何合理的利用资源来提高生态系统的稳

健性是主要思考的问题ꎮ 因为带状、间隙状等斑图结构对应的生态系统较为稳定ꎬ所以需要结合当地的实际

情形 (如气候条件)ꎬ选择合适的目标斑图结构ꎮ 具体来讲ꎬ对于半干旱地区ꎬ可将间隙状的结构作为目标斑

图ꎻ对于干旱地区ꎬ该地区较半干旱地区降水资源紧缺ꎬ可将带状结构作为目标斑图ꎮ 此外ꎬ对于如何选取 ｂ
可由当地的资金预算来决定ꎮ

目前ꎬ全球植被生态系统面临着很大的挑战ꎬ防止荒漠化的发生是当今人类的共同目标ꎮ 但是如何很好

地利用有限的资源来控制植被系统荒漠化的发生是当前亟需解决的问题ꎮ 为此ꎬ本文给出了基于稀疏最优

控制的方法ꎬ可以有效的解决这个问题ꎮ 稀疏性越好ꎬ意味着该地区生态系统需施加控制的区域越少ꎮ 因

此ꎬ本文为生态系统的荒漠化防治提供了相关的理论基础ꎮ
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