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摘要:构建变点分位数回归模型ꎬ该模型由 １ 条直线和 １ 条二次曲线在变点处相交而成ꎬ可以灵活处理变点数据ꎬ还能捕捉响

应变量分布的全貌ꎮ 由于变点参数的存在ꎬ使得模型的损失函数是非凸的ꎬ给估计参数带来了挑战ꎮ 为了解决这个问题ꎬ基
于线性化技术将损失函数线性化ꎬ利用迭代算法ꎬ同时得到变点参数和其他参数的估计ꎬ给出估计量的区间估计ꎮ 数值模拟

结果表明ꎬ本文的估计方法具有良好的相合性和有效性ꎬ人均国内生产总值与电力质量数据的实证分析也验证了所提模型和

方法的可行性和实用性ꎮ
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０　 引言

数据结构随着大数据时代的到来日益复杂ꎬ变点现象也在各个领域中广泛存在ꎮ 例如ꎬ在能源经济领域

中ꎬ在某个变点前后ꎬ人均国内生产总值随着电力质量的提高先缓慢增长而后迅速增长ꎻ在社会领域中ꎬ在某

个变点前后ꎬ月薪随着每周的工作时间的增加先缓慢提高而后迅速上涨ꎬ因此ꎬ选择正确的模型分析变点数

据是十分重要的ꎮ 学者常用均值回归的变点模型来研究这种非线性现象ꎮ 已有大量学者对分段线性回归模

型的变点检测和估计问题进行了研究ꎬ详见文献[１￣１１]等ꎮ
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　 　 基于均值回归的分段线性模型能够灵活处理非线性的变点数据ꎬ但是这类模型只考虑了回归函数在变

点前后都呈现线性关系的情况ꎬ而且对于一些实际数据ꎬ回归函数在变点前后分别呈现线性函数和二次函数

的关系ꎮ 为了进一步对这类数据进行建模ꎬＰａｓｔｏｒ 等[１２] 提出线性－二次逻辑斯谛回归模型及其估计方法ꎮ
Ｚｈａｎｇ 等[１３]在广义框架下更加全面地研究了线性－二次模型ꎬ以适用所有指数分布族的变点数据ꎮ 值得注意的

是ꎬＺｈａｎｇ 等[１３]研究的广义线性－二次回归模型只能得到 １ 条回归曲线ꎬ能提供响应变量的信息是有限的ꎬ不能

捕捉响应变量的所有信息ꎮ 在现实中ꎬ该模型既不能得到具有异方差、高尖峰、厚尾特点的金融数据的更多尾

部信息ꎬ又因均值回归通常需要随机误差的正态性假设而较大地限制实际数据ꎮ
对此ꎬ分位数回归模型作为替代模型ꎬ既能得到协变量对响应变量整体条件分布的影响ꎬ又能更加灵活

地处理异方差数据ꎬ还能使响应变量的非正态误差和异常值具有较强的稳健性ꎬ详见文献[１４]ꎮ 对此ꎬＬｉ
等[１５]提出了折线分位数回归模型ꎬ该模型研究了给定分位数水平时回归函数在变点前后都呈现线性关系的

情况ꎻ但是在文献[１３]中ꎬ对于一些实际数据ꎬ回归函数在变点前后分别呈现线性函数和二次函数的关系ꎬ
因此ꎬ本文提出了线性－二次分位数回归模型ꎬ该模型不仅可以灵活处理具有变点效应的数据ꎬ还可以全面

捕捉响应变量的条件分布ꎬ对异常值数据也有较强的稳健性ꎮ 由于模型中未知变点参数的存在导致了模型

的目标函数非凸ꎬ因此不能直接使用传统的优化方法得到模型的参数估计ꎮ
基于以上情形ꎬ本文的创新之处在于:
１) 提出了 １ 种线性化方法ꎬ既能解决目标函数非凸的问题ꎬ又能同时估计变点和其他参数ꎻ
２) 给出了参数的区间估计方法ꎮ

１　 线性－二次分位数回归模型

１.１　 广义线性－二次回归模型

Ｚｈａｎｇ 等[１３]提出了在广义框架下的线性－二次回归模型ꎮ 令 Ｘ 为解释变量ꎬＹ 为响应变量ꎬＺ 为 ｐ 维协

变量ꎮ 在给定解释变量 Ｘ 和协变量 Ｚ 的条件下ꎬＹ 的分布属于如下的指数分布族:
ｆＹ(Ｙ ｜ＸꎬＺ)＝ ｅｘｐ{[ηＹ－ｂ(η)] / ａ(ϕ)＋ｃ(Ｙꎬϕ)}ꎬ

其中: ａ(ϕ)为广义线性模型中用于构建概率密度函数的 １ 个组成部分ꎻｂ(η)为积累函数ꎻｃ(Ｙꎬϕ)为正则化

函数ꎮ 指数分布族假定 μ＝Ｅ(Ｙ ｜ＸꎬＺ)＝ ｂ(η)ꎬ广义线性模型是通过该假设将 Ｙ 的条件均值与 Ｚ 联系起来ꎬ
即

ｇ(μ)＝ η＝β１Ｘ＋βＴＺꎬ
其中ꎬｇ(μ)为自然连接函数ꎮ 数据的分布类型不同使得自然连接函数的表达式也不同ꎮ 例如ꎬ均值回归的

自然连接函数的表达式为 ｇ(μ)＝ μꎻ逻辑斯谛回归模型的自然连接函数的表达式为 ｇ(μ)＝ ｌｏｇ(μ / (１－μ))ꎮ
带有变点的广义线性－二次回归模型如下:

η＝β０＋β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２
＋＋γＴＺꎬ (１)

其中: θ＝(β０ꎬβ１ꎬβ２ꎬγＴꎬｔ) Ｔ 为模型中的未知参数ꎻｔ 为变点位置ꎻ(Ｘ－ｔ) ２
＋ ＝(Ｘ－ｔ) ２Ｉ(Ｘ>ｔ)ꎬＩ(􀅰)为示性函数ꎮ

当解释变量 Ｘ≤ｔ 时ꎬ(Ｘ－ｔ) ２
＋ ＝ ０ꎬ此时模型为 η＝β０＋β１Ｘ＋γＴＺꎻ当解释变量 Ｘ>ｔ 时ꎬ(Ｘ－ｔ) ２

＋ ＝ (Ｘ－ｔ) ２ꎬ此时模

型为 η＝β０＋β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２＋γＴＺꎮ
１.２　 线性－二次分位数回归模型

虽然模型(１)可以灵活处理具有线性－二次形式的数据ꎬ但是该模型只能得到 １ 条回归曲线ꎬ提供的响

应变量的信息有限ꎬ不能捕捉响应变量的所有信息ꎮ 对此ꎬ本文提出线性－二次分位数回归模型ꎮ 设 Ｙ 为响

应变量ꎬＸ 为解释变量ꎬＺ 为 ｐ 维协变量ꎬ构建的线性－二次分位数模型如下:
Ｖτ(Ｙ ｜ＸꎬＺ)＝ β０＋β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２

＋＋γＴＺꎬ (２)
其中: ｔ 为未知变点位置ꎻＶτ(Ｙ ｜ＸꎬＺ)为响应变量 Ｙ 关于解释变量 Ｘ 和协变量 Ｚ 的条件 τ 分位数ꎻ模型待估

参数为 θ＝(β０ꎬβ１ꎬβ２ꎬγＴꎬｔ) Ｔꎻ (Ｘ－ｔ) ２
＋ ＝(Ｘ－ｔ) ２Ｉ(Ｘ>ｔ)ꎬ Ｉ(􀅰)为示性函数ꎮ 当解释变量 Ｘ≤ｔ 时ꎬ(Ｘ－ｔ) ２

＋ ＝ ０ꎬ
此时模型为 Ｖτ(Ｙ ｜ＸꎬＺ)＝ β０＋β１Ｘ＋γＴＺꎻ当解释变量 Ｘ>ｔ 时ꎬ(Ｘ－ｔ) ２

＋ ＝ (Ｘ－ｔ) ２ꎬ此时模型为 Ｖτ(Ｙ ｜ ＸꎬＺ)＝ β０＋
β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２

＋＋γＴＺꎬ因此ꎬ模型(２)在变点 ｔ 之前为线性变化ꎬ在变点 ｔ 之后为二次关系ꎬ并且模型(２)可以

在任意分位数下对数据进行全面分析ꎬ在一定程度上弥补了模型(１)的不足ꎮ
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本文感兴趣的是对模型(２)进行参数估计ꎮ 假设有独立数据集{(ＹｉꎬＸ ｉꎬＺ ｉ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ参数 θ 的估

计可以通过式(３)得到

θ＝ ａｒｇｍｉｎ
θ

ρτ{Ｙｉ－β０－β１Ｘ ｉ－β２(Ｘ ｉ－ｔ) ２
＋－γＴＺ ｉ}ꎬ (３)

其中 ρτ(ｕ)＝ ｕ ｜ τ－Ｉ(ｕ<０) ｜为 τ 分位数的损失函数ꎮ 值得注意的是ꎬ由于变点的存在ꎬ损失函数(３)关于变点

参数 ｔ 非凸ꎬ因此不能直接应用传统的优化方法求解ꎮ 对此ꎬ本文提出一种新颖的线性化方法求解模型(２)
的参数估计ꎮ

目标函数(３)中的(Ｘ ｉ－ｔ) ２
＋关于变点 ｔ 连续ꎬ线性化方法就是在 ｔ(０) 处将 β２(Ｘ ｉ－ｔ) ２

＋进行一阶泰勒展开ꎬ
得到

β２(Ｘ ｉ－ｔ) ２
＋≈β２(Ｘ ｉ－ｔ(０)) ２

＋－２β２(Ｘ ｉ－ｔ(０)) ＋( ｔ－ｔ(０))ꎮ
为了方便表达ꎬ令 ｕ(０)

ｉ ＝(Ｘ ｉ－ｔ(０)) ２
＋ꎬ ｖ(０)

ｉ ＝ －２(Ｘ ｉ－ｔ(０)) ＋ꎬ β３ ＝β２( ｔ－ｔ(０))ꎮ 对于给定的 ｔ(０)ꎬ ｕｉ 和 ｖｉ 都可以看

作为新的协变量ꎬβ３ 为新的回归系数ꎮ 这样ꎬ参数 ζ＝(β０ꎬβ１ꎬβ２ꎬβ３ꎬγＴ) Ｔ 的估计可以通过式(４)得到

ζ^＝ ａｒｇｍｉｎ
θ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ{ｙｉ－β０－β１Ｘ ｉ－β２ｕ(０)

ｉ －β３ｖ(０)
ｉ －γＴＺ ｉ}ꎬ (４)

这是标准的线性分位数回归模型损失函数的极小化问题ꎬ可用现有的理论和方法快速得到参数 ζ 的估计 ζ^＝
( β^０ꎬβ^１ꎬβ^２ꎬβ^３ꎬγ^Ｔ) Ｔꎬ再由 β３ ＝β２( ｔ－ｔ(０) )得到变点的估计 ｔ^ ＝ ｔ(０) ＋β^３ / β^２ꎮ 重复上述过程ꎬ直到所有参数收敛ꎮ
现将迭代算法总结如下:

第 １ 步:设定变点初值 ｔ(０)ꎬ通过线性化方法ꎬ得到参数 ζ 的估计 ζ^(０)＝ ( β^(０)
０ ꎬβ^(０)

１ ꎬβ^(０)
２ ꎬβ^(０)

３ ꎬγ^(０)Ｔ) Ｔ 和变

点估计 ｔ^(１)＝ ｔ(０) ＋β^(１)
３ / β^(１)

２ ꎮ

第 ２ 步:对于第 ｋ 次迭代 ｔ^(ｋ)ꎬ可通过式(５)得到 ζ^(ｋ)

ζ^(ｋ)＝ ａｒｇｍｉｎ
θ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ{Ｙｉ－β０－β１Ｘ ｉ－β２ｕ(ｋ－１)

ｉ －β３ｖ(ｋ－１)
ｉ －γＴＺ ｉ}ꎬ (５)

其中ꎬｕ(ｋ－１)
ｉ ＝(Ｘ ｉ－ｔ(ｋ

－１)) ２
＋ꎻ ｖ(ｋ－１)

ｉ ＝ －２(Ｘ ｉ－ｔ(ｋ
－１)) ＋ꎮ

第 ３ 步:更新变点的估计ꎬ得到 ｔ^(ｋ＋１)＝ ｔ^(ｋ) ＋β^(ｋ＋１)
３ / β^(ｋ＋１)

２ ꎮ
第 ４ 步:重复第 ２、３ 步ꎬ直到所有的参数收敛ꎮ
通过上述步骤ꎬ最终得到模型(２)中参数 θ 的估计并记为 θ^ꎬ下面给出其区间估计ꎮ 注意到ꎬ参数 ζ 的渐

近性质可以直接从现有的标准线性分位数回归模型理论中获得ꎬ变点参数 ｔ 的标准误差可以根据 ｄｅｌｔａ 方法

得到

ＳＥ( ｔ^)＝ ＳＥ( β^３ / β^２)＝ Ｖａｒ( β^３)＋( β^３ / β^２) ２Ｖａｒ( β^２)－２( β^３ / β^２)Ｃｏｖ( β^２ꎬβ^３)[ ] １ / ２ / ｜ β^２ ｜ ꎮ

在实际中ꎬβ^３ 趋近于 ０ꎬ上式可近似为 ＳＥ( ｔ^)＝ ＳＥ( β^３) / ｜ β^２ ｜ ꎬ ｔ^ 的 １００(１－α)％置信区间估计为

ｔ^－ｚα / ２ＳＥ( ｔ^)ꎬｔ^＋ｚα / ２ＳＥ( ｔ^)[ ] ꎬ
其中 ｚα / ２为标准正态分布的(１－α / ２)分位数ꎮ

２　 数值模拟

为了评估线性－二次分位数模型的适用性和参数估计方法的有效性ꎬ本文进行了大量的数值模拟试验ꎬ
所有数值模拟试验均基于 Ｒ 语言完成ꎮ

现考虑如下 ２ 种模型形式:
１) 同方差情况:Ｙ＝β０＋β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２

＋＋υＷ＋ｅꎻ
２) 异方差情况:Ｙ＝β０＋β１Ｘ＋β２(Ｘ－ｔ) ２

＋＋υＷ＋(１＋０.３Ｗ)ｅꎮ
其中ꎬＸ 服从均匀分布 Ｕ(－４ꎬ２)ꎻＷ 服从二项分布 Ｂ(１ꎬ０.５)ꎻ误差项 ｅ 满足其 τ 分位数为 ０ꎬ即 ｅ＝ 􀭴ｅ－Ｑτ(􀭴ｅ)ꎬ
Ｑτ(􀭴ｅ)为 􀭴ｅ 的 τ 分位数ꎮ 对于上面 ２ 种模型ꎬ本文均考虑了以下 ３ 种误差项:(ⅰ) 􀭴ｅ ~ Ｎ(０ꎬ１)ꎻ (ⅱ) 􀭴ｅ ~
０.９Ｎ(０ꎬ１)＋０.１ｔ５ꎻ (ⅲ)􀭴ｅ~ ｔ５ꎬ其中 Ｎ(０ꎬ１)为标准正态分布ꎻｔ５ 为自由度为 ５ 的 ｔ 分布ꎮ 模型的回归参数设

置为(β０ꎬβ１ꎬβ２ꎬυ) Ｔ ＝(１ꎬ－１ꎬ２ꎬ１) Ｔꎬ变点参数设置为 ｔ＝ －１ꎮ 对于每种模拟情况ꎬ样本设置为 ４００ꎬ模拟次数

为 １ ０００ 次ꎮ
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为了节省空间ꎬ本文只展示分位数水平 τ＝ ０.１ꎬ０.３ꎬ０.５ꎬ０.７ꎬ０.９ 的情况ꎬ并计算了真实参数与估计值的

偏差( ｔｈｅ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｂｉａｓꎬ Ｂｉａｓ)、１ ０００ 次估计的标准误差( ｔｈｅ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｓｔａｎｄａｒｄ ｅｒｒｏｒꎬ ＳＤ)、１ ０００ 次估计的

标准差的平均值( ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｓｔａｎｄａｒｄ ｅｒｒｏｒꎬ ＥＳＥ)、１ ０００ 次均方误差( ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＳＥ)
和置信度为 ９５％下的置信区间覆盖率(９５％ ｃｏｖｅｒａｇｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙꎬ ＣＰ)ꎬ详见表 １—３ꎮ

从表 １—３ 中可以看出ꎬ３ 种分布的各个参数的 Ｂｉａｓ 基本接近 ０ꎬ说明本文估计量具有相合性ꎻ各参数的

ＳＤ 与 ＥＳＥ 值都很接近ꎬ说明本文估计方法的渐近正态性是有效的ꎻ在置信度为 ９５％时ꎬＣＰ 在 ９５％值的附近

上下波动ꎬ说明了本文估计量的有效性ꎮ
从误差分布类型上看ꎬ误差项来自标准正态分布的数值模拟结果最优ꎬ其次为混合分布ꎬ再次为 ｔ５ 分

布ꎬ说明这 ３ 种分布数据对应的估计精度依次递减ꎮ 在实际情况中ꎬ如果待估参数存在很大的噪声ꎬ那么该

参数的估计就可能存在比较大的干扰ꎬ导致模型不能很好地估计出参数的真实信息ꎮ
从是否为同方差的角度看ꎬ以分位数水平 τ＝ ０.９ 为例ꎬ在同方差情况下ꎬβ１ 的 Ｂｉａｓ 呈现为标准正态分布

最小ꎬ混合分布次之ꎬｔ５ 分布最大ꎻＳＤ 与 ＥＳＥ 的差值接近于 ０ꎻβ１ 的 ＭＳＥ 呈现为标准正态分布最小ꎬ混合分

布次之ꎬｔ５ 分布最大ꎻＣＰ 在 ０.９０ 到 ０.９５ 间波动ꎮ 在异方差情况下ꎬβ１ 的 Ｂｉａｓ 呈现为混合分布最小ꎬｔ５ 分布

次之ꎬ标准正态分布最大ꎻＳＤ 与 ＥＳＥ 的差值接近于 ０ꎻβ１ 的 ＭＳＥ 呈现为标准正态分布最小ꎬ混合分布次之ꎬ
ｔ５ 分布最大ꎻＣＰ 在 ０.９５ 附近上下波动ꎮ 相同分位数水平下的同方差的估计结果优于异方差ꎬ虽然不同分位

数的估计结果存在一定差异ꎬ但是整体规律相似ꎬ分析步骤相同ꎮ
综上所述ꎬ本文通过大量的数值模拟证实ꎬ线性－二次分位数回归模型无论在不同的误差分布类型角

度ꎬ还是在是否为同方差的角度ꎬ都可以准确估计不同分位数水平下的模型参数ꎬ并且估计结果与理论

相符ꎮ
表 １　 􀭴ｅ~Ｎ(０ꎬ１)的模拟结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ 􀭴ｅ~Ｎ(０ꎬ１)
分位数
水平 τ

各项
指标

同方差

β０ β１ β２ υ ｔ
异方差

β０ β１ β２ υ ｔ
Ｂｉａｓ ０.００６ ０.００６ －０.０１１ ０.００８ ０.０００ ０.０１０ ０.００４ －０.０１２ －０.００９ ０.００１
ＳＤ ０.３２１ ０.１２０ ０.１４４ ０.１７５ ０.１１７ ０.３５５ ０.１３９ ０.１６３ ０.２０１ ０.１３４

０.１ ＥＳＥ ０.３１９ ０.１２２ ０.１４１ ０.１６９ ０.１１６ ０.３６６ ０.１４２ ０.１６４ ０.１９７ ０.１３５
ＭＳＥ ０.１０３ ０.０１４ ０.０２１ ０.０３１ ０.０１４ ０.１２６ ０.０１９ ０.０２７ ０.０４０ ０.０１８
ＣＰ ０.９１７ ０.９２５ ０.９０５ ０.９１６ ０.９１２ ０.９３５ ０.９３３ ０.９３３ ０.９２８ ０.９４５
Ｂｉａｓ －０.００１ －０.００２ －０.００６ ０.０００ ０.０００ ０.０１０ ０.００４ －０.００４ －０.０１２ ０.００２
ＳＤ ０.２５４ ０.０９９ ０.１１２ ０.１３３ ０.０９４ ０.２７９ ０.１０８ ０.１２８ ０.１５３ ０.１０５

０.３ ＥＳＥ ０.２４７ ０.０９４ ０.１０９ ０.１３１ ０.０９０ ０.２８０ ０.１０９ ０.１２３ ０.１５３ ０.１０３
ＭＳＥ ０.０６５ ０.０１０ ０.０１３ ０.０１８ ０.００９ ０.０７８ ０.０１２ ０.０１６ ０.０２４ ０.０１１
ＣＰ ０.９２９ ０.９２７ ０.９３０ ０.９３８ ０.９２８ ０.９４３ ０.９４５ ０.９３４ ０.９４８ ０.９４４
Ｂｉａｓ －０.００９ －０.００３ －０.０１１ －０.００３ －０.００６ ０.００９ ０.００３ －０.００２ ０.００１ ０.００４
ＳＤ ０.２３９ ０.０８９ ０.１０７ ０.１２８ ０.０８６ ０.２６５ ０.１０２ ０.１２１ ０.１４６ ０.０９８

０.５ ＥＳＥ ０.２３６ ０.０９０ ０.１０５ ０.１２６ ０.０８６ ０.２６５ ０.１０２ ０.１１９ ０.１４５ ０.０９８
ＭＳＥ ０.０５７ ０.００８ ０.０１２ ０.０１６ ０.００７ ０.０７０ ０.０１０ ０.０１５ ０.０２１ ０.０１０
ＣＰ ０.９３８ ０.９２６ ０.９３６ ０.９４１ ０.９３３ ０.９４９ ０.９５６ ０.９４２ ０.９５６ ０.９５０
Ｂｉａｓ ０.０００ －０.００１ －０.００７ －０.００５ －０.００１ ０.００１ ０.００１ －０.００７ ０.００７ ０.０００
ＳＤ ０.２５６ ０.０９６ ０.１０８ ０.１３４ ０.０９０ ０.２７３ ０.１０５ ０.１３０ ０.１５３ ０.１０５

０.７ ＥＳＥ ０.２４９ ０.０９５ ０.１１０ ０.１３２ ０.０９１ ０.２７８ ０.１０７ ０.１２５ ０.１５３ ０.１０３
ＭＳＥ ０.０６５ ０.００９ ０.０１２ ０.０１８ ０.００８ ０.０７４ ０.０１１ ０.０１７ ０.０２４ ０.０１１
ＣＰ ０.９３１ ０.９２６ ０.９４２ ０.９４２ ０.９４０ ０.９４２ ０.９４６ ０.９３９ ０.９４２ ０.９４９
Ｂｉａｓ ０.０１０ ０.００３ －０.００２ ０.０１１ ０.００５ ０.０３３ ０.０１１ ０.００１ ０.００１ ０.０１０
ＳＤ ０.３１７ ０.１２１ ０.１４４ ０.１７０ ０.１１７ ０.３５３ ０.１３７ ０.１５９ ０.１９２ ０.１３０

０.９ ＥＳＥ ０.３１２ ０.１１９ ０.１３７ ０.１６５ ０.１１４ ０.３６４ ０.１４２ ０.１６１ ０.１９６ ０.１３４
ＭＳＥ ０.１００ ０.０１５ ０.０２１ ０.０２９ ０.０１４ ０.１２６ ０.０１９ ０.０２５ ０.０３７ ０.０１７
ＣＰ ０.９２３ ０.９１５ ０.９０１ ０.９１６ ０.９０６ ０.９４０ ０.９４５ ０.９３９ ０.９３９ ０.９４１
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表 ２　 􀭴ｅ~０.９Ｎ(０ꎬ１)＋０.１ｔ５ 的模拟结果
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ 􀭴ｅ~０.９Ｎ(０ꎬ１)＋０.１ｔ５

分位数
水平 τ

各项
指标

同方差
β０ β１ β２ υ ｔ

异方差
β０ β１ β２ υ ｔ

Ｂｉａｓ ０.００３ ０.００４ －０.００６ －０.００１ ０.００３ ０.０２９ ０.００９ －０.００３ －０.００４ ０.００７
ＳＤ ０.３３５ ０.１２７ ０.１４３ ０.１７８ ０.１２０ ０.３８１ ０.１４４ ０.１６７ ０.２０７ ０.１３８

０.１ ＥＳＥ ０.３２４ ０.１２３ ０.１４４ ０.１７２ ０.１１８ ０.３７６ ０.１４６ ０.１６７ ０.２０２ ０.１３９
ＭＳＥ ０.１１２ ０.０１６ ０.０２１ ０.０３２ ０.０１４ ０.１４６ ０.０２１ ０.０２８ ０.０４３ ０.０１９
ＣＰ ０.９１４ ０.９１０ ０.９１６ ０.９０７ ０.９１０ ０.９２９ ０.９４０ ０.９３４ ０.９３７ ０.９５０
Ｂｉａｓ ０.０１１ ０.００６ －０.００８ ０.００７ ０.００１ －０.０１４ －０.００３ －０.０１２ ０.００７ －０.００５
ＳＤ ０.２４８ ０.０９４ ０.１１４ ０.１３６ ０.０９１ ０.２６７ ０.１０４ ０.１２５ ０.１５４ ０.１０１

０.３ ＥＳＥ ０.２４８ ０.０９４ ０.１０９ ０.１３２ ０.０９０ ０.２８１ ０.１０９ ０.１２７ ０.１５５ ０.１０４
ＭＳＥ ０.０６２ ０.００９ ０.０１３ ０.０１８ ０.００８ ０.０７１ ０.０１１ ０.０１６ ０.０２４ ０.０１０
ＣＰ ０.９３３ ０.９４３ ０.９２５ ０.９３４ ０.９３９ ０.９５１ ０.９４５ ０.９４８ ０.９４９ ０.９５６
Ｂｉａｓ ０.０１４ ０.００５ －０.００５ －０.００４ ０.００２ ０.００９ ０.００３ －０.００７ －０.００３ ０.０００
ＳＤ ０.２４２ ０.０９３ ０.１０１ ０.１２５ ０.０８５ ０.２６５ ０.１０３ ０.１２３ ０.１４８ ０.０９９

０.５ ＥＳＥ ０.２３５ ０.０９０ ０.１０４ ０.１２５ ０.０８６ ０.２６６ ０.１０３ ０.１１９ ０.１４６ ０.０９８
ＭＳＥ ０.０５９ ０.００９ ０.０１０ ０.０１６ ０.００７ ０.０７０ ０.０１１ ０.０１５ ０.０２２ ０.０１０
ＣＰ ０.９４１ ０.９２５ ０.９５３ ０.９４５ ０.９５４ ０.９５５ ０.９５３ ０.９３６ ０.９４５ ０.９４８
Ｂｉａｓ ０.０２４ ０.００６ －０.００４ －０.００２ ０.００４ ０.０１２ ０.００６ －０.００２ ０.０１４ ０.００４
ＳＤ ０.２６６ ０.１００ ０.１１０ ０.１３８ ０.０９３ ０.２７５ ０.１０９ ０.１２４ ０.１５３ ０.１０３

０.７ ＥＳＥ ０.２４９ ０.０９５ ０.１１０ ０.１３２ ０.０９０ ０.２８０ ０.１０９ ０.１２６ ０.１５４ ０.１０４
ＭＳＥ ０.０７１ ０.０１０ ０.０１２ ０.０１９ ０.００９ ０.０７６ ０.０１２ ０.０１５ ０.０２４ ０.０１１
ＣＰ ０.９２７ ０.９３０ ０.９３８ ０.９３５ ０.９４４ ０.９４１ ０.９４２ ０.９３６ ０.９６０ ０.９４７
Ｂｉａｓ ０.０２３ ０.００６ －０.００１ －０.００１ ０.００７ ０.０１０ ０.００４ －０.０１１ ０.００７ ０.００１
ＳＤ ０.３３４ ０.１２８ ０.１４３ ０.１７４ ０.１２０ ０.３８５ ０.１５０ ０.１７１ ０.２０３ ０.１４０

０.９ ＥＳＥ ０.３２４ ０.１２３ ０.１４３ ０.１７１ ０.１１８ ０.３７０ ０.１４４ ０.１６６ ０.２０１ ０.１３７
ＭＳＥ ０.１１２ ０.０１６ ０.０２１ ０.０３０ ０.０１４ ０.１４８ ０.０２３ ０.０２９ ０.０４１ ０.０２０
ＣＰ ０.９０７ ０.９１０ ０.９２２ ０.９０５ ０.９１６ ０.９２４ ０.９２７ ０.９１９ ０.９３５ ０.９２１

表 ３　 􀭴ｅ~ ｔ５ 的模拟结果
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ 􀭴ｅ~ ｔ５

分位数
水平 τ

各项
指标

同方差
β０ β１ β２ υ ｔ

异方差
β０ β１ β２ υ ｔ

Ｂｉａｓ ０.０２５ ０.００８ －０.０１４ ０.０１２ ０.００３ ０.０１７ ０.００２ －０.０１９ －０.００７ ０.０００
ＳＤ ０.４３５ ０.１６６ ０.１９２ ０.２３０ ０.１５７ ０.４７９ ０.１８２ ０.２１７ ０.２７４ ０.１７４

０.１ ＥＳＥ ０.４２６ ０.１６２ ０.１８９ ０.２２５ ０.１５５ ０.５０４ ０.１９６ ０.２２９ ０.２７１ ０.１８８
ＭＳＥ ０.１９０ ０.０２８ ０.０３７ ０.０５３ ０.０２５ ０.２２９ ０.０３３ ０.０４７ ０.０７５ ０.０３０
ＣＰ ０.９１８ ０.９１３ ０.９１９ ０.９２６ ０.９１９ ０.９４４ ０.９４９ ０.９４３ ０.９３９ ０.９４７
Ｂｉａｓ ０.００５ ０.００１ －０.０１１ ０.００４ －０.００３ －０.００４ －０.００２ －０.００２ ０.００４ ０.００２
ＳＤ ０.２９０ ０.１０９ ０.１２６ ０.１４４ ０.１０５ ０.３１１ ０.１２２ ０.１３６ ０.１６７ ０.１１３

０.３ ＥＳＥ ０.２７４ ０.１０４ ０.１２１ ０.１４５ ０.０９９ ０.３０８ ０.１１９ ０.１３９ ０.１７０ ０.１１５
ＭＳＥ ０.０８４ ０.０１２ ０.０１６ ０.０２１ ０.０１１ ０.０９７ ０.０１５ ０.０１９ ０.０２８ ０.０１３
ＣＰ ０.９１７ ０.９３０ ０.９３４ ０.９４０ ０.９２８ ０.９５１ ０.９４０ ０.９４５ ０.９４６ ０.９４４
Ｂｉａｓ ０.００３ ０.００２ －０.００２ ０.００４ ０.００２ ０.００８ ０.００２ －０.００２ －０.００２ ０.００３
ＳＤ ０.２４６ ０.０９７ ０.１０９ ０.１３３ ０.０９０ ０.２７５ ０.１０８ ０.１２２ ０.１５６ ０.１０２

０.５ ＥＳＥ ０.２４８ ０.０９５ ０.１１０ ０.１３２ ０.０９１ ０.２８１ ０.１０９ ０.１２５ ０.１５５ ０.１０４
ＭＳＥ ０.０６０ ０.００９ ０.０１２ ０.０１８ ０.００８ ０.０７５ ０.０１２ ０.０１５ ０.０２４ ０.０１０
ＣＰ ０.９４０ ０.９３８ ０.９４１ ０.９３０ ０.９４２ ０.９５１ ０.９４６ ０.９５３ ０.９４５ ０.９４６
Ｂｉａｓ ０.００９ ０.００２ －０.００２ －０.００２ ０.００３ ０.００５ ０.００２ ０.００１ ０.００２ ０.００６
ＳＤ ０.２７０ ０.１０６ ０.１２２ ０.１４７ ０.１０１ ０.３０９ ０.１２０ ０.１３９ ０.１７１ ０.１１４

０.７ ＥＳＥ ０.２７３ ０.１０４ ０.１２０ ０.１４４ ０.０９９ ０.３１１ ０.１２１ ０.１３８ ０.１７０ ０.１１５
ＭＳＥ ０.０７３ ０.０１１ ０.０１５ ０.０２２ ０.０１０ ０.０９６ ０.０１４ ０.０１９ ０.０２９ ０.０１３
ＣＰ ０.９４４ ０.９２８ ０.９３８ ０.９３１ ０.９４０ ０.９３９ ０.９４９ ０.９４６ ０.９４７ ０.９５５
Ｂｉａｓ ０.０２４ ０.００７ －０.００９ ０.０１１ ０.００９ ０.０２１ ０.０１０ －０.０２０ －０.００９ ０.００３
ＳＤ ０.４４２ ０.１７０ ０.１９８ ０.２４９ ０.１６４ ０.５００ ０.１９７ ０.２２４ ０.２７０ ０.１８３

０.９ ＥＳＥ ０.４２６ ０.１６２ ０.１８７ ０.２２５ ０.１５４ ０.５０７ ０.１９９ ０.２３２ ０.２７６ ０.１８８
ＭＳＥ ０.１９６ ０.０２９ ０.０３９ ０.０６２ ０.０２７ ０.２５０ ０.０３９ ０.０５１ ０.０７３ ０.０３３
ＣＰ ０.９０８ ０.９０７ ０.９０２ ０.８９３ ０.９０６ ０.９４２ ０.９５１ ０.９３６ ０.９３８ ０.９４７



　 ７４　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

３　 实证分析

人均国内生产总值和电力质量数据来源于«２０１９ 年全球竞争力报告»①ꎬ其中ꎬ人均国内生产总值是了

解和把握一个国家或者地区经济发展情况的重要指标之一ꎬ也是评价该国或地区潜力和前景的有效指标ꎮ
电力是现代社会经济发展和人们生活不可或缺的基础设施之一ꎬ对工业生产、商业经济、医疗保健、创新技术

等领域发展有着不可替代的作用ꎮ 电力质量数据是电力输配损耗ꎬ即供电源与配电点之间的传输损耗ꎬ以及

分配给消费者的损耗(包括窃电损耗)ꎮ 在«２０１９ 年全球竞争力报告»中ꎬ为了允许不同性质和量级的指标

聚合ꎬ电力质量得分使用了最大－最小转换ꎮ 转换公式为

ｓ＝ ｖ－ｗ
ｆ－ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×１００ꎬ

其中:ｖ 为电力质量的原始值ꎻｗ 为最低可接受值ꎬ设定为 ４ꎻ ｆ 为可能出现的最佳结果ꎬ设定为 １００ꎮ 如果某

国的 ｖ 值低于 ｗ 值ꎬ则其得分为 ０ꎻ如果某国的 ｖ 值高于 ｆ 值ꎬ则其得分为 １００ꎮ 我国在 ２０１９ 年电力质量得分

为 ９９ꎮ 根据国家统计局显示ꎬ２０１９ 年我国电力用电总量为 ７４ ８６６.１ 亿 ｋＷ􀅰ｈꎬ同比增长 ４.７％ꎮ 随着人民生

活水平和国民经济的快速发展ꎬ保障生产生活用电可靠ꎬ对促进经济社会的发展极为重要ꎮ
目前ꎬ很多学者都进行了关于经济和电力的研究ꎮ Ｆｅｒｇｕｓｏｎ 等[１６]研究发现人均国内生产总值和电力使

用具有强相关性ꎬＷｏｌｄｅ￣Ｒｕｆａｅｌ[１７]研究发现电力质量对经济增长有着重要作用ꎮ 已有学者通过不同的变点

模型研究发现ꎬ人均国内生产总值和电力质量之间存在变点ꎬ在变点之前人均国内生产总值提高比较缓慢ꎬ
但在变点之后ꎬ人均国内生产总值迅速增加ꎬ详见文献[１８￣２０]等ꎮ 本文从«２０１９ 年全球竞争力报告»获取了

１４１ 个国家人均国内生产总值(美元)和电力质量数据ꎬ以此来探讨它们之间的复杂关系ꎮ
图 １ 展示了人均国内生产总值和电力质量数据的分布情况ꎮ 为了方便画图和表示ꎬ本文把人均国内生

产总值(美元)除以 １０ ０００ 表示ꎬ记为万美元ꎮ

图 １　 人均国内生产总值和电力质量的数据拟合结果
Ｆｉｇ.１　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｇｒｏｓｓ ｄｏｍｅｓｔｉｃ ｐｒｏｄｕｃｔ ｐｅｒ ｃａｐｉｔａ ａｎｄ ｐｏｗｅｒ ｑｕａｌｉｔｙ

　 　 从图 １ 中可以发现ꎬ人均国内生产总值和电力质量得分之间并不是简单的线性关系ꎬ数据中可能存在变

点ꎮ 电力质量得分在达到某个数值前ꎬ人均国内生产总值随着电力质量缓慢增长ꎬ而在这个数值之后ꎬ人均

国内生产总值迅速增加ꎮ 为了准确分析出它们之间的关系ꎬ本文构建的线性－二次分位数回归模型如下:
ｖτ(Ｙｉ ｜Ｘ ｉ)＝ β０＋β１Ｘ ｉ＋β２(Ｘ ｉ－ｔ) ２

＋ꎬ
其中:解释变量 Ｘ ｉ 为第 ｉ 个国家电力质量得分ꎻ响应变量 Ｙｉ 为第 ｉ 个国家的人均国内生产总值ꎻ模型回归系

数为 β０、β１ 和 β２ꎻｔ 为变点位置ꎻτ 为分位数水平ꎻｖτ(Ｙｉ ｜ Ｘ ｉ)为响应变量 Ｙｉ 关于解释变量 Ｘ ｉ 的第 τ 分位值ꎮ
运用 Ｒ 软件和第 ２ 章的参数求解理论计算得到模型回归参数ꎬ如表 ４ 所示ꎮ

① ｈｔｔｐｓ:∥ｃｎ.ｗｅｆｏｒｕｍ.ｏｒｇ / ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎｓ / ｇｌｏｂａｌ￣ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅｎｅｓｓ￣ｒｅｐｏｒｔ￣２０１９ /
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表 ４　 参数估计结果
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ

τ 各项指标 β０ β１ β２ ｔ
估计值 －５.１６６ ０.０７０ ０.１４１ ８９.６３０

０.１ 标准误差 ７.７９９ ０.０９３ ０.０１０ ０.７２９
９５％置信区间 [－２０.４５２ꎬ １０.１１９] [－０.１１２ꎬ ０.２５３] [０.１２２ꎬ ０.１６０] [８８.２０１ꎬ ９１.０６０]
估计值 －１３.３２６ ０.１７４ ０.２３６ ８９.３５７

０.３ 标准误差 １２.３３０ ０.１４７ ０.０１６ ０.６８９
９５％置信区间 [－３７.４９１ꎬ １０.８４０] [－０.１１４ꎬ ０.４６３] [０.２０６ꎬ ０.２６７] [８８.００５ꎬ ９０.７０８]
估计值 －１７.５０４ ０.２２８ ０.３１９ ８８.８７９

０.５ 标准误差 １３.５３２ ０.１６２ ０.０１７ ０.５６０
９５％置信区间 [－４４.０２７ꎬ ９.０１９] [－０.０８８ꎬ ０.５４５] [０.２８６ꎬ ０.３５３] [８７.７８２ꎬ ８９.９７５]
估计值 －２０.８３２ ０.２７３ ０.３３２ ８７.６１５

０.７ 标准误差 １０.５１７ ０.１２６ ０.０１３ ０.４１８
９５％置信区间 [－４１.４４４ꎬ －０.２２０] [０.０２７ꎬ ０.５１９] [０.３０６ꎬ ０.３５８] [８６.７９６ꎬ ８８.４３４]
估计值 －７３.７５９ ０.９５７ ０.６３１ ８８.９８４

０.９ 标准误差 ６２.３５１ ０.７４４ ０.０７９ １.３０４
９５％置信区间 [－１９５.９６４ꎬ ４８.４４７] [－０.５０２ꎬ ２.４１６] [０.４７７ꎬ ０.７８５] [８６.４２７ꎬ ９１.５４０]

　 　 表 ４ 展现了模型参数的估计值、标准误差和 ９５％置信区间ꎮ 从整体上看ꎬ人均国内生产总值和电力质

量得分之间的变点出现在 ８７~９０ꎮ 当电力质量得分小于变点时ꎬ人均国内生产总值随电力质量得分的增加

缓慢提高ꎻ当电力质量得分超过变点时ꎬ人均国内生产总值随电力质量得分的增加迅速提高ꎬ呈现二次关系ꎬ
说明电力质量对人均国内生产总值有重要影响ꎮ 从表 ４ 可知ꎬ不同分位数水平下的变点不同ꎮ 虽然变点位

置有所波动且波动幅度不一ꎻ但还是提供了科学依据ꎬ因此不用盲目地寻找变点ꎬ可以重点关注这 ５ 个分位

数水平下的变点位置ꎬ为制定政策提供了先行准备条件ꎮ
以分位数 τ＝ ０.５ 为例ꎬ当电力质量得分低于 ８８.８７９ 时ꎬ人均国内生产总值和电力质量的关系为 Ｙｉ ＝

－１７.５０４＋０.２２８Ｘ ｉꎬ此时电力质量得分每提升 １ 个单位ꎬ人均国内生产总值增加 ２２８ 美元ꎻ当电力质量得分高

于 ８８.８７９ 时ꎬ人均国内生产总值和电力质量得分的关系为 Ｙｉ ＝ －１７.５０４＋０.２２８Ｘ ｉ＋０.３１９(Ｘ ｉ－８８.８７９) ２ꎬ此时

电力质量对人均国内生产总值的促进作用更为明显ꎮ 同理ꎬ其他分位数水平也有类似的结论ꎮ 在每个分位

数水平下ꎬ电力质量和人均国内生产总值都呈正相关ꎬ因此国家和政府应该充分认识到电力质量与经济的关

系并采取积极的措施提高电力质量ꎬ以实现人均国内生产总值的提高ꎮ
从经济发展水平分析ꎬ人均国内生产总值较低的国家或者地区ꎬ即 ０.１ 分位数水平的国家或者地区ꎬ当

电力质量得分低于 ８９.６３０ 时ꎬ提高电力质量对人均国内生产总值的提高作用较小ꎻ当电力质量得分高于 ８９.
６３０ 时ꎬ电力质量水平的提高对人均国内生产总值的提高作用明显增强ꎮ 对于经济发展水平较高的国家或

者地区ꎬ即 ０.９ 分位数水平的国家或者地区ꎬ当电力质量得分低于 ８８.９８４ 时ꎬ电力质量水平对人均国内生产

总值提高的促进作用明显大于低分位数水平的国家或者地区ꎻ当电力质量得分高于 ８８.９８４ 时ꎬ电力质量水

平的提高可以极大程度地提高人均国内生产总值ꎮ

４　 结论

为了灵活处理线性－二次的数据且为弥补以往模型的不足ꎬ本文构建线性－二次分位数回归模型ꎮ 由于

损失函数非凸ꎬ给参数估计带来了困难ꎬ因此ꎬ本文提出 １ 种简单的线性化技巧ꎬ将线性－二次分位数回归模

型近似转化为标准线性分位数回归模型ꎬ计算模型中的回归系数和变点参数的估计ꎬ并且基于标准线性分位

数回归模型的理论和 ｄｅｌｔａ 方法给出参数的区间估计ꎮ 数值模拟结果表明ꎬ本文的估计方法具有良好的有效

性和稳健性ꎮ 人均国内生产总值与电力质量数据的实证分析也验证了所提模型和方法的可行性和实用性ꎮ
本文提出的线性－二次分位数回归模型在一定程度上丰富了现有变点模型ꎬ为研究数据呈现线性－二次

分布的情况提供了新思路以及研究方法ꎻ但是模型系数以及变点的估计是建立在变点存在的基础上ꎬ而在实

际应用中变点是否存在是未知的ꎬ因此ꎬ后续将扩展研究变点检测问题ꎮ
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