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一类非对称非局部扩散系统双稳行波解的稳定性

李丝雨ꎬ杨赟瑞∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:考虑一类非对称非局部扩散系统的双稳行波解的稳定性ꎮ 在双稳行波解存在的基础上ꎬ 借助上下解方法结合单调半流

的收敛性结果得到双稳行波解的全局稳定性ꎬ并通过分析技术建立双稳行波解的唯一性ꎮ
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０　 引言

反应扩散方程[１]常用来描述生物学和物理学等学科领域中发生的扩散和反应过程[２￣４]ꎮ 而行波解作为

反应扩散方程的一类稳态解ꎬ具有空间平移不变性ꎬ可以模拟自然界的许多传播现象ꎬ例如疾病的传播、种群

的增长等ꎬ因此ꎬ反应扩散方程的行波解研究引起了学者们的关注ꎬ并取得了一些有意义的研究结果[５￣７]ꎮ
例如ꎬＨｓｕ 等[２]研究了 Ｌａｐｌａｃｅ 扩散传染病系统
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单稳行波解的存在性、单调性、唯一性和渐近行为ꎮ 此后ꎬＹｕ 等[５]将其研究结果推广到离散情形ꎬＸｕ 等[６]

研究了传染病系统(１)中当 ｄ２ ＝ ０ꎬ ｈ(ｕ２)＝ ａ１２ｕ２ 时ꎬ相应双稳行波解的存在性、唯一性和全局稳定性ꎮ 但

是ꎬ上述工作考虑的都是单调系统ꎮ ２００９年ꎬ吴事良[７]利用新的区间单调条件并借助上下解方法结合单调
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半流的收敛性结果建立了非单调系统:
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并研究双稳行波解的唯一性和全局渐近稳定性ꎬ并将此结果分别应用到传染病模型
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和竞争模型
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另外ꎬ与常用来刻画相对稠密条件下的 Ｌａｐｌａｃｅ 扩散 (局部扩散) 相比ꎬ个体的扩散和运动还会受位置、

周围地区乃至整个区域的影响ꎬ这就是非局部扩散ꎬ用积分项 Ｊ∗ｕ－ｕ ＝ ∫
Ｒ
Ｊ(ｘ－ｙ)ｕ(ｙꎬｔ)ｄｙ－ｕ(ｘꎬｔ)来表示ꎬ

其中ꎬＪ 是关于空间的概率密度函数 (核函数)ꎬＪ(ｘ－ｙ)表示个体从空间位置 ｙ 点到 ｘ 点的概率密度ꎮ 当核

函数 Ｊ 具有对称性 (Ｊ 是偶函数:Ｊ(ｘ)＝ Ｊ(－ｘ))时ꎬ非局部扩散是 Ｌａｐｌａｃｅ 扩散的自然逼近ꎮ 基于 Ｂａｔｅｓ 等[４]

和 Ｃｏｖｉｌｌｅ 等[８￣９]对非局部扩散标量方程行波解的研究ꎬ越来越多学者对非局部扩散系统行波解进行研

究[１０￣１３]ꎮ 李孝武等[１０]借助加权能量法结合连续性方法考虑了对称非局部扩散的时滞 ＳＶＩＲ 模型单稳行波

解的指数稳定性ꎮ Ｚｈａｎｇ 等[１１]借助单调半流理论和动力系统方法建立了对称非局部扩散的两物种 Ｌ￣Ｖ 强

竞争系统双稳行波解的存在性和全局稳定性ꎮ ２０２２ 年ꎬ郝玉财[１２]利用强比较原理结合挤压技术[１３]得到了

对称非局部扩散系统
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双稳波前解的稳定性ꎮ 此类工作还可参见文献[１４￣１６]ꎮ
现实中ꎬ由于受到温度和食物等外部环境的影响ꎬ物种的扩散及运动具有方向的选择性ꎬ例如ꎬ捕食者会

优先选择食饵密度高的方向移动ꎬ菠菜的生长依赖于光照的时间及强度等ꎬ即 Ｊ(􀅰)可以非对称ꎬ也就是不必

满足偶性ꎮ 因此ꎬ利用非对称核函数刻画疾病的传播更符合客观实际[１７￣１８]ꎮ ２００７ 年ꎬＣｏｖｉｌｌｅ[１７]首次考察了

非线性项分别为双稳型和点火型时的一类非对称非局部扩散标量方程行波解的存在性ꎮ 此后ꎬＣｏｖｉｌｌｅ 等[１８]

还建立了非线性项为单稳型时相应标量方程行波解的存在性和指数渐近行为ꎮ 至此ꎬ基于Ｃｏｖｉｌｌｅ等[１７￣１８]的

工作ꎬ非对称非局部扩散方程行波解的研究逐步发展起来[１９￣２１]ꎮ 例如ꎬＬｉ 等[１９]研究了系统(５)非对称情形

下单稳行波解的(不)存在性、渐近行为和唯一性ꎮ ２０２２年ꎬＨｕ 等[２０]继续研究了系统(５)双稳行波解的存在

性和渐近行为ꎮ 同年ꎬ杨璐[２１]还将 Ｌｉ 等[１９]的工作推广到时滞非对称非局部扩散传染病系统ꎮ 而上述涉及

的非对称非局部扩散方程的研究工作大多是对单稳行波解和对标量方程或无时滞系统双稳行波解存在性的

研究ꎬ目前对非对称非局部扩散系统双稳行波解稳定性的研究结果还不多见ꎮ
基于此ꎬ本文借助上、下解方法ꎬ并结合单调半流收敛性结果研究相应于系统(２)的非局部扩散情形ꎬ即
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当扩散项非对称时、系统(６)双稳行波解的全局稳定性和唯一性ꎬ其中ꎬｄｉ>０( ｉ＝ １ꎬ２)是扩散系数ꎬｈ１ 和 ｈ２ 分
别表示由感染者和细菌相互作用引起的细菌和感染者的净增长率ꎮ 注意到非局部扩散项和更一般的非线性

反应项的出现ꎬ使得验证系统(６)产生的解半流满足单调半流的收敛性结果变得相对复杂ꎬ需要更为细致的

分析技术ꎮ 特别地ꎬ当 ｄ１ ＝ｄ２ ＝ １ꎬ ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)＝ －μ１ｕ１＋ｈ(ｕ２)ꎬ ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)＝ －μ２ｕ２＋ｇ(ｕ１)时ꎬ式(６)可退化为式

(５)ꎮ 因此ꎬ本文将模型(２)—(４)双稳行波解的研究结果推广到非局部扩散情形ꎬ并补充完善对非对称非

局部扩散系统双稳行波解稳定性的研究ꎮ

１　 预备知识

首先ꎬ给出本文的工作空间和所需的记号ꎮ
对任意的 ａ:＝(ａ１ꎬａ２)∈Ｒ２和 ｂ:＝ (ｂ１ꎬｂ２)∈Ｒ２ꎬ 若 ａｉ≤ｂｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬ则 ａ≤ｂꎻ 若 ａ≤ｂ 但 ａ≠ｂꎬ则称

ａ<ｂꎻ 若 ａｉ<ｂｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ则称 ａ≪ｂꎮ 记Ａ１:＝Ｍ 和Ａ２:＝Ｘꎬ其中 Ｍ 表示从 Ｒ 到 Ｒ２ 的所有单调非减函数组

成的集合ꎬＸ＝ΒＵＣ(ＲꎬＲ２)是从 Ｒ 到 Ｒ２ 的有界且一致连续函数全体构成的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 文中用到的‖􀅰‖
为 Ｒ２ 中的欧几里得范数ꎮ

对任意的 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ 记 Ａ ＋
ｉ ＝{(ϕ１ꎬϕ２)∈Ａ ｉ:ϕｊ(ｘ)≥０ꎬ∀ｘ∈Ｒꎬ ｊ ＝ １ꎬ２}ꎮ 易知ꎬ Ａ＋

ｉ 是 Ａ ｉ 中的锥ꎮ 对

任意的 ｕ＝ (ｕ１ꎬｕ２)ꎬ ｖ＝(ｖ１ꎬｖ２)∈Ａ ｉꎬ 若 ｕ－ｖ∈Ａ ＋
ｉ ꎬ则称 ｕ≥ｖꎻ 若 ｕ≥ｖ 但 ｕ≠ｖꎬ则称 ｕ>ｖꎻ 若ｕ－ｖ∈

ｉｎｔ(Ａ＋
ｉ )ꎬ则称 ｕ≫ｖꎮ 对任意的 ｒ１ꎬｒ２∈Ａ ｉ且 ｒ１<ｒ２ꎬ定义 Ａ ｉ [ｒ１ꎬｒ２]:＝ {ｕ∈Ａ ｉ: ｒ１≤ｕ≤ｒ２}并给 Ａ ｉ 赋以紧开

拓扑ꎮ
其次ꎬ给出本文所需的假设条件:

(Ａ１) 对任意的 ｚ∈Ｒꎬ Ｊｉ∈Ｃ１ (Ｒ)具有紧支集且 Ｊｉ( ｚ) > ０ꎬ ∫
Ｒ
Ｊｉ ( ｚ) ｄｚ ＝ １ꎻ并对任意的 μ∈Ｒꎬ有

∫
Ｒ
Ｊｉ(ｚ)ｅ

－μｚｄｚ≥ １ꎮ

(Ａ２) 对任意的(ｈ１ꎬｈ２)∈Ｃ２(Ｒ２＋ꎬＲ２)ꎬ存在Ｋ０:＝ (０ꎬ０)ꎬ Ｋ１:＝ (ｋ１ꎬｋ２)和Ｋ２:＝ (ｋ∗１ ꎬｋ∗２ )使得 ｈｉ(Ｋ０)＝
ｈｉ(Ｋ１)＝ ｈｉ(Ｋ２)＝ ０( ｉ＝ １ꎬ２)ꎻ此外ꎬｈｉ( ｉ＝ １ꎬ２)在 Ｋ０ 和 Ｋ２ 之间仅有一个平衡点ꎬ而在 Ｋ０ 和 Ｋ２ 之外没有平衡

点ꎬ其中 Ｋ１≫Ｋ０:＝(０ꎬ０)和 Ｋ２≫Ｋ０:＝(０ꎬ０)ꎮ
(Ａ３) 对 １≤ｉ≠ｊ≤２和(ｕ１ꎬｕ２)∈[０ꎬｋ∗１ ] ×[０ꎬｋ∗２ ]ꎬ有∂ｉｈｉ(０ꎬ０) <０ꎬ ∂ｉｈｉ(ｋ１ꎬ ｋ２) <０ꎬ ∂ｉｈｉ(ｋ∗１ ꎬ ｋ∗２ ) <０

和∂ｉｈｊ( ｕ１ꎬ ｕ２ ) ≥０ꎻ此外ꎬ ∂１ｈ１ ( ０ꎬ ０) ∂２ｈ２ ( ０ꎬ ０) > ∂２ｈ１ ( ０ꎬ ０) ∂１ｈ２ ( ０ꎬ ０)ꎬ ∂１ｈ１ ( ｋ１ꎬ ｋ２ ) ∂２ｈ２ ( ｋ１ꎬ ｋ２ ) <
∂２ｈ１(ｋ１ꎬｋ２)∂１ｈ２(ｋ１ꎬｋ２)ꎬ ∂１ｈ１(ｋ∗１ ꎬｋ∗２ )∂２ｈ２(ｋ∗１ ꎬ ｋ∗２ )>∂２ｈ１(ｋ∗１ ꎬｋ∗２ )∂１ｈ２(ｋ∗１ ꎬｋ∗２ )ꎮ

(Ａ４) 当(ｕ１ꎬｕ２)∈[０ꎬｋ１] ×[０ꎬｋ２]时ꎬ有 ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)≥∂１ｈ１( ｋ１ꎬｋ２) ( ｕ１ －ｋ１) ＋∂２ｈ１( ｋ１ꎬｋ２) ( ｕ２ －ｋ２)和
ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)≥∂１ｈ２(ｋ１ꎬｋ２)(ｕ１－ｋ１)＋∂２ｈ２(ｋ１ꎬｋ２)(ｕ２－ｋ２)ꎻ

当(ｕ１ꎬｕ２)∈[ ｋ１ꎬｋ∗１ ] ×[ ｋ２ꎬｋ∗２ ]时ꎬ有 ｈ１( ｕ１ꎬｕ２)≤∂１ｈ１( ｋ１ꎬｋ２) ( ｕ１ － ｋ１) ＋∂２ｈ１( ｋ１ꎬｋ２ ) ( ｕ２ － ｋ２ )和
ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)≤∂１ｈ２(ｋ１ꎬｋ２)(ｕ１－ｋ１)＋∂２ｈ２(ｋ１ꎬｋ２)(ｕ２－ｋ２)ꎮ

(Ａ５) 对 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ有 ｄｉ>２
~Ｎ ꎬ其中

~Ｎ ＝ ｍａｘ
(ｕ１ꎬｕ２)∈[０ꎬｋ∗１ ]×[０ꎬｋ∗２ ]

{ ｜ ∂１ｈ１(ｕ１ꎬｕ２) ｜ ꎬ ｜ ∂２ｈ１(ｕ１ꎬｕ２) ｜ ꎬ ｜ ∂１ｈ２(ｕ１ꎬｕ２) ｜ ꎬ ｜ (∂２ｈ２(ｕ１ꎬｕ２) ｜ }ꎮ

条件(Ａ１)表明 Ｊｉ( ｉ＝ １ꎬ２)可以非对称ꎬ也就是不必满足偶性ꎻ (Ａ２)和(Ａ３)说明系统(６)是单调的双稳

系统ꎬ其中 Ｋ０ 和 Ｋ２ 是系统(６)的稳定平衡点ꎬＫ１ 是系统(６)的不稳定平衡点ꎻ(Ａ２)—(Ａ４)保证了当系统

(６)分别限制在区间[Ｋ０ꎬＫ１]和[Ｋ１ꎬＫ２]上时式(６)可以看作两个单稳子系统ꎬ且这两个单稳子系统存在行

波解ꎻ (Ａ５)是证明式(６)双稳行波解的稳定性时所需的技术性条件ꎮ

２　 双稳行波解

２.１　 解的适定性

首先ꎬ研究初值问题
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∂ｕ１(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝ｄ１(Ｊ１∗ｕ１(ｘꎬｔ)－ｕ１(ｘꎬｔ))＋ｈ１(ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬｕ２(ｘꎬｔ))ꎬ

∂ｕ２(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝ｄ２(Ｊ２∗ｕ２(ｘꎬｔ)－ｕ２(ｘꎬｔ))＋ｈ２(ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬｕ２(ｘꎬｔ))ꎬ

(ｕ１(ｘꎬ０)ꎬｕ２(ｘꎬ０))＝ (ϕ１(ｘ)ꎬϕ２(ｘ))

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(７)

解的存在唯一性ꎬ其中(ｘꎬｔ)∈Ｒ×[０ꎬ＋∞ )ꎮ
记(Ｐ１( ｔ)ꎬＰ２( ｔ))为非局部扩散系统

∂ｕ１(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝ Ｊ１∗ｕ１(ｘꎬｔ)－ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬ　 　 　 ｘ∈Ｒꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｕ２(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝ Ｊ２∗ｕ２(ｘꎬｔ)－ｕ２(ｘꎬｔ)ꎬ　 　 　 ｘ∈Ｒꎬ ｔ>０ꎬ

(ｕ１(ｘꎬ０)ꎬｕ２(ｘꎬ０))＝ (φ１(ｘ)ꎬφ２(ｘ))ꎬ　 ｘ∈Ｒꎬ ｔ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(８)

的解半群ꎮ 由文献[２２]可知ꎬ对任意的 ｍ≥１和 ｉ＝ １ꎬ２ꎬＰ ｉ( ｔ)可以写为

Ｐ ｉ( ｔ)[φｉ](ｘ)＝ ｅ
－ｔ∑
∞

ｍ ＝ ０

ｔｍ

ｍ!
ａｍ(φｉ)(ｘ)ꎬ (９)

其中ꎬ ａ０(φｉ)＝ φｉꎬ ａｍ(φｉ)＝ Ｊｉ∗ａｍ－１(φｉ)ꎮ
令 ｗ＝(ｕ１ꎬｕ２) Ｔꎬ Ｈ(ｗ)＝ (ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)ꎬｈ２(ｕ１ꎬｕ２)) Ｔ 和 Ｐ( ｔ)＝ ｄｉａｇ(Ｐ１(ｄ１ ｔ)ꎬＰ２(ｄ２ ｔ))ꎬ利用常数变易

法[２３]可知ꎬ系统(７)等价为

ｗ(ｘꎬｔ)＝ Ｐ( ｔ)[ｗ(􀅰ꎬ ０)](ｘ)＋ ∫ ｔ
０
Ｐ( ｔ－ｓ)Ｈ(ｗ(􀅰ꎬ ｓ))(ｘ)ｄｓꎬ　 ∀ｘ∈Ｒꎬ ｔ≥０ꎮ (１０)

若 ｗ(ｘꎬ ｔ)满足(１０)ꎬ 则称 ｗ(ｘꎬｔ)是系统(６)的一个适度解ꎮ 由文献[２２￣２３]易证:
∂[Ｐ ｉ(ｄｉ ｔ)ｗｉ０](ｘ)

∂ｔ
＝ －ｄｉ[Ｐ ｉ(ｄｉ ｔ)ｗｉ０](ｘ)＋ｄｉ ∫

Ｒ
Ｊｉ(ｙ)[Ｐ ｉ(ｄｉ ｔ)ｗｉ０](ｘ－ｙ)ｄｙꎬ

其中 ｗ(􀅰ꎬ０)＝ (ｗ１０ꎬｗ２０)＝ (ϕ１ꎬϕ２)∈Ａ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ从而式(１０) 的右边关于 ｔ 可微ꎬ所以适度解 ｗ(ｘꎬｔ)也是

系统(７)的古典解ꎮ
下面给出系统(１０)上、下解的定义ꎮ
定义 １　 函数 ｗ∈Ｃ([０ꎬＴ)ꎬ Ａ ｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ ０<Ｔ≤＋∞ꎬ若对任意的 ｘ∈Ｒꎬ ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬｗ 满足

ｗ(ｘꎬｔ)≥(≤)Ｐ( ｔ)[ｗ(􀅰ꎬ０)](ｘ)＋ ∫ｔ
０
Ｐ( ｔ－ｓ)Ｈ(ｗ(􀅰ꎬｓ))(ｘ)ｄｓꎬ (１１)

则称 ｗ(ｘꎬｔ)为系统(１０) 的上解 (下解)ꎮ
定义 ２　 若对任意的 ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ光滑函数(ｕ１ꎬｕ２)∈Ｃ([０ꎬＴ)ꎬＡ ｉ) ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬ且对任意的 ｘ∈Ｒ 和 ｔ∈

[０ꎬＴ)ꎬ有
∂ｕ１(ｘꎬｔ)
∂ｔ

≥(≤)ｄ１(Ｊ１∗ｕ１(ｘꎬｔ)－ｕ１(ｘꎬｔ))＋ｈ１(ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬｕ２(ｘꎬｔ))ꎬ

∂ｕ２(ｘꎬｔ)
∂ｔ

≥(≤)ｄ２(Ｊ２∗ｕ２(ｘꎬｔ)－ｕ２(ｘꎬｔ))＋ｈ２(ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬｕ２(ｘꎬｔ))ꎬ

(ｕ１(ｘꎬ０)ꎬｕ２(ｘꎬ０))≥(≤)(ϕ１(ｘ)ꎬϕ２(ｘ))ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１２)

则称(ｕ１(ｘꎬｔ)ꎬｕ２(ｘꎬｔ))为系统(７)的上解(下解)并满足系统 (１１)ꎬ其中 Ｔ>０ꎮ
引理 １　 (初值问题解的存在唯一性)　 若(Ａ１)—(Ａ３)成立ꎬ则对任意的(ϕ１ꎬϕ２)∈Ａ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)ꎬ系统

(７)有唯一的适度解(ｕ１ꎬｕ２)∈Ｃ(Ｒ＋ꎬＡ ｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎮ
证明　 证明过程类似文献[１１]ꎬ故此省略ꎮ

２.２　 双稳行波解的稳定性

本节主要研究系统(６)非减双稳行波解的稳定性ꎮ
系统(６)连接 Ｋ０ 和 Ｋ２ 的行波解是指形如 Φ(ｘ－ｃｔ)＝ (Ｕ１(ｘ－ｃｔ)ꎬＵ２(ｘ－ｃｔ))ꎬ且满足
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－ｃＵ′１(ξ)＝ ｄ１(Ｊ１∗Ｕ１(ξ)－Ｕ１(ξ))＋ｈ１(Ｕ１(ξ)ꎬＵ２(ξ))ꎬ
－ｃＵ′２(ξ)＝ ｄ２(Ｊ２∗Ｕ２(ξ)－Ｕ２(ξ))＋ｈ２(Ｕ１(ξ)ꎬＵ２(ξ))

{ (１３)

及渐近边界条件

ｌｉｍ
ξ→－∞
(Ｕ１(ξ)ꎬＵ２(ξ))＝ Ｋ０ꎬ　 ｌｉｍ

ξ→＋∞
(Ｕ１(ξ)ꎬＵ２(ξ))＝ Ｋ２

的解ꎬ其中 ξ＝ ｘ－ｃｔꎬ ｃ∈Ｒ 为波速ꎮ

令集合 Ｋ:＝{Ｋ０ꎬＫ１ꎬＫ２}ꎬ Γ ｔ 是式(６)关于时间 ｔ 的映射ꎬ即 Γ ｔ ＝(Γ (１)
ｔ ꎬΓ (２)

ｔ ):Ｍ[Ｋ０ꎬＫ２]→Ｍ[Ｋ０ꎬＫ２]ꎬ
其中

(Γ (１)ｔ ꎬ Γ (２)ｔ )[ϕ](ｘ)＝ (ｕ１(ｘꎬｔꎻϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎻϕ))ꎬ　 ｘ∈Ｒꎬ ｔ≥０ꎮ (１４)
显然ꎬ Γ ｔ{ } ｔ≥０是 Ｍ[Ｋ０ꎬ Ｋ２]上的一个半流ꎮ

研究系统(６)双稳行波解的稳定性时ꎬ先要建立系统(６)双稳行波解 (非减波和非增波) 的存在性ꎮ 由

于利用弱紧单调半流理论建立系统(６)非减波的存在性是平凡的ꎬ故此仅给出双稳波的存在性结论ꎬ省略其

证明过程ꎮ
定理 １ (非减波的存在性)　 若(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎬ则存在 ｃ∈Ｒꎬ使得系统(６)存在一个连接 Ｋ０ 和 Ｋ２ 的

非减行波解 Φ(ｘ－ｃｔ):＝(Ｕ１(ｘ－ｃｔ)ꎬＵ２(ｘ－ｃｔ))ꎮ 进一步ꎬ得到的双稳行波解 Φ(ｘ－ｃｔ)也是系统(７)的古典解

并且是严格增的ꎮ
同理ꎬ还可以建立系统(６)非增波的存在性ꎮ

系统(６)连接 Ｋ２ 和 Ｋ０ 的行波解是指形如
~Φ(ｘ－􀭴ｃｔ)＝ ( ~Ｕ１(ｘ－􀭴ｃｔ)ꎬ

~Ｕ２(ｘ－􀭴ｃｔ))ꎬ且满足

－􀭴ｃ ~Ｕ ′１(ξ)＝ ｄ１(Ｊ１∗
~Ｕ１(ξ)－

~Ｕ１(ξ))＋ｈ１(
~Ｕ１(ξ)ꎬ

~Ｕ２(ξ))ꎬ

－􀭴ｃ ~Ｕ ′２(ξ)＝ ｄ２(Ｊ２∗
~Ｕ２(ξ)－

~Ｕ２(ξ))＋ｈ２(
~Ｕ１(ξ)ꎬ

~Ｕ２(ξ))
{ (１５)

及渐近边界条件

ｌｉｍ
ξ→－∞
( ~Ｕ１(ξ)ꎬ

~Ｕ２(ξ))＝ Ｋ２ꎬ　 ｌｉｍ
ξ→＋∞
( ~Ｕ１(ξ)ꎬ

~Ｕ２(ξ))＝ Ｋ

的解ꎬ其中 ξ＝ ｘ－􀭴ｃｔꎬ 􀭴ｃ∈Ｒ 为波速ꎮ
定理 ２ (非增波的存在性)　 若(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎬ则存在 􀭴ｃ∈Ｒꎬ使得系统(６)存在一个连接 Ｋ２ 和 Ｋ０ 的

非增行波解
~Φ (ｘ－􀭴ｃｔ):＝(~Ｕ１(ｘ－􀭴ｃｔ)ꎬ

~Ｕ２(ｘ－􀭴ｃｔ))ꎮ 进一步ꎬ双稳行波解
~Φ (ｘ－􀭴ｃｔ)也是式(７)的古典解并且是严

格减的ꎮ
接下来ꎬ借助上下解方法结合单调半流的收敛性结果(命题 １)建立系统(６)非减双稳行波解的全局稳

定性ꎮ
对∀ｙ∈Ｒꎬ ｘ∈Ｒ 和 φ∈Ｘꎬ 令Ｔｙ:Ｔｙ(φ)(ｘ)＝ φ(ｘ－ｙ)是定义在 Ｘ 上的平移算子ꎬ易知 Ｐ^( ｔ)＝ Ｔ－ｃｔ 􀳱Ｐ( ｔ)

是 Ｘ 上的一个半群ꎮ 令 Γ ｔ 是系统(６)在 Ｘ 上的单调解半流ꎬ对任意的 ｔ≥０ꎬ定义 Γ^ ｔ ＝Ｔ－ｃｔ 􀳱Γ ｔꎬ则 Γ^ ｔ 也是 Ｘ

上的单调半流ꎬ且对任意的 φ∈Ｘꎬ ｗ^(ｘꎬｔ):＝ Γ^ ｔ(φ)(ｚ)ꎬ满足

ｗ^(􀅰ꎬｔ)＝ Ｐ^( ｔ)[ ｗ^(􀅰ꎬ０)]＋ ∫ ｔ
０
Ｐ^( ｔ－ｓ)Ｈ( ｗ^(􀅰ꎬ ｓ))ｄｓꎬ　 ∀ｔ≥０ꎮ (１６)

显然ꎬ Φ(ｚ)是半流 Γ^ ｔ 的平衡点ꎮ 记式(１６)的以 ｗ^(􀅰ꎬ０ꎻϕ):＝ϕ∈Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]为初值的解为 ｗ^( ｚꎬｔꎻϕ)＝
(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬ ｕ２(ｚꎬｔ))ꎬ 从而以 ϕ为初值的系统(１０)的解 ｗ(ｘꎬｔꎻϕ)＝ ｗ^(ｘ－ｃｔꎬｔꎻϕ)ꎮ

由于系统(１６)是单调的ꎬ故不难建立下面的比较原理ꎮ
引理 ２ (比较原理)　 假设(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎮ 令(ｕ＋１(ｚꎬｔ)ꎬｕ

＋
２(ｚꎬｔ))和(ｕ

－
１(ｚꎬｔ)ꎬｕ

－
２(ｚꎬｔ))为系统(１６)

在 Ｒ×[０ꎬ＋∞ )上的一对上解和下解ꎮ 若对任意的 ｚ∈Ｒꎬ有(ｕ－１(ｚꎬ０)ꎬｕ
－
２(ｚꎬ０))≤(ｕ

＋
１(ｚꎬ０)ꎬｕ

＋
２(ｚꎬ０))ꎬ则对

任意的 ｚ∈Ｒ 和 ｔ≥０ꎬ有(ｕ－１(ｚꎬｔ)ꎬｕ
－
２(ｚꎬｔ))≤(ｕ

＋
１(ｚꎬｔ)ꎬｕ

＋
２(ｚꎬｔ))ꎮ

类似于定义 １ꎬ下面给出系统(１６)上、下解的定义ꎮ
定义 ３　 若对任意的 ｚ∈Ｒ 和 ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ光滑函数(ｕ１ꎬｕ２)∈Ｃ([０ꎬＴ)ꎬＸ)且对任意 ｚ∈Ｒ 和 ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬ

满足
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∂ｕ１(ｚꎬｔ)
∂ｔ

≥(≤)ｄ１(Ｊ１∗ｕ１(ｚꎬｔ)－ｕ１(ｚꎬｔ))＋ｃｕ１ ｚ(ｚꎬｔ)＋ｈ１(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬｕ２ｖ(ｚꎬｔ))ꎬ

∂ｕ２(ｚꎬｔ)
∂ｔ

≥(≤)ｄ２(Ｊ２∗ｕ２(ｚꎬｔ)－ｕ２(ｚꎬｔ))＋ｃｕ２ ｚ(ｚꎬｔ)＋ｈ２(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬｕ２(ｚꎬｔ))ꎬ

(ｕ１(ｚꎬ０)ꎬｕ２(ｚꎬ０))≥(≤)(ϕ１(ｚ)ꎬϕ２(ｚ))ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１７)

则称(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬｕ２(ｚꎬｔ))是系统(１６)的上解 (下解)ꎬ其中 Ｔ>０ꎮ
为了方便ꎬ定义算子Ｎｉ:Ｃ([０ꎬＴ)ꎬＸ )→Ｃ([０ꎬＴ)ꎬＸ ) ( ｉ＝ １ꎬ２)分别为:

Ｎ１[ｕ１ꎬｕ２](ｚꎬｔ)＝
∂ｕ１(ｚꎬｔ)
∂ｔ

－ｄ１(Ｊ１∗ｕ１(ｚꎬｔ)－ｕ１(ｚꎬｔ))－ｃｕ１ ｚ(ｚꎬｔ)－ｈ１(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬｕ２(ｚꎬｔ))ꎬ

Ｎ２[ｕ１ꎬｕ２](ｚꎬｔ)＝
∂ｕ２(ｚꎬｔ)
∂ｔ

－ｄ２(Ｊ２∗ｕ２(ｚꎬｔ)－ｕ２(ｚꎬｔ))－ｃｕ２ ｚ(ｚꎬｔ)－ｈ２(ｕ１(ｚꎬｔ)ꎬｕ２(ｚꎬｔ))ꎬ

其中 Ｔ>０ꎮ
为了利用上下解方法结合单调半流的收敛性结果建立系统(６)双稳行波解的稳定性ꎬ需要建立系统

(１６)解的有界性估计(引理 ３)以及借助行波解和辅助函数构造初值问题(７)的一对上、下解(引理 ４)ꎮ 引理

３和引理 ４的证明是平凡的ꎬ可分别参见文献[１１]的引理 ３.４和文献[７]的引理 ５.１.３ꎬ故此省略ꎮ
引理 ３　 假设(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎬ且 ϕ∈Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]满足

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｚ→－∞

ϕ(ｚ)≪Ｋ１≪ｌｉｍ ｉｎｆ
ｚ→＋∞

ϕ(ｚ)ꎬ (１８)

则对任意的 ε>０ꎬ存在 ｚ^＝ ｚ^(εꎬϕ)>０和充分大的 ｔ^ ＝ ｔ^(εꎬϕ)使得对任意的 ｚ∈Ｒꎬ有
Φ(ｚ－ｚ^)－ε≤ｗ^(ｚꎬｔ^ꎻϕ)≤Φ(ｚ＋ｚ^)＋εꎮ

由(Ａ３)易证ꎬ矩阵∂ｊｈｉ(Ｋ０)和∂ｊｈｉ(Ｋ２)(１≤ｉꎬ ｊ≤２)的特征值都是负的ꎬ记υ±:＝ (υ±１ꎬυ±２ )为矩阵(λ±ｉｊ)相
应于主特征值的正特征向量ꎬ其中 λ±ｉｊ为常数且满足∂ｊｈｉ(Ｋ０) <λ±ｉｊꎬ ∂ｊｈｉ(Ｋ２) <λ±ｉｊ(１≤ｉꎬ ｊ≤２)和 Ｋ０ 为线性

系统

ｄｒ±１( ｔ)
ｄｔ
＝λ±１１ｒ±１ ＋λ±１２ｒ±２ꎬ　 ｔ>０ꎬ

ｄｒ±２( ｔ)
ｄｔ
＝λ±２１ｒ±１ ＋λ±２２ｒ±２ꎬ　 ｔ>０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

的渐近稳定平衡点ꎮ
令 υ１(ξ)ꎬυ２(ξ)∈Ｃ２为正光滑函数且满足:在 Ｃ２￣拓扑下ꎬ当 ξ→±∞时ꎬ υ(ξ):＝(υ１(ξ)ꎬυ２(ξ))→υ±ꎮ
引理 ４　 假设(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎬ则存在正常数 σ>０ꎬ ζ>０和 ε０>０ꎬ使得对任意的 ξ０∈Ｒ 和 ε∈(０ꎬε０)ꎬ

函数

ｗ±(ｚꎬｔ)＝ Φ(ｚ±ξ０±ζε(１－ｅ
－σｔ))±ευ(ｚ±ξ０)ｅ

－σｔꎬ　 ｚ∈Ｒꎬ ｔ>０
分别为系统(１６)的上解和下解ꎮ

另外ꎬ为了利用单调半流的收敛性结果(命题 １)还需建立系统(６)行波解的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性ꎮ
命题 １[２４](单调半流的收敛性结果)　 令 Ｅ 是具有非空正锥的有序 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＢ 是 Ｅ 中的闭凸锥且

Ｒ ｔ:Ｂ→Ｂ 是连续单调半流ꎮ 若存在从[０ꎬ１]到 Ｂ 的一个子集的单调同胚 ϑꎬ使得以下 ３个条件成立:
(ⅰ) 对任意的 ｓ∈[０ꎬ１]ꎬϑ(ｓ)是Ｒ ｔ:Ｂ→Ｂ 的稳定平衡点ꎻ
(ⅱ) Ｅ[ϑ(０)ꎬϑ(１)]的每个向前轨道 Ｒ ｔ 都是预紧的ꎻ
(ⅲ) 对某个 ｓ０∈[０ꎬ１)和任意的 ψ∈Ｅ[ϑ(０)ꎬϑ(１)]ꎬ若 ω(ψ) >ϑ( ｓ０)ꎬ则存在ｓ１∈( ｓ０ꎬ１)ꎬ使得 ω(ψ)≥

ϑ(ｓ１)ꎮ
则在 Ｂ 中对满足 ω(ϕ０)∩Ｅ[ϑ(０)ꎬϑ(１)]≠⌀的 Ｒ ｔ 的预紧轨道 γ＋(ϕ０)ꎬ存在ｓ∗∈[０ꎬ１]使得 ω(ϕ０)＝ ϑ(ｓ∗)ꎬ其
中 Ｅ[ϑ(０)ꎬϑ(１)] ＝{ψ∈Ｅ:ϑ(０)≤ψ≤ϑ(１)}ꎬ ω(ϕ０)为 ϕ０ 的 ω 极限集ꎮ

引理 ５ (行波解的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性)　 假设(Ａ１)—(Ａ４)成立ꎬ则双稳行波解 Φ( ｚ)＝ (Ｕ１( ｚ)ꎬＵ２( ｚ))

是系统(１４)解半流 Γ^ ｔ 的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定平衡点ꎬ即对任意的 ε>０ꎬ存在 δ^>０ꎬ使得‖ϕ(􀅰)－Φ(􀅰)‖<δ^ 对任意



　 ４６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０卷　

的 ｔ≥０都成立ꎬ则
‖ｗ^(􀅰ꎬ ｔꎻ ϕ)－Φ(􀅰)‖<εꎮ

证明　 证明思路类似文献[１１]引理 ３.６ꎬ故此省略ꎮ
下面给出系统(６)双稳行波解的稳定性结论及其证明ꎮ
定理 ３ (双稳行波解的稳定性) 　 假设(Ａ１)—(Ａ５)成立ꎬ令 Φ(ｘ－ｃｔ)＝ (Ｕ１(ｘ－ｃｔ)ꎬＵ２(ｘ－ｃｔ))是系统

(６)连接 Ｋ０ 和 Ｋ２ 的双稳行波解ꎬ且 ｗ( ｘꎬｔꎻϕ) ＝ (ｕ１( ｘꎬｔꎻϕ)ꎬｕ２( ｘꎬｔꎻϕ))是系统(６)满足初始数据 ϕ∈
Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]的解ꎬ则对满足 (１８) 的 ϕꎬ存在 ｓϕ∈Ｒꎬ使得

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｗ(􀅰ꎬｔꎻϕ)－Φ(􀅰－ｃｔ＋ｓϕ)‖＝０ꎮ

证明　 注意到ꎬ对任意的 ϕ∈Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]ꎬ Γ^ｔ(ϕ):＝ ｗ^(􀅰ꎬｔꎻϕ)是满足初始数据 ϕ的系统(１６)的唯一解ꎮ 另

外ꎬ半流Γ^ ｔ:Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]→Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]的单调性显然ꎮ 令 ε０ ＝ｍｉｎ
ｚ∈Ｒ

ｍｉｎ{υ１(ｚ)ꎬυ２(ｚ)}并假定 ϕ(ｚ)满足式(１８)ꎮ 由引

理 ３可知ꎬ存在 ｚ^ 和 ｔ^ꎬ使得对任意 δ∈(０ꎬδ０)ꎬ有 Φ(ｚ－ｚ^)－δε０≤ｗ^(􀅰ꎬｔ^ꎻϕ)≤Φ(ｚ＋ｚ^)＋δε０ꎮ

记 ϕ^(ｚ)＝ ｗ^(ｚꎬｔ^ꎻϕ)ꎬ根据引理 ４中 ｗ±(ｚꎬｔ)的构造ꎬ可得

ｗ－(ｚꎬ０)≤ｗ^(ｚꎬ０ꎻϕ^)≤ｗ＋(ｚꎬ０)ꎬ　 ∀ｚ∈Ｒꎮ
由比较原理(引理 ２)可知ꎬ对任意的 ｚ∈Ｒ 和 ｔ≥０ꎬ有 ｗ－(ｚꎬｔ)≤ｗ^(ｚꎬｔꎻϕ^)≤ｗ＋(ｚꎬｔ)ꎬ即

Φ(ｚ－ｚ^－ζε(１－ｅ－σｔ))－ευ(ｚ－ｚ^)ｅ－σｔ≤ｗ^(ｚꎬｔ＋ｔ^ꎻϕ)≤Φ(ｚ＋ｚ^＋ζε(１－ｅ－σｔ))＋ευ(ｚ＋ｚ^)ｅ－σｔꎮ (１９)
故由式(１９)可知ꎬ向前正轨道 γ＋(ϕ):＝{Γ^ｔ(ϕ):ｔ≥０}在 Ｘ 上有界ꎮ

为了利用命题 １ꎬ下面先证明 γ＋(ϕ)是预紧集ꎬ即命题 １ 的条件(ⅱ)ꎮ 由式(１９)和 Ａｒｅｚｌａ－Ａｓｃｏｌｉ 定理

可知ꎬ只需证对任意的 ｎ≥１ꎬ { ｗ^(ｚꎬｔｎꎻϕ)} ｎ≥１在 ｚ∈Ｒ 中等度连续ꎮ 因为 ｗ^(ｚꎬｔｎꎻϕ)＝ ｗ( ｚ＋ｃｔｎꎬｔｎꎻϕ)ꎬ所以

对任意的 ｎ≥１ꎬ { ｗ^(ｚꎬｔｎꎻϕ)} ｎ≥１在 ｚ∈Ｒ 中的等度连续性与{ｗ(ｘꎬｔｎꎻϕ)} ｎ≥１在 ｘ∈Ｒ 中的等度连续性等价ꎮ
为了方便ꎬ令 ｕ１ｎ(ｘꎬｔｎ)＝ ｕ１(ｘꎬｔｎꎻϕ)和 ｕ２ｎ(ｘꎬｔｎ)＝ ｕ２(ｘꎬｔｎꎻϕ)ꎮ 对任意的 ｔ≥－ｔｎ 和 ｘ∈Ｒꎬ定义

􀭵ｕ１ｎ(ｘꎬｔｎ)＝ ｕ１ｎ(ｘꎬｔ＋ｔｎ)ꎬ　 􀭵ｕ２ｎ(ｘꎬｔｎ)＝ ｕ２ｎ(ｘꎬｔ＋ｔｎ)ꎮ
显然ꎬ􀭵ｕ１ｎ(ｘꎬｔｎ)和 􀭵ｕ２ｎ(ｘꎬｔｎ)满足系统(７)ꎮ 对任意的 η∈Ｒꎬ定义

Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ):＝􀭵ｕ１ｎ(ｘ＋ηꎬｔ)－􀭵ｕ１ｎ(ｘꎬｔ)ꎬ Ｖｎꎬη(ｘꎬｔ):＝􀭵ｕ２ｎ(ｘ＋ηꎬｔ)－􀭵ｕ２ｎ(ｘꎬｔ)ꎬ

Ｊ^ｉ(ｘ):＝ Ｊｉ(ｘ＋η)－Ｊｉ(ｘ) ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎮ
考虑如下初值问题:
∂
∂ｔ
Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ) ＝ ｄ１∫

Ｒ
Ｊ^１(ｘ－ｙ)􀭵ｕ１ｎ(ｙꎬｔ)ｄｙ－ｄ１Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)＋ｈ１(Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬＶｎꎬη(ｘꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ｒ×Ｒ＋ꎬ

∂
∂ｔ
Ｖｎꎬη(ｘꎬｔ)＝ ｄ１ ∫

Ｒ
Ｊ^２(ｘ－ｙ)􀭵ｕ２ｎ(ｙꎬｔ)ｄｙ－ｄ２Ｖｎꎬη(ｘꎬｔ)＋ｈ２(Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬＶｎꎬη(ｘꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ｒ×Ｒ＋ꎬ

(Ｕｎꎬη(ｘꎬｓ)ꎬＶｎꎬη(ｘꎬｓ))＝ (ｕ１(ｘ＋ηꎬｓ＋ｔｎꎻϕ)－ｕ１(ｘꎬｓ＋ｔｎꎻϕ)ꎬｕ２(ｘ＋ηꎬｓ＋ｔｎꎻϕ)－ｕ２(ｘꎬｓ＋ｔｎꎻϕ))ꎬ

　 　 ｘ∈Ｒꎬ ｓ∈[－ｔｎꎬ０]ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２０)
由条件(Ａ１)可知Ｊ′ｉ∈Ｌ１ꎬ故存在 Ｌｉ>０ꎬ使得

∫
Ｒ
｜ Ｊ^ｉ(ｘ－ｙ) ｜ ｄｙ ＝ ∫

Ｒ
Ｊｉ(ｘ＋η－ｙ)－Ｊｉ(ｘ－ｙ) ｄｙ

＝ ｜η ｜ ∫
Ｒ
∫１
０
Ｊ′ｉ(ｘ－ｙ＋θη)ｄθ ｄｙ

＝ ｜η ｜ ∫１
０
∫
Ｒ

Ｊ′ｉ(ｘ－ｙ＋θη) ｄｙｄθ≤Ｌｉ ｜η ｜ ꎬ

其中ꎬθ∈(０ꎬ１)ꎬｉ＝１ꎬ２ꎮ 所以ꎬ对∀ε>０ꎬ存在 δｉ ＝
ε
Ｌｉ
>０ꎬ使得若对∀ｘ∈Ｒꎬ有 ｜η ｜≤δｉꎬ则有 ∫

Ｒ
｜ Ｊ^ｉ(ｘ－ｙ) ｜ ｄｙ≤εꎬ

其中 ｉ＝１ꎬ２ꎮ
注意到 ϕ∈Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]ꎬ由比较原理 (引理 ２) 可知ꎬ对任意的 ｘ∈Ｒ 和 ｔ≥０ꎬ有 ０≤ｕ１(ｘꎬｔꎻϕ)≤ｋ∗１ 和 ０≤

ｕ２(ｘꎬｔꎻϕ)≤ｋ∗２ ꎮ 因此ꎬ对任意的 ｘ∈Ｒ 和 ｔ≥０ꎬ有 ０≤􀭵ｕ１ｎ(ｘꎬｔ)≤ｋ∗１ 和 ０≤􀭵ｕ２ｎ(ｘꎬｔ)≤ｋ∗２ ꎬ易证
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∂
∂ｔ
Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)＝ ２Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)

∂
∂ｔ
Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)

＝ ２Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ) (ｄ１∫
Ｒ
Ｊ^１(ｘ－ｙ)􀭵ｕ１ｎ(ｙꎬｔ)ｄｙ－ｄ１Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)＋ｈ１(Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬＶｎꎬη(ｘꎬｔ)) )

＝ ２Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ) (ｄ１∫
Ｒ
Ｊ^１(ｘ－ｙ)􀭵ｕ１ｎ(ｙꎬｔ)ｄｙ－ｄ１Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)＋∂１ｈ１(Ｕ^ｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬ

　 Ｖ^ｎꎬη(ｘꎬｔ))Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)＋∂２ｈ１(Ｕ^ｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬＶ^ｎꎬη(ｘꎬｔ))Ｖｎꎬη(ｘꎬｔ) )
≤４ｄ１εｋ∗１ ２－２(ｄ１－

~Ｎ )Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)＋２
~Ｎ Ｕｎꎬη(ｘꎬｔ)Ｖｎꎬη(ｘꎬｔ)

≤４ｄ１εｋ∗１ ２－２(ｄ１－
~Ｎ )Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)＋

~Ｎ (Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)＋Ｖ２ｎꎬη(ｘꎬｔ))

＝ ４ｄ１εｋ∗１ ２－２ ｄ１－
３
２
~Ｎæ

è
ç

ö

ø
÷Ｕ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)＋ ~ＮＶ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬ (２１)

其中ꎬＵ^ｎꎬη(ｘꎬｔ)＝ θＵｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬ Ｖ^ｎꎬη(ｘꎬｔ)＝ θＶｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎬ θ∈(０ꎬ１)ꎮ
　 　 同理可得

∂
∂ｔ
Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)≤４ｄ２εｋ∗２ ２－２ ｄ２－

３
２
~Ｎæ

è
ç

ö

ø
÷Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)＋ ~ＮＵ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)ꎮ (２２)

将式(２１)、(２２)相加ꎬ可得

∂
∂ｔ
Ｕ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)＋ ∂

∂ｔ
Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)≤４(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２)ε－α１Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)－α２Ｖ

２
ｎꎬη
(ｘꎬｔ)ꎬ (２３)

其中αｉ:＝ ２(ｄｉ－２
~Ｎ )>０( ｉ＝ １ꎬ２)ꎮ

取 α＝ｍｉｎ{α１ꎬα２}ꎬ由式(２３)易得

∂
∂ｔ
Ｕ ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)＋ ∂

∂ｔ
Ｖ ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)≤４(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２)ε－α(Ｕ２ｎꎬη(ｘꎬｔ)＋Ｖ

２
ｎꎬη
(ｘꎬｔ))ꎬ (２４)

对式(２４)利用常数变易法[２３]并借助初值问题(２０)的初值和比较原理ꎬ可知

Ｕ２
ｎꎬη
(ｘꎬｔ)＋Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬｔ)≤ｅ－α( ｔ－ｓ)(Ｕ２

ｎꎬη
(ｘꎬｓ)＋Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬｓ))＋４(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２)ε ∫ｔ

ｓ
ｅ－α( ｔ－θ)ｄθꎬ (２５)

将 ｔ＝ ０和 ｓ＝ －ｔｎ 代入式(２５)ꎬ可得

Ｕ２
ｎꎬη
(ｘꎬ０)＋Ｖ２

ｎꎬη
(ｘꎬ０)≤ｅ－αｔｎ(Ｕ２

ｎꎬη
(ｘꎬ－ｔｎ)＋Ｖ２ｎꎬη(ｘꎬ－ｔｎ))＋４(ｄ１ｋ

∗
１
２＋ｄ２ｋ∗２ ２)ε ∫０

－ｔｎ
ｅαθｄθ

≤ｅ－αｔｎ (Ｕ２
ｎꎬη
(ｘꎬ－ｔｎ)＋Ｖ２ｎꎬη(ｘꎬ－ｔｎ))＋

４(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２)
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

即

　 ｜ ｕ１(ｘ＋ηꎬｔｎꎻϕ)－ｕ１(ｘꎬｔｎꎻϕ) ｜ ２＋ ｜ ｕ２(ｘ＋ηꎬｔｎꎻϕ)－ｕ２(ｘꎬｔｎꎻϕ) ｜ ２

≤｜ ｕ１ｎ(ｘ＋ηꎬ０)－ｕ１ｎ(ｘꎬ０) ｜ ２＋ ｜ ｕ２ｎ(ｘ＋ηꎬ０)－ｕ２ｎ(ｘꎬ０) ｜ ２＋
４(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２)ε

α
ꎮ

又因为 ϕ∈Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]ꎬ故对任意的 ｘ∈Ｒꎬϕ１(ｘꎬ０)和 ϕ２(ｘꎬ０)是一致连续的ꎬ即存在 δ３>０ꎬ使得当 ｜η ｜ <δ３
时ꎬ有 ｜ ϕ１ ( ｘ ＋ηꎬ０) －ϕ１ ( ｘꎬ０) ｜ < ε 和 ｜ ϕ２ ( ｘ ＋ηꎬ０) －ϕ２ ( ｘꎬ０) ｜ < ε ꎬ故存在 η∈Ｒ 且满足 ｜ η ｜ < δ ＝
ｍｉｎ{δ１ꎬδ２ꎬδ３}ꎬ使得

｜ ｕ１(ｘ＋ηꎬｔｎꎻϕ)－ｕ１(ｘꎬｔｎꎻϕ) ｜≤(２＋４α
－１(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２))εꎬ

｜ ｕ２(ｘ＋ηꎬｔｎꎻϕ)－ｕ２(ｘꎬｔｎꎻϕ) ｜≤(２＋４α
－１(ｄ１ｋ∗１ ２＋ｄ２ｋ∗２ ２))εꎮ

{
因此ꎬ对任意的 ｎ≥１ꎬ {ｗ(ｘꎬｔｎꎻϕ)} ｎ≥１在 ｘ∈Ｒ 中是等度连续的ꎮ 这就证明了 γ＋(ϕ)是预紧集ꎮ

下面验证命题 １ 中的条件(ⅰ)—(ⅲ)成立ꎮ 令式(１９)中的 ｚ０ ＝ ｚ^＋ζε 和 ｔ→＋∞ꎬ则有 ω(ϕ)⊂Ｂ:＝
[Φ(􀅰－ｚ０)ꎬ Φ(􀅰＋ｚ０)]ꎮ

显然ꎬＢ 是 Ｘ 的闭凸子集ꎮ 对任意的 ｓ∈[－ｚ０ꎬｚ０]ꎬ定义函数 ϑ( ｓ):＝Φ(􀅰＋ｓ)ꎬ则 ϑ( ｓ)是从集合

[－ｚ０ꎬｚ０]到集合
＾Ｂ 的单调同胚ꎬ其中

＾Ｂ⊂Ｂꎮ 由引理 ５ꎬ任意的 ϑ(ｓ)都是 Γ^ ｔ 的稳定平衡点ꎮ 故命题 １ 的条
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件( ｉ)成立ꎮ

任取 φ∈Ｂ^ 满足式(１８)ꎮ 因为 γ＋(φ):＝{ ｗ^(􀅰ꎬｔꎻφ):ｔ≥０}是预紧的ꎬ所以 γ＋(φ)的 ω 极限集 ω(φ)是

非空的不变紧集ꎮ 最后ꎬ类似文献 [６]定理 ３􀆰 １ 的讨论可知ꎬ若对某些 ｓ０∈[ － ｚ０ꎬ ｚ０ ]和 φ０∈ Ｂ^ ꎬ有
Φ(􀅰＋ｓ０)<ω(φ０)ꎬ则存在ｓ１∈(ｓ０ꎬｚ０)使得 Φ(􀅰＋ｓ１)<ω(φ０)ꎬ从而命题 １的条件( ｉｉｉ)成立ꎮ

至此ꎬ命题 １ 的条件(ⅰ)—(ⅲ)都成立ꎬ故由命题 １ 可知ꎬ存在使得 ω(ϕ)＝ ϑ( ｓϕ)＝ Φ(􀅰＋ｓϕ)ꎬ因此

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Γ^ ｔ(ϕ)＝ Φ(􀅰＋ｓϕ)ꎮ

又因为 ｗ(ｘꎬｔꎻϕ)＝ ｗ^(ｘ－ｃｔꎬｔꎻϕ)＝ Γ^ ｔ(ϕ)(ｘ－ｃｔ)ꎬ所以 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖ｗ(􀅰ꎬｔꎻϕ)－Φ(􀅰－ｃｔ＋ｓϕ)‖＝０ꎮ 证毕ꎮ

最后ꎬ利用系统(６)双稳行波解的稳定性ꎬ还能建立系统(６)行波解的带平移的唯一性ꎮ

定理 ４ (行波解的唯一性) 假设(Ａ１ )—(Ａ５ )成立ꎬ令 Φ^ ( ｘ － ｃ^ｔ) ＝ ( Ｕ^１( ｘ － ｃ^ｔ)ꎬ Ｕ^２( ｘ － ｃ^ｔ))是满足

Φ^ (－∞ )＝ Ｋ０ 和Φ^ ( ＋∞ ) ＝ Ｋ２ 的系统 (６)的双稳行波解ꎬ且对∀ｘ∈Ｒꎬ有 ０≤ Ｕ^１ ( ｘ － ｃ^ｔ) ≤ ｋ∗１ 和 ０≤

Ｕ^２(ｘ－ｃ^ｔ)≤ｋ∗２ ꎬ 则存在 ｓ^∈Ｒ 使得Φ^ (􀅰)＝ Φ(􀅰＋ｓ^)和 ｃ＝ ｃ^ꎬ其中 Φ(ｘ－ｃｔ)＝ (Ｕ１(ｘ－ｃｔ)ꎬＵ２(ｘ－ｃｔ))ꎮ

证明　 易知Φ^ 满足式(１８)ꎮ 由定理 ３可知ꎬ对任意的ｚ∈Ｒꎬ存在 ｓ^∈Ｒ 使得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖Φ^ (ｚ－ｃ^ｔ)－Φ(ｚ－ｃｔ＋ｓ^)‖＝０ꎬ (２７)

令 ξ＝ ｚ－ｃｔ 代入式(２７) 可得 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖Φ^ (􀅰＋(ｃ－ｃ^) ｔ)－Φ(􀅰＋ｓ^)‖＝０ꎮ

因为
＾Φ 在 Ｒ 上是严格增的且

＾Φ (－∞ )＝ Ｋ０ꎬ
＾Φ (＋∞ )＝ Ｋ２ꎬ故 ｃ＝ ｃ^ 和(􀅰)＝ Φ(􀅰＋ｓ^)ꎮ 证毕ꎮ

接下来建立系统(６)非增双稳行波解的稳定性和平移唯一性ꎮ 由于证明类似定理 ３ 和定理 ４ꎬ故此

省略ꎮ

定理 ５ (双稳行波解的稳定性)　 假设(Ａ１)—(Ａ５)成立ꎬ令 ~Φ(ｘ－􀭴ｃｔ)＝ ( ~Ｕ１(ｘ－􀭴ｃｔ)ꎬ
~Ｕ２(ｘ－􀭴ｃｔ))是系统

(６)连接 Ｋ２ 和 Ｋ０ 的双稳行波解且 ｗ(ｘꎬｔꎻϕ)＝ (ｕ１(ｘꎬｔꎻϕ)ꎬｕ２( ｘꎬｔꎻϕ))是系统 (６) 满足初始数据 ϕ∈
Ｘ[Ｋ０ꎬＫ２]的解ꎬ则对满足式(１８)的 ϕꎬ存在 ｓϕ∈Ｒ 使得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖ｗ(􀅰ꎬｔꎻϕ)－ ~Φ (􀅰－􀭴ｃｔ＋ｓϕ)‖＝０ꎮ

定理 ６ (行波解的唯一性) 　 假设(Ａ１)—(Ａ５)成立ꎬ令 Φ^ ( ｘ－ ｃ^ｔ) ＝ ( Ｕ^１( ｘ－ ｃ^ｔ)ꎬ Ｕ^２( ｘ－ ｃ^ｔ))是满足

Φ^ (－∞ )＝ Ｋ２和Φ^ ( ＋∞ ) ＝ Ｋ０ 的系统 (６)的双稳行波解ꎬ且对∀ｘ∈Ｒꎬ有 ０≤ Ｕ^１ ( ｘ － ｃ^ｔ) ≤ ｋ∗１ 和 ０≤

Ｕ^２ (ｘ－ｃ^ｔ)≤ｋ∗２ ꎬ则存在 ｓ^∈Ｒ 使得Φ^ (􀅰)＝ ~Φ(􀅰＋ｓ^)和 􀭴ｃ＝ ｃ^ꎬ其中
~Φ (ｘ－􀭴ｃｔ)＝ ( ~Ｕ１(ｘ－􀭴ｃｔ)ꎬ

~Ｕ２(ｘ－􀭴ｃｔ))ꎮ
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