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复杂网络中带有自我防护意识的 ＳＥＩＲ 模型分析

秦佳欣ꎬ李淑萍∗

(中北大学数学学院ꎬ 山西 太原 ０３００５１)

摘要:考虑媒体宣传和人与人之间的信息传播ꎬ在复杂网络上建立了具有 ２ 类易感仓室的易感者－暴露者－感染者－康复者

(ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ－ｅｘｐｏｓｅｄ－ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ－ｒｅｍｏｖｅｄꎬ ＳＥＩＲ)模型ꎬ研究自我防护意识对于传染病传播的影响ꎮ 得到了基本再生数 Ｒ０ꎬ并且

证明了当 Ｒ０>１时ꎬ有唯一的地方病平衡点ꎮ 根据 Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据和比较定理ꎬ分析了无病平衡点的稳定性ꎬ证明了当 Ｒ０>１时ꎬ疾
病是一致持续的ꎮ 利用敏感性分析确定了参数对于 Ｒ０ 的重要性ꎮ 数值模拟表明ꎬ提高自我防护意识可以有效降低被感染的

概率ꎮ
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０　 引言

传染病会威胁人们的生命健康ꎬ所以预防和控制传染病传播是各个研究领域备受关注的问题[１]ꎮ 当传

染病在一个地区传播时ꎬ疾病防控部门会采取适当的措施阻止疾病传播ꎬ比如利用媒体宣传疾病相关的知

识[２]ꎮ 随着媒体传播面与受众覆盖率的不断扩大ꎬ人们能够获取到更多的信息ꎬ人们的意识也会发生变化ꎬ
进而引起个体行为的转变[３￣６]ꎬ如勤洗手、少出门、远离密集人群等ꎬ这些行为有助于降低个体被感染的概

率ꎬ进而影响传染病的传播过程[７]ꎮ 因此ꎬ有必要研究带有自我防护意识的传染病传播模型的性态ꎮ
目前ꎬ学者们建立不同的模型研究媒体宣传、人与人之间的信息传播对传染病传播的影响ꎮ Ｓｈａｎｔａ 等[８]

考虑了媒体意识ꎬ使得一部分有意识易感人群加入了隔离仓室ꎮ 研究结果表明ꎬ媒体宣传可以改变人们的行

为ꎬ对预防和控制疾病的传播有效ꎮ Ｘｉｅ 等[９]研究了媒体报道介导的非线性感染率易感者－暴露者－感染者

－康复者(ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ－ｅｘｐｏｓｅｄ－ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ－ｒｅｍｏｖｅｄꎬ ＳＥＩＲ)模型ꎬ研究结果表明适当的媒体报道提高公众对该
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病的认识ꎬ这将降低该病的流行程度ꎮ 但是上述模型假设人口是均匀混合的ꎬ与事实并不相符ꎬ所以有的学

者还考虑了人群的异质结构ꎮ Ｗａｎｇ 等[２]考虑了媒体宣传对于传染率降低的影响ꎬ提出了一个带有媒体意
识函数的易感者－感染者－易感者(ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ－ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ－ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅꎬ ＳＩＳ)网络传染病模型ꎮ 结果表明可以

通过提高媒体和教育实施的效率ꎬ及时报道邻近地区以及本地区出现的新发传染病病例ꎬ使居民采取必要措

施ꎮ 然而ꎬ媒体宣传只能降低部分有意识的易感人群被感染的概率ꎬ所以 Ｌｉｕ 等[１０]将易感者按照是否有意
识分为 ２部分ꎬ建立了复杂网络上的 ＳＩＳ 模型ꎬ同时他们还研究了 ２ 种免疫策略ꎬ发现靶向免疫比比例免疫

更能有效地控制疾病ꎮ
　 　 媒体宣传等因素提高了人们的自我防护意识ꎬ因此进一步研究自我防护意识对于传染病传播的影响具

有一定的实际意义[１１]ꎮ

１　 模型的建立

在复杂网络中ꎬ社会网络上的节点代表人ꎬ边表示人与人之间的接触ꎮ 根据单位时间内接触次数 ｋ 的不

同ꎬ将总人口 Ｎ 分为 ｎ 组ꎬ记为 Ｎｋꎬ度分布 ｐ(ｋ)＝ Ｎｋ / Ｎꎬ平均度‹ｋ› ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)ꎮ 按照节点的状态分类ꎬ有

Ｎｋ ＝Ｓ１ｋ＋Ｓ２ｋ＋Ｅｋ＋Ｉｋ＋Ｒｋꎬ其中 Ｓ１ｋ( ｔ)、Ｓ２ｋ( ｔ)、Ｅｋ( ｔ)、Ｉｋ( ｔ)和 Ｒｋ( ｔ)分别是 ｔ 时刻接触次数为 ｋ 的有自我防护意识
的易感者、无自我防护意识的易感者、潜伏者、感染者和恢复者的数量ꎮ Λｋ 是度为 ｋ 的易感仓室中输入的人
口ꎻε 是输入人口中无自我防护意识的易感者所占比例ꎻβ 是无自我防护意识的个体被感染的概率ꎻ(１－αｋ)β
是度为 ｋ 的带有自我防护意识的个体被感染的概率ꎻξ 是从无自我防护意识易感者变为有自我防护意识易

感者的速率ꎻη 是潜伏者类变为感染者类的速率ꎻγ 是恢复率ꎻμ 是自然死亡率ꎮ 模型流程图如图 １所示ꎮ

图 １　 ＳＥＩＲ 流程图
Ｆｉｇ.１　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ＳＥＩＲ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

　 　 在构建模型的过程中ꎬ提出了以下假设:
(１) 因为研究自我防护意识对于疾病传播的影响ꎬ所以重点考虑未被感染者ꎬ即只考虑媒体宣传等因素

对于易感者自我防护意识的影响ꎬ而忽略其对潜伏者、感染者的影响ꎮ
(２) 无自我防护意识的易感者将以 ξ 的速率转化为有自我防护意识的易感者ꎬ不考虑个体自我防护意

识减弱带来的影响ꎮ
(３) 潜伏者不具有传染性ꎮ
(４) 网络是静态的ꎬ即输入个体和自然死亡的个体不会对度分布产生影响ꎮ
建立模型:

ｄＳ１ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－ε)Λｋ－(１－αｋ)βｋＳ１ｋ( ｔ)θ( ｔ)－μＳ１ｋ( ｔ)＋ ξＳ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄＳ２ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝εΛｋ－βｋＳ２ｋ( ｔ)θ( ｔ)－μＳ２ｋ( ｔ)－ ξＳ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄＥｋ( ｔ)
ｄｔ

＝(１－αｋ)βｋＳ１ｋ( ｔ)θ( ｔ)＋βｋＳ２ｋ( ｔ)θ( ｔ)－ηＥｋ( ｔ)－μＥｋ( ｔ)ꎬ

ｄＩｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ηＥｋ( ｔ)－γＩｋ( ｔ)－μＩｋ( ｔ)ꎬ

ｄＲｋ( ｔ)
ｄｔ

＝γＩｋ( ｔ)－μＲｋ( ｔ)ꎮ
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在度不相关网络中ꎬθ( ｔ)表示任意一边指向感染个体的概率ꎬθ( ｔ) ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋＩｋ( ｔ) / ∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋＮｋ( ｔ)ꎮ 令

ｄＮｋ

ｄｔ
＝

ｄＳ１ｋ
ｄｔ
＋
ｄＳ２ｋ
ｄｔ
＋
ｄＥｋ

ｄｔ
＋
ｄＩｋ
ｄｔ
＋
ｄＲｋ

ｄｔ
＝Λｋ－μＮｋ ＝ ０ꎬ那么 Ｎｋ ＝

Λｋ

μ
(常数)ꎬＰ(ｋ)＝

Ｎｋ

Ｎ
＝

Λｋ

∑
ｎ

ｋ ＝１
Λｋ

(常数)ꎮ ｔ 时刻接触次数为 ｋ 的

有自我防护意识的易感者、无自我防护意识的易感者、潜伏者、感染者、恢复者的密度分别为 ｓ１ｋ( ｔ) ＝
Ｓ１ｋ
Ｎｋ
、

ｓ２ｋ( ｔ)＝
Ｓ２ｋ
Ｎｋ
、 ｅｋ( ｔ)＝

Ｅｋ

Ｎｋ
、 ｉｋ( ｔ)＝

Ｉｋ
Ｎｋ
、 ｒｋ( ｔ)＝

Ｒｋ

Ｎｋ
ꎬ系统(１)改写为

ｄｓ１ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－ε)μ－(１－αｋ)βｋｓ１ｋ( ｔ)θ( ｔ)－μｓ１ｋ( ｔ)＋ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｓ２ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝εμ－βｋｓ２ｋ( ｔ)θ( ｔ)－μｓ２ｋ( ｔ)－ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｅｋ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－αｋ)βｋｓ１ｋ( ｔ)θ( ｔ)＋βｋｓ２ｋ( ｔ)θ( ｔ)－ηｅｋ( ｔ)－μｅｋ( ｔ)ꎬ

ｄｉｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ηｅｋ( ｔ)－γｉｋ( ｔ)－μｉｋ( ｔ)ꎬ

ｄｒｋ( ｔ)
ｄｔ
＝γｉｋ( ｔ)－μｒｋ( ｔ)ꎬ
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(２)

其中ꎬθ( ｔ)＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ / ‹ｋ›ꎬ αｋ ＝ ｋ / (ｋ＋ａ)ꎬ半饱和常数 ａ>０表示媒体宣传对接触传播的影响ꎮ

模型(２)的正向不变集为

Ω＝{(ｓ１ｋꎬｓ２ｋꎬｅｋꎬｉｋꎬｒｋ)∈Ｒ５
＋ ｜ ｓ１ｋ＋ｓ２ｋ＋ｅｋ＋ｉｋ＋ｒｋ ＝ １ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ

２　 动力学分析

２.１　 平衡点和基本再生数

由计算可得模型(２)的无病平衡点为 Ｅ０ ＝ １－
εμ
μ＋ ξ
ꎬ εμ
μ＋ ξ
ꎬ ０ꎬ０ꎬ０æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 为求解地方病平衡点ꎬ考虑如下

方程:
(１－ε)μ－(１－αｋ)βｋｓ１∗ｋ ( ｔ)θ∗( ｔ)－μｓ１∗ｋ ( ｔ)＋ ξｓ２∗ｋ ( ｔ)＝ ０ꎬ

εμ－βｋｓ２∗ｋ ( ｔ)θ∗( ｔ)－μｓ２∗ｋ ( ｔ)－ ξｓ２∗ｋ ( ｔ)＝ ０ꎬ

(１－αｋ)βｋｓ１∗ｋ ( ｔ)θ∗( ｔ)＋βｋｓ２∗ｋ ( ｔ)θ∗( ｔ)－ηｅ∗ｋ ( ｔ)－μｅ∗ｋ ( ｔ)＝ ０ꎬ

ηｅ∗ｋ ( ｔ)－γｉ∗ｋ ( ｔ)－μｉ∗ｋ ( ｔ)＝ ０ꎬ

γｉ∗ｋ ( ｔ)－μｒ∗ｋ ( ｔ)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(３)

由方程(３)和等式 ｓ１∗ｋ ＋ｓ２∗ｋ ＋ｅ∗ｋ ＋ｉ∗ｋ ＋ｒ∗ｋ ＝ １ꎬ得

ｓ１∗ｋ ( ｔ)＝
(１－ε)μβｋθ∗＋μ(μ＋ ξ－εμ)

(βｋθ∗( ｔ)＋μ＋ ξ)[(１－αｋ)βｋθ∗( ｔ)＋μ]
ꎬ　 ｓ２∗ｋ ( ｔ)＝

εμ
βｋθ∗( ｔ)＋μ＋ ξ

ꎬ　 ｅ∗ｋ ( ｔ)＝
γ＋μ
η

ｉ∗ｋ ( ｔ)ꎬ

ｒ∗ｋ ( ｔ)＝
γ
μ
ｉ∗ｋ ( ｔ)ꎬ　 ｉ∗ｋ ( ｔ)＝

ａθ∗( ｔ)[ｂｋθ∗( ｔ)＋ｃｋ]
ｄｋθ∗( ｔ)(ｂｋθ∗( ｔ)＋ ｆｋ)＋ｇ

ꎬ

其中

ａ＝μηβｋꎬ　 ｂｋ ＝(１－αｋ)βｋꎬ　 ｃｋ ＝(１－αｋ)(μ＋ ξ)＋αｋεμꎬ　 ｄｋ ＝(μ＋η)(μ＋γ)βｋꎬ
ｆｋ ＝ ξ(１－αｋ)＋μ(２－αｋ)ꎬ　 ｇ＝(μ＋η)(μ＋γ)(μ２＋μξ)ꎮ
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将 ｉ∗ｋ ( ｔ)代入 θ∗( ｔ)＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉ∗ｋ ( ｔ)中ꎬ得

θ∗( ｔ)＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

ａθ∗( ｔ)[ｂｋθ∗( ｔ)＋ｃｋ]
ｄｋθ∗( ｔ)(ｂｋθ∗( ｔ)＋ ｆｋ)＋ｇ

ꎮ (４)

显然式(４)有一个零解 θ∗ ＝ ０ꎬ记

Ｆ(θ∗)＝ θ∗( ｔ)－ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

ａθ∗( ｔ)[ｂｋθ∗( ｔ)＋ｃｋ]
ｄｋθ∗( ｔ)(ｂｋθ∗( ｔ)＋ ｆｋ)＋ｇ

ꎬ

经计算可得

ｄＦ(θ∗)
ｄθ∗

＝ １－ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

ａｂｋｄｋ ｆｋθ∗２( ｔ)－ａｃｋｄｋｂｋθ∗２( ｔ)＋２ａｂｋｇθ∗( ｔ)＋ａｃｋｇ
[ｄｋθ∗( ｔ)(ｂｋθ∗( ｔ)＋ ｆｋ)＋ｇ] ２

ꎬ

ｄ２Ｆ(θ∗)
ｄθ∗２

＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

ｙ３θ∗３( ｔ)＋ｙ２θ∗２( ｔ)＋ｙ１θ∗( ｔ)＋ｙ０
Ｚ

ꎬ

其中

Ｚ＝[ｄｋθ∗( ｔ)(ｂｋθ∗( ｔ)＋ｆｋ)＋ｇ] ３>０ꎬ

ｙ０ ＝ ２ａｇ[(μ＋η)(μ＋γ)βｋ((１－αｋ) ２(μ＋ ξ) ２＋αｋεμ(ξ(１－αｋ)＋μ(２－αｋ)))]>０ꎬ
ｙ１ ＝ ６ａｂｋｃｋｄｋｇ>０ꎬ

ｙ２ ＝ ６ａｂ２ｋｇｄｋ>０ꎬ

ｙ３ ＝ ２ａｂ２ｋｄ ２ｋ [μ(１－αｋ)＋αｋ μ(１－ε)]>０ꎮ

可见ꎬｄ
２Ｆ(θ∗)
ｄθ∗２

>０ꎬ故在 ０≤θ∗<１上是凹函数ꎮ 此外ꎬＦ(０)＝ ０ꎬ并且

Ｆ(１)＝ １－ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) Ｕ

Ｗ
>０ꎬ

其中

Ｕ＝μηβ２ｋ２(１－αｋ)＋μηβｋ(１－αｋ)(μ＋ ξ)＋μ２ηβｋαｋεꎬ
Ｗ ＝μηβ２ｋ２(１－αｋ)＋μηβｋ(１－αｋ)(μ＋ ξ)＋μ２ηβｋ＋μβ２ｋ２(１－αｋ)(μ＋γ)
　 ＋ηγβｋ(１－αｋ)(βｋ＋ ξ)＋μβｋ(２－αｋ)(μ２＋γη＋μγ)＋(μ＋η)(μ＋γ)(μ２＋μξ)ꎮ

Ｆ(θ∗)在 ０≤θ∗<１上有唯一正解的充分必要条件为

ｄＦ(θ∗)
ｄθ∗ θ∗＝０

＝ １－ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

ａｃｋ

ｇ

＝ １－ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)

βηｋ[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]
(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)

＝ １－ βη
(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)

１
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋ２ｐ(ｋ)[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]

＝ １－ βη
(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)

‹ｋ２[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]›
‹ｋ›

<０ꎮ

同时ꎬ得到了基本再生数

Ｒ０ ＝
βη

(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)
‹ｋ２[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]›

‹ｋ›

＝ βη
(μ＋η)(μ＋γ)

‹ｋ２ (１－αｋ) １－
εμ
μ＋ ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εμ

μ＋ ξ
é

ë
êê

ù

û
úú ›

‹ｋ›

＝ βη[μ(１－ε)＋ ξ]
(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)

‹ｋ２(１－αｋ)›
‹ｋ›

＋ βηεμ
(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)

‹ｋ２›
‹ｋ›

≜Ｒ１０＋Ｒ２０ꎮ
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即当 Ｒ０>１时ꎬ系统(２)有唯一的正平衡点 Ｅ∗ ＝(ｓ１ｋ∗ꎬｓ２ｋ∗ꎬｅ∗ｋ ꎬｉ∗ｋ ꎬｒ∗ｋ )ꎮ Ｒ１０ 表示当初始感染者进入一个

全部都是易感者的人群时ꎬ在单位时间内感染的有意识易感者数量ꎮ Ｒ２０ 表示当初始染病者进入一个全部都

是易感者的人群时ꎬ在单位时间内感染的无意识易感者数量ꎮ
２.２　 无病平衡点的局部渐近稳定性

定理 １　 当 Ｒ０<１时ꎬ系统(２)的无病平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的ꎮ
证明　 模型(２)在无病平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ(Ｅ０)＝

Ａ Ｂ Ｏ Ｃ Ｏ
Ｏ Ｄ Ｏ Ｅ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｇ Ｈ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｋ Ｌ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｍ Ａ

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
５ｎ×５ｎ

ꎬ

其中

Ａ＝

－μ ０ 􀆺 ０
０ －μ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 －μ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ　 Ｂ＝

ξ ０ 􀆺 ０
０ ξ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ξ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ　 Ｏ＝

０ ０ 􀆺 ０
０ ０ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ

Ｄ＝

－(μ＋ ξ) ０ 􀆺 ０
０ －(μ＋ ξ) 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 －(μ＋ ξ)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ　 Ｋ＝

η ０ 􀆺 ０
０ η 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 η

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ

Ｇ＝

－(μ＋η) ０ 􀆺 ０
０ －(μ＋η) 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 －(μ＋η)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ　 Ｍ＝

γ ０ 􀆺 ０
０ γ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 γ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ

Ｌ＝

－(γ＋μ) ０ 􀆺 ０
０ －(γ＋μ) 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 －(γ＋μ)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ×ｎ

ꎬ

Ｃ＝(Ｃｉｊ)ꎬ　 Ｃｉｊ ＝ －ｉ(１－αｉ) β １－
εμ
μ＋ ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｊＰ( ｊ)
‹ｋ›

ꎬ　 Ｅ＝(Ｅ ｉｊ)ꎬ　 Ｅ ｉｊ ＝ －ｉβ
εμ
μ＋ ξ

ｊｐ( ｊ)
‹ｋ›

ꎬ

Ｈ＝(Ｈｉｊ)ꎬ　 Ｈｉｊ ＝ ｉβ １－αｉ＋
αｉεμ
μ＋ ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｊｐ( ｊ)
‹ｋ›

ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

矩阵 Ｊ(Ｅ０)有 ２ｎ 个特征值为－μꎬ有 ｎ 个特征值为－(μ＋ ξ)ꎬ其余 ２ｎ 个特征值是矩阵 Ｑ 的特征值ꎬ

Ｑ＝
Ｇ Ｈ
Ｋ Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷
２ｎ×２ｎ

ꎮ

考虑

｜λＩ－Ｑ ｜ ＝
Ｇ′ Ｈ′
Ｋ′ Ｌ′

ꎬ

其中

Ｇ′＝

λ＋η＋μ ０ 􀆺 ０
０ λ＋η＋μ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 λ＋η＋μ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ　 Ｋ′＝

－η ０ 􀆺 ０
０ －η 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 －η

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ
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Ｌ′＝

λ＋γ＋μ ０ 􀆺 ０
０ λ＋γ＋μ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 λ＋γ＋μ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｈ′＝ －Ｈꎮ
由 ｜λＩ－Ｑ ｜ ＝ ｜Ｇ′ ｜ ｜Ｌ′－Ｋ′Ｇ′－１Ｈ′ ｜ ꎬ得

｜λＩ－Ｑ ｜ ＝ (λ＋η＋μ) ｎ

λ＋γ＋μ－ｑ１１ －ｑ１２ 􀆺 －ｑ１ｎ
－ｑ２１ λ＋γ＋μ－ｑ２２ 􀆺 －ｑ２ｎ
⋮ ⋮ ⋮
－ｑｎ１ －ｑｎ２ 􀆺 λ＋γ＋μ－ｑｎｎ

ꎬ (５)

其中

ｑｉｊ ＝
ｉβη[μ＋ ξ－αｉ(μ＋ ξ－εμ)]
(λ＋η＋μ)(μ＋ ξ)

ｊｐ( ｊ)
‹ｋ›

ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

将行列式(５)的第 １行乘以－
ｉ[μ＋ ξ－αｉ(μ＋ ξ－εμ)]
[μ＋ ξ－α１(μ＋ ξ－εμ)]

再分别加到第 ｉ 行( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ然后再将行列式的

第 ｊ 列乘以
ｊ[μ＋ ξ－αｊ(μ＋ ξ－εμ)]
[μ＋ ξ－α１(μ＋ ξ－εμ)]

再分别加到行列式(５)第 １列( ｊ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ可得

｜λＩ－Ｑ ｜ ＝ (λ＋η＋μ) ｎ

λ＋γ＋μ－
βη‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›
(λ＋η＋μ)(μ＋ ξ)‹ｋ›

－ｑ１２ 􀆺 －ｑ１ｎ

０ λ＋γ＋μ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 λ＋γ＋μ

＝(λ＋η＋μ) ｎ(λ＋γ＋μ) ｎ－１ λ＋γ＋μ－ βη
(λ＋η＋μ)(μ＋ ξ)

‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›
‹ｋ›

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ

令 ｜λＩ－Ｑ ｜ ＝ ０ꎬ显然行列式有 ｎ 个特征值为－η－μꎬ有 ｎ－１个特征值为－γ－μꎬ所以考虑

λ＋γ＋μ－ βη
(λ＋η＋μ)(μ＋ ξ)

‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›
‹ｋ›

＝ ０ꎬ

化简得

λ２＋ａ１λ＋ａ２ ＝ ０ꎬ (６)

其中 ａ１ ＝η＋γ＋２μꎬ ａ２ ＝(η＋μ)(μ＋γ)－βη
‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›

(μ＋ ξ)‹ｋ›
ꎮ

Ｈ１ ＝η＋γ＋２μ>０ꎬ

Ｈ２ ＝
η＋γ＋２μ ０

１ (η＋μ)(μ＋γ)－βη
‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›

(μ＋ ξ)‹ｋ›

＝(η＋γ＋２μ) (η＋μ)(μ＋γ)－
βη‹ｋ２[μ＋ ξ－αｋ(μ＋ ξ－εμ)]›

(μ＋ ξ)‹ｋ›
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝(η＋γ＋２μ) (η＋μ)(μ＋γ)－
βη‹ｋ２[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]›

(μ＋ ξ)‹ｋ›
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝(η＋γ＋２μ)(η＋μ)(μ＋γ)(１－Ｒ０)ꎮ

显然ꎬ当 Ｒ０<１时ꎬＨ２>０ꎬ由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据[１２]可得ꎬ方程的所有根均具有负实部ꎬ故矩阵 Ｊ(Ｅ０)的特征值

都具有负实部ꎬ从而证明了无病平衡点的局部渐近稳定性ꎮ
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２.３　 无病平衡点的全局渐近稳定性

定理 ２　 若 Ｒ０<１ꎬ则系统(２)的无病平衡点 Ｅ０ 在 Ω 内是全局渐近稳定的ꎮ
证明　 对于系统(２)ꎬ有

ｄｓ１ｋ( ｔ)
ｄｔ
≤(１－ε)μ－μｓ１ｋ( ｔ)＋ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｓ２ｋ( ｔ)
ｄｔ
≤εμ－μｓ２ｋ( ｔ)－ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)

考虑如下辅助系统

ｄｓ１ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－ε)μ－μｓ１ｋ( ｔ)＋ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｓ２ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝εμ－μｓ２ｋ( ｔ)－ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(８)

系统(８)唯一的内在平衡点(ｓ１ｋ ０ꎬｓ２ｋ ０)是全局渐近稳定的ꎬ所以对于任意的 φ>０ꎬ当 ｔ 充分大时ꎬ有 ｓ１ｋ( ｔ)<ｓ１ｋ ０＋φꎬ
ｓ２ｋ( ｔ)<ｓ２ｋ ０＋φꎬ则有

ｄｅｋ( ｔ)
ｄｔ
≤(１－αｋ)βｋ(ｓ１ｋ ０＋φ)θ( ｔ)＋βｋ(ｓ２ｋ ０＋φ)θ( ｔ)－(η＋μ)ｅｋ( ｔ)ꎬ

ｄｉｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ηｅｋ( ｔ)－(γ＋μ) ｉｋ( ｔ)ꎬ

ｄｒｋ( ｔ)
ｄｔ
＝γｉｋ( ｔ)－μｒｋ( ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(９)

考虑如下辅助系统:
ｄｅｋ( ｔ)

ｄｔ
＝(１－αｋ)βｋ(ｓ１ｋ ０＋φ)θ( ｔ)＋βｋ(ｓ２ｋ ０＋φ)θ( ｔ)－(η＋μ)ｅｋ( ｔ)ꎬ

ｄｉｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ηｅｋ( ｔ)－(γ＋μ) ｉｋ( ｔ)ꎬ

ｄｒｋ( ｔ)
ｄｔ
＝γｉｋ( ｔ)－μｒｋ( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１０)

下面只要证明当 ｔ→∞时ꎬ系统(１０)的解趋于 ０即可ꎮ
构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

Ｌ( ｔ)＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｅｋ( ｔ)＋

η＋μ
η

ｉｋ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

对 Ｌ( ｔ)沿系统(１０)求导ꎬ得

Ｌ′＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｅ′ｋ( ｔ)＋

μ＋η
η

ｉ′ｋ( ｔ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) [(１－αｋ)βｋ(ｓ１ｋ ０＋φ)θ( ｔ)＋βｋ(ｓ２ｋ ０＋φ)θ( ｔ)－(η＋μ)ｅｋ( ｔ)]＋

μ＋η
η
[ηｅｋ( ｔ)－(γ＋μ) ｉｋ( ｔ)]{ }

＝ １
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) (１－αｋ)βｋ １－

εμ
μ＋ ξ
＋φæ

è
ç

ö

ø
÷ θ( ｔ)＋βｋ εμ

μ＋ ξ
＋φæ

è
ç

ö

ø
÷ θ( ｔ)－(μ

＋η)(γ＋μ)
η

ｉｋ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú

＝
β‹ｋ２ (１－αｋ) １－

εμ
μ＋ ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εμ

μ＋ ξ
é

ë
êê

ù

û
úú ›

‹ｋ›
θ( ｔ)＋

βφ‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›

θ( ｔ)－(μ
＋η)(γ＋μ)

η
θ( ｔ)

＝ (μ＋η)(γ＋μ)
η

βη‹ｋ２ (１－αｋ) １－
εμ
μ＋ ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εμ

μ＋ ξ
é

ë
êê

ù

û
úú ›

‹ｋ›(μ＋η)(γ＋μ)
＋
βηφ‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(μ＋η)(γ＋μ)

－１

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

θ( ｔ)
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＝ (μ＋η)(γ＋μ)
η Ｒ０＋

βηφ‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(μ＋η)(γ＋μ)

－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ θ( ｔ)ꎮ

因为 Ｒ０<１时ꎬ选取充分小的 φ>０ꎬ使得 Ｒ０＋
βηφ‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(μ＋η)(γ＋μ)

≤１ꎬ所以对于 ｉｋ≥０ꎬ有
ｄＬ
ｄｔ
≤０ꎬ并且当且仅

当 ｉｋ ＝ ０有
ｄＬ
ｄｔ
＝ ０成立ꎮ 因此ꎬ系统(１０)满足 ｔ→∞时ꎬｅｋ、ｉｋ、ｒｋ 都趋于 ０ꎮ 利用比较定理得ꎬ当 ｔ→∞时ꎬ系统

(２)满足 ｅｋ、ｉｋ、ｒｋ 都趋于 ０ꎬ那么 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓ１ｋ( ｔ)＝ １－
εμ
μ＋ ξ
ꎬ ｌｉｍ

ｔ→∞
ｓ２ｋ( ｔ)＝

εμ
μ＋ ξ
ꎬ故系统(２)的无病平衡点 Ｅ０ 是全局吸引

的ꎮ 结合定理 １可得ꎬ当 Ｒ０<１时ꎬ系统(２)的无病平衡点 Ｅ０ 是全局渐近稳定的ꎮ
２.４　 地方病平衡点的一致持续性

定理 ３　 假定 Ｒ０>１ꎬ系统(２)中的疾病是持续存在的ꎬ即存在 ε>０ꎬ使得

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉｎｆ ｉｋ( ｔ)≥εꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

证明　 根据文献[１３]中的定理 ４.６ꎬ定义 ｘ＝(ｓ１１ꎬｓ２１ꎬｉ１ꎬｅ１ꎬｒ１ꎬ􀆺ꎬｓ１ｋꎬｓ２ｋꎬｉｋꎬｅｋꎬｒｋ)为系统(２)的状态变量ꎮ
定义集合

Ｘ:＝{ｘ∈Ｒ５ｋ＋ :ｓ１ｋ＋ｓ２ｋ＋ｉｋ＋ｅｋ＋ｒｋ ＝ １ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

Ｘ０:＝ { ｘ∈Ｘ:∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ>０ } ꎬ　 ∂Ｘ０ ＝Ｘ ＼Ｘ０ꎮ

下面证明系统(２)在(Ｘ０ꎬ∂Ｘ０)上是一致持续的ꎮ 容易证明ꎬＸ 是吸引在(２)的正不变的ꎬＸ０ 在系统(２)
上也是正不变的ꎬ因为

ｄ
ｄｔ (∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ )≥－(γ＋μ)∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋꎮ

所以存在一个紧集 Ｂꎬ使得系统(２)的所有初始化的解 Ｘ 属于 Ｂꎮ
定义

Ｍ０ ＝{ｘ０∈∂Ｘ０:ｘ( ｔ)∈∂Ｘ０ꎬ ｔ≥０}ꎬ

Ω１ ＝∪{ω(ｘ( ｔ)):ｘ(０)∈∂Ｍ０}ꎮ

在 Ｍ０ ＝{ｘ０∈∂Ｘ０:ｘ( ｔ)∈∂Ｘ０ꎬ ｔ≥０}条件下限制系统(２)ꎬ有

ｄｓ１ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝(１－ε)μ－μｓ１ｋ( ｔ)＋ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｓ２ｋ( ｔ)
ｄｔ
＝εμ－μｓ２ｋ( ｔ)－ ξｓ２ｋ( ｔ)ꎬ

ｄｅｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ －ηｅｋ( ｔ)－μｅｋ( ｔ)ꎬ

ｄｉｋ( ｔ)
ｄｔ
＝ηｅｋ( ｔ)－γｉｋ( ｔ)－μｉｋ( ｔ)ꎬ

ｄｒｋ( ｔ)
ｄｔ
＝γｉｋ( ｔ)－μｒｋ( ｔ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１１)

显然系统(１１)有唯一的解 Ｅ０ꎬ从系统(１１)的式 ３、４、５得ꎬ当 ｔ→∞时ꎬ所有的 ｅｋ、ｉｋ、ｒｋ 都趋于 ０ꎬ当 ｔ→∞时ꎬ

ｓ１ｋ( ｔ)→１－
εμ
μ＋ ξ
ꎬ ｓ２ｋ( ｔ)→

εμ
μ＋ ξ
ꎬ有 ｓ１ｋ( ｔ)＋ｓ２ｋ( ｔ)＋ｉｋ( ｔ)＋ｅｋ( ｔ)＋ｒｋ( ｔ)＝ １ꎬ因此 Ω１ ＝Ｅ０ꎮ 显然 Ｅ０ 是 Ω１ 的一个孤立

的非循环覆盖ꎮ 下面需要证明 Ｅ０ 是 Ｘ０ 的弱排斥ꎬ即需证明

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ ｄｉｓｔ(ｘ( ｔ)ꎬＥ０)>０ꎬ

其中 ｘ( ｔ)是系统(２)的任意解且 ｘ(０)∈Ｘ０ꎮ 根据文献[１４]中的引理 ３.５ꎬ证明Ｗ ｓ(Ｅ０)∩Ｘ０ ＝⌀ꎬ Ｗ ｓ(Ｅ０)是
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Ｅ０ 的一个稳定流行ꎮ 若不然ꎬ则一定存在一个解 ｘ(ｔ)∈Ｘ０ꎬ使得 ｔ→∞时ꎬｓ１ｋ(ｔ)→１－
εμ
μ＋ξ
ꎬ ｓ２ｋ(ｔ)→

εμ
μ＋ξ
ꎬ ｅｋ→０ꎬ

ｉｋ→０ꎬ ｒｋ→０ꎮ

因为 Ｒ０ ＝
βη

(μ＋η)(μ＋γ)(μ＋ ξ)
‹ｋ２[μ(１－αｋ＋αｋε)＋ ξ(１－αｋ)]›

‹ｋ›
>１ꎬ所以一定存在 σ>０ꎬ使得

Ｒ０
１＋σ
>１ꎬ并且

存在 ｖ>０ꎬ使得
Ｒ０
１＋σ
－

βη‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(η＋μ)(γ＋μ)(１＋σ)

ｖ>１ꎮ 对于 ｖ>０ꎬ一定存在 Ｔ>０ꎬ当 ｔ>Ｔ 时ꎬ有

１－ εμ
μ＋ ξ
－ｖ<ｓ１ｋ( ｔ)<１－

εμ
μ＋ ξ
＋ｖꎬ　 εμ

μ＋ ξ
－ｖ<ｓ２ｋ( ｔ)<

εμ
μ＋ ξ
＋ｖꎬ

０≤ｅｋ( ｔ)<ｖꎬ　 ０≤ｉｋ<ｖꎬ　 ０≤ｒｋ<ｖꎬ　 ｔ>Ｔꎮ
定义函数

Ｖ( ｔ)＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｅｋ( ｔ)＋

(η＋μ)(１＋σ)
η

ｉｋ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

沿系统(２)对 Ｖ( ｔ)求导得

　 　 　 　 Ｖ′( ｔ)＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)[(１－αｋ)βｋｓ１ｋ( ｔ)θ( ｔ)＋βｋｓ２ｋ( ｔ)θ( ｔ)－(η＋μ)ｅｋ( ｔ)]

＋(η＋μ)(１＋σ)
η ∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)[ηｅｋ( ｔ)－(γ＋μ) ｉｋ( ｔ)]

>∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) βｋ

‹ｋ›
(１－αｋ) １－

εμ
μ＋ ξ
－ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εμ

μ＋ ξ
－ｖé

ë
êê

ù

û
úú ∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ( ｔ)－(η＋μ)∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)ｅｋ( ｔ)

＋(η＋μ)(１＋σ)∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)ｅｋ( ｔ)－

(η＋μ)(１＋σ)(γ＋μ)
η ∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ( ｔ)

＝
β‹ｋ２ (１－αｋ) １－

εμ
μ＋ ξ
－ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ εμ

μ＋ ξ
－ｖé

ë
êê

ù

û
úú ›

‹ｋ› ∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ( ｔ)

－(η＋μ)(１＋σ)(γ＋μ)
η ∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ( ｔ)＋σ(η＋μ)∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)ｅｋ( ｔ)

＝ (γ＋μ)
Ｒ０
１＋σ
－

βη‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(η＋μ)(１＋σ)(γ＋μ)

ｖ－１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
(η＋μ)(１＋σ)

η ∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ) ｉｋ( ｔ)

＋σ(η＋μ)∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)ｅｋ( ｔ)

≥ρＶ( ｔ)ꎬ
这里

ρ＝ｍｉｎ (γ＋μ)
Ｒ０
１＋σ
－

βη‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(η＋μ)(１＋σ)(γ＋μ)

ｖ－１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ σ(η＋μ){ } ꎮ

因为
Ｒ０
１＋σ
－

βη‹ｋ２(２－αｋ)›
‹ｋ›(η＋μ)(γ＋μ)(１＋σ)

ｖ>１ꎬ可得 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｖ( ｔ)＝ ∞ ꎬ与( ｓ１ｋ( ｔ)ꎬｓ２ｋ( ｔ)ꎬｉｋ( ｔ)ꎬｅｋ( ｔ)ꎬｒｋ( ｔ))∈Ｘ０导

致 Ｖ( ｔ)有界矛盾ꎬ得证ꎮ

３　 数值模拟

３.１　 平衡点的稳定性

选取参数 ε＝ ０.３ꎬ μ＝ ０.０５ꎬ β＝ ０.０８５ꎬ γ＝ ０.３ꎬ η＝ ０.０９ꎬ ξ ＝ ０.１５ꎬ ａ ＝ １０ꎬ此时 Ｒ０ ＝ ０.２４<１ꎮ 从图 ２ 可以

看出ꎬ当 Ｒ０<１时ꎬ感染者密度和潜伏者密度最终都趋于 ０ꎬ从而验证了无病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ 同样
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地ꎬ选取参数 ε＝ ０.６ꎬ μ＝ ０.１ꎬ β＝ ０.５５ꎬ γ＝ ０.５ꎬ η＝ ０.７ꎬ ξ＝ ０.２ꎬ ａ＝ １０ꎬ计算得到 Ｒ０ ＝ ２.９４５ ６>１ꎮ 从图 ３中可

以看出当 Ｒ０>１时ꎬ地方病平衡点最终会趋于稳定状态ꎮ

图 ２　 当 Ｒ０<１时ꎬ不同 ｋ 值下的个体密度时间序列图
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｋ ｖａｌｕｅｓ ｗｈｅｎ Ｒ０<１

图 ３　 当 Ｒ０>１时ꎬ不同 ｋ 值下的个体密度时间序列图
Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｋ ｖａｌｕｅｓ ｗｈｅｎ Ｒ０>１
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３.２　 敏感性分析

首先ꎬ考虑参数对模型基本再生数的影响ꎬ利用偏秩相关系数进行敏感性分析ꎮ 从图 ４(ａ)中可以看出

参数 β、ε、η 与 Ｒ０ 呈正相关ꎬγ、μ、ξ 与 Ｒ０ 呈负相关ꎬ其中 β 与 Ｒ０ 呈显著正相关ꎬγ 与 Ｒ０ 呈显著负相关ꎬ然
后ꎬ令 α１ ＝α２ ＝􀆺＝αｎ ＝α(α 是一个常数)ꎬ分析各参数对 Ｒ０ 的影响ꎮ 图 ４(ｂ)表明ꎬα、ξ、γ 与 Ｒ０ 呈显著负相

关ꎬ说明提高自我防护意识可以降低基本再生数ꎮ

图 ４　 Ｒ０ 与参数的相关性
Ｆｉｇ.４　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｒ０

　 　 接下来研究当 ｋ＝ ５０时ꎬβ、ξ、γ、α 对感染者密度 ｉｋ 的影响ꎮ
(１) β＝ ０.２ꎬ β＝ ０.５ꎬ β＝ ０.６ꎬ由图 ５(ａ)可知ꎬ感染率 β 越大ꎬ感染者密度越高ꎮ
(２) ξ＝ ０.２ꎬ ξ＝ ０.５ꎬ ξ＝ ０.８ꎬ由图 ５(ｂ)可知ꎬ无自我防护意识易感者转化为有自我防护意识易感者的比

例 ξ 越大ꎬ感染者密度越低ꎮ
(３) γ＝ ０.２ꎬ γ＝ ０.５ꎬ γ＝ ０.８ꎬ由图 ５(ｃ)可知ꎬ恢复率 γ 越大ꎬ感染者密度越低ꎮ
(４) α＝ ０.２ꎬ α＝ ０.５ꎬ α＝ ０.８ꎬ由图 ５(ｄ)可知ꎬ感染率降低比例 α 越大ꎬ感染者密度越低ꎮ

图 ５　 Ｒ０>１时ꎬβ、ξ、γ、α 取不同值下感染者密度时间序列图
Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ βꎬξꎬγꎬα ｖａｌｕｅｓ ｗｈｅｎ Ｒ０>１

　 　 当 αｋ ＝ １ꎬ ε＝ １ꎬ考虑和不考虑意识对感染者密度的影响ꎬ从图 ６ 可以看出ꎬ在整个时间段内ꎬ考虑意识
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时的感染者密度均低于不考虑意识时的感染者密度ꎮ 可见ꎬ提高意识可以降低感染者密度ꎮ

图 ６　 不考虑意识和考虑意识的感染者密度时间序列图
Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｃｏｎｓｃｉｏｕｓｎｅｓｓ ａｎｄ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｃｏｎｓｃｉｏｕｓｎｅｓｓ

４　 结论

本文将易感人群按照有无自我防护意识分为 ２部分建立 ＳＥＩＲ 模型ꎬ引入参数量化ꎬ研究了提高自我防

护意识对降低感染率的影响ꎮ 与已有模型不同的是ꎬ按是否有意识将输入人口分别加入到不同的易感仓室ꎮ
计算得到了基本再生数 Ｒ０ꎬ证明了无病平衡点的稳定性以及当 Ｒ０>１时ꎬ疾病是一致持续的ꎮ 比较考虑意识

和不考虑意识 ２种情况ꎬ提高自我防护意识降低了感染者密度ꎬ有助于减少疾病的传播ꎮ 敏感性分析和数值

模拟进一步证实ꎬ提高个人自我防护意识可以有效降低被感染的概率ꎮ
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