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区制转换与 Ｈａｗｋｅｓ 跳扩散模型下的脆弱欧式期权定价

杜慧源ꎬ范小明∗

(西南交通大学数学学院ꎬ 四川 成都 ６１１７５６)

摘要:研究随机波动率和随机利率模型下含交易对手违约风险的期权定价问题ꎬ该模型中波动率和利率过程的均值回复水平

均由有限状态空间的连续马尔可夫过程控制ꎬ并假设标的资产价格过程和交易对手的资产价格过程均含有跳ꎬ且它们的跳均

服从具有自刺激性的 Ｈａｗｋｅｓ 过程ꎬ以及假设波动率过程中也含有跳ꎮ 利用测度变换、求解贴现特征函数、多元傅里叶变换等

方法ꎬ推导欧式脆弱期权的解析定价公式ꎻ然后利用快速傅里叶变换( ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬ ＦＦＴ)方法计算期权解析定价公式

的有效逼近ꎬ并通过蒙特卡罗仿真检验逼近的准确性ꎻ最后ꎬ对所提模型中不同参数对脆弱看涨期权价格的敏感性进行分析ꎬ
并通过数值实验对比所提出模型与不具有马尔可夫区制转换(Ｍａｒｋｏｖ ｒｅｇｉｍｅ￣ｓｗｉｔｃｈｉｎｇꎬ ＭＲＳ)的随机利率模型的差异ꎬ说明

在模型中引入区制转换对期权定价结果的影响ꎮ
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０　 引言

１９７３ 年ꎬＢｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型[１]的提出对后续的期权定价理论研究产生了广泛而深远的影响ꎮ 为了更好

地描述波动率的微笑现象ꎬ学者们在 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型的基础上进行改进ꎬ通过将波动率视为随机变量以

及在波动率过程中加入跳等方式ꎬ使其更适用于刻画金融市场特征[２￣３]ꎮ 随着场外交易市场的发展ꎬ人们逐
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渐认识到信用风险对金融衍生品定价的影响ꎬ并尝试建立各种信用风险模型ꎮ １９８７ 年ꎬＪｏｈｎｓｏｎ 等[４]首次将

信用风险纳入期权定价模型ꎬ并称之为易受交易对手违约影响的脆弱期权ꎮ 相较于场内期权来说ꎬ由于脆弱

期权总是在场外交易ꎬ交易双方随时可能违约ꎬ因此信用风险是场外交易的双方最为关注的ꎮ 在此后的几十

年里ꎬ国内外许多学者持续不断地对脆弱期权进行了研究ꎬ并取得了丰富的研究成果ꎮ ２０１４ 年ꎬＴｉａｎ 等[５]提

供了一个既面临违约风险又面临标的资产和交易对手资产罕见冲击的脆弱期权定价模型ꎬ假设除了模型中

标的资产价格和对手交易资产价格含有的共同跳跃外ꎬ还存在受各种特定因素影响而发生的共同跳跃ꎬ为后

来脆弱期权价格的研究指明了新的方向ꎮ 近年来学者们普遍认为ꎬ极端和突然的价格运动(跳跃)倾向于在

短时间内集中ꎬ从而产生跳跃的聚集ꎬ即一次跳跃的发生将增加未来发生跳跃的可能性ꎬ导致跳跃存在广泛

的聚集现象ꎮ 于是ꎬ一些学者开始使用能刻画跳跃聚集特征的点过程(如 Ｈａｗｋｅｓ 过程)对资产价格跳跃进

行建模ꎬ他们发现能刻画跳跃聚集的期权定价模型能显著改善定价结果的精度ꎬ并证明了模型的可行

性[６￣８]ꎬ因此ꎬＨａｗｋｅｓ 跳扩散模型能很好地刻画资产价格中的跳跃聚集现象ꎮ
在实践中ꎬ由于金融资产和利率的波动性不仅会随着时间的推移而发生改变ꎬ还可能取决于经济状况的

结构性变化ꎮ 文献研究表明ꎬ马尔可夫区制转换(Ｍａｒｋｏｖ ｒｅｇｉｍｅ￣ｓｗｉｔｃｈｉｎｇꎬ ＭＲＳ)模型可以用来描述经济条

件变化对资产价格动态的影响ꎮ １９８９ 年ꎬＨａｍｉｌｔｏｎ[９]提出了一种 ＭＲＳ 模型ꎬ该模型允许波动率在不同经济

状态之间切换ꎬ可以捕捉更复杂的资产动态ꎮ 此后ꎬ在 ＭＲＳ 模型基础上ꎬ许多学者们对脆弱期权的定价进

行了一些研究ꎮ Ｘｉｅ 等[１０]在研究脆弱期权定价时假设方差和利率过程的均值回复水平均由有限状态空间

的连续马尔可夫过程控制ꎬ模型同时考虑了波动性风险、利率风险和区制转换风险的影响ꎮ 一些学者在区制

转换跳扩散模型下研究了欧式脆弱期权的估值问题ꎬ并通过快速傅里叶变换( ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬ ＦＦＴ)得
到模型的特征函数的解析式ꎬ理论分析和数值算例的结果均说明了该方法的实用性[１１￣１２]ꎮ

在前人研究的基础上ꎬ本文提出了一种效果更好、考虑情况更为全面的脆弱期权定价模型ꎮ 该模型同时

考虑了波动性风险、利率风险、跳跃聚集和区制转换风险的影响ꎬ与现有的大多数关于脆弱期权定价的文献

相比ꎬ该模型可以更好地描述市场特征ꎮ

１　 模型介绍

本章引入带跳的 Ｈｅｓｔｏｎ 随机波动率模型ꎬ该模型中波动率的均值回归水平满足有限状态空间的连续时

间马尔可夫过程ꎬ利率过程由随机波动率和非负常数的线性组合构成ꎬ并且将 Ｈａｗｋｅｓ 跳过程与标的资产价

格和交易对手资产价格动态模型结合起来ꎬ利用 Ｆｅｙｎｍａｎ－Ｋａｃ 定理ꎬ推导出对数标的资产价格和对数交易

对手资产价格的贴现联合特征函数ꎮ
考虑具有有限时间范围的连续时间区间 τ＝[０ꎬＴ]ꎬ Ｔ<∞ ꎮ 假设(ΩꎬＦꎬＱ)是完备的概率空间ꎬＱ 为风险

中性测度ꎮ 根据文献[１３]ꎬ本文假设连续时间、有限状态、可观测马尔可夫链{Ｘ ｔ} ｔ∈τ的取值空间为 Π ＝ (ｅ１ꎬ
ｅ２ꎬ􀆺ꎬｅΝ)⊂ＲＮꎬ对任何 １≤ｊ≤Ｎꎬｅｊ 是第 ｊ 项为 １、其余项为 ０ 的向量ꎬ则集合 Π 称为{Ｘ ｔ}的规范状态空间ꎮ
令 Ｑ＝(ｑｉｊ) ｉꎬｊ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ为 Ｘ ｔ 在测度 Ｑ 下的转移速率矩阵ꎬ其中对于 ｉ≠ｊꎬ ｑｉｊ为在时间间隔内从状态 ｅｉ 到 ｅｊ 的

恒定转移速率ꎬ并且满足对于 ｉ≠ｊꎬ有 ｑｉｊ≥０ 以及 ∑
Ｎ

ｉ
ｑｉｊ ＝ ０ꎬ ｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎮ Ｅｌｌｉｏｔｔ 等[１３] 研究表明ꎬＸ ｔ 具有

半鞅表示

Ｘ ｔ ＝Ｘ０＋ ∫ｔ
０
ＱＸｓｄｓ＋Ｍｔꎮ

其中 Ｍｔ 是一个鞅ꎮ
设 Ｗｔ ＝(Ｗ１ｔꎬＷ２ｔꎬＷｚ

ｔ )是在(ΩꎬＦꎬＱ )上相互独立ꎬ且与 Ｘ ｔ 无关的三维布朗运动ꎮ 假设在风险中性测度

Ｑ 下ꎬＳｔ、Ｖ ｔ 分别表示标的资产和交易对手资产在 ｔ 时刻的价格ꎮ 令 Ｙ１ｔ ＝ ｌｎ(Ｓｔ)ꎬＹ２ｔ ＝ ｌｎ(Ｖ ｔ)ꎬ则 Ｙ１ｔ和 Ｙ２ｔ满足

下列微分方程:

ｄＹ１ｔ ＝(ｒｔ－λ１ｔｍ１－
１
２
σ２

ｓ ｚｔ)ｄｔ＋σｓ ｚｔ ｄＷ１ｔ＋ξ１ｔｄＮ１ｔꎬ

ｄＹ２ｔ ＝(ｒｔ－λ２ｔｍ２－
１
２
σ２

ｖｚｔ)ｄｔ＋σｖ ｚｔ ｄＷ２ｔ＋ξ２ｔｄＮ２ｔꎬ
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其中 σｓ、σｖ 均为常数ꎮ
波动率 ｚｔ 满足如下随机微分方程:

ｄｚｔ ＝ ｋｚ(θＸｔ
－ｚｔ)ｄｔ＋σｚ ｚｔ ｄＷｚ

ｔ ＋Ｊ(ｚ)ｄＮｚ
ｔ ꎬ

其中:ｒｔ 为无风险利率ꎬ满足 ｒｔ ＝ ｒ０＋ｒ１ｚｔ(这里假设 ｒｔ 为波动率 ｚｔ 的函数)ꎻｒ０、ｒ１、σｚ、σｓ 均为常数ꎻＪ( ｚ)为波

动率 ｚｔ 的跳跃幅度ꎬ且服从指数分布ꎬ即 Ｊ( ｚ) ~ ｅｘｐ( １
ξ
)ꎻ ｋｚ 为波动率的均值回复速度ꎻ均值回复水平θＸｔ

＝

‹θꎬＸ ｔ›ꎬ其中‹􀅰ꎬ􀅰›表示 ２ 个向量的内积ꎬθ＝(θ１ꎬθ２ꎬ􀆺ꎬθＮ)∈ＲＮꎬ表示波动率的均值回复水平的 Ｎ 个状态ꎮ
对每个 ｊ∈１ꎬ２ꎬ假设跳跃幅度 ξｊｔ是独立同分布的随机变量序列ꎬξｊｔ ~Ｎ(μｊꎬσ２

ｊ )ꎬ且 ｍｊ ＝Ｅ[ｅξｊｔ－１]ꎮ Ｎｊｔ是

强度为 λ ｊｔ的 Ｈａｗｋｅｓ 过程ꎬ其中

ｄλ ｊｔ ＝ηｊ(λ ｊ－λ ｊｔ)ｄｔ＋γｊｊｄＮｊｔꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎮ
Ｗ１ｔ、Ｗ２ｔ、Ｗｚ

ｔ 均为测度 Ｑ 下的标准布朗运动ꎬ且 ｄＷ１ｔｄＷ２ｔ ＝ ρ１ｄｔꎬ ｄＷ１ｔｄＷｚ
ｔ ＝ ρ２ｄｔꎬ ｄＷ２ｔｄＷｚ

ｔ ＝ ρ３ｄｔꎮ 最后假设

η１、 η２、 γ１１、 γ２２均为常数ꎮ Ｆ Ｙ１ ＝(Ｆ Ｙ１
ｔ ) ｔ∈τ、Ｆ Ｙ２ ＝(Ｆ Ｙ２

ｔ ) ｔ∈τ、 Ｆ ｚ ＝(Ｆ ｚ
ｔ ) ｔ∈τ表示 Ｙ１ｔ、Ｙ２ｔ、ｚｔ 生成的域流ꎬ并且

Ｆｔ ＝(Ｆ Ｘ
ｔ )∧(Ｆ Ｙ１

ｔ )∧(Ｆ Ｙ２
ｔ )∧(Ｆ ｚ

ｔ )ꎬ其中“∧”表示最小的 σ￣域ꎮ
注 １　 如果所有状态的均值回复水平彼此相等或转移速率矩阵 Ｑ ＝ ０ꎬ则所提出的模型将退化为具有随

机利率的 Ｈｅｓｔｏｎ 模型ꎬ这意味着所有状态的均值回复水平等于状态 １ 的当前水平ꎬ并且该金融市场不存在

实际的区制转换ꎮ

２　 特征函数

根据文献[１４]ꎬ本章将求得 Ｙ１ｔꎬＹ２ｔ在 Ｑ 下的联合条件特征函数ꎬ令 ＡＴ ＝ (Ｙ１ＴꎬＹ２Ｔ) Ｔꎬ ϕ＝ (ϕ１ꎬϕ２) Ｔꎬ则
ＡＴ 的条件特征函数为

ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ＥＱ[ｅ －∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡＴ ｜ Ｙ１ｔ ＝ ｙ１ꎬ Ｙ２ｔ ＝ ｙ２ꎬ ｚｔ ＝ ｚꎬ Ｘ ｔ]

＝ＥＱ[ ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡＴ ｜ＦｔꎬＸ ｔ]ꎬ

其中 ｉ＝ －１ ꎮ
令 ＡＪ( ｔ)和 Ａｃ( ｔ)满足随机微分方程

ｄＡＪ
ｔ ＝(－λ１ｔｍ１ｄｔ＋ｄＪ１ｔꎬ－λ２ｔｍ２ｄｔ＋ｄＪ２ｔ) Ｔ

ｄＡｃ
ｔ ＝(ｄＹ ｃ

１ｔꎬｄＹ ｃ
１ｔ) Ｔꎬ{ ꎬ

其中ꎬ
ｄＪｉｔ ＝ ξｊｔｄＮｉｔꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ

ｄＹ ｃ
１ｔ ＝(ｒｔ－

１
２
ｚｔ)ｄｔ＋σｓ ｚｔ ｄＷ ｓ

１ｔꎬ

ｄＹ ｃ
２ｔ ＝(ｒｔ－

１
２
σ２)ｄｔ＋σｖ ｚｔ ｄＷ ｓ

２ｔꎬ

则显然有 Ａｔ ＝Ａｃ
ｔ ＋ＡＪ

ｔ ꎮ 因为 Ｊｊｔꎬ ｊ＝ １ꎬ２ 与 Ｗｓ
１ｔ、Ｗｓ

２ｔ、Ｗｖ
ｔ 相互独立ꎬ所以

ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ｆｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎬ

其中ꎬ ｆｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ＥＱ[ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡｃ
Ｔ ｜ＦｔꎬＸ ｔ]ꎬ ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ Ｅ Ｑ[ｅｉϕＴＡＪ

Ｔ ｜ＦｔꎬＸ ｔ]ꎮ
首先求 ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎬ令

Ｙ^ ｔ ＝(λ１ｔꎬλ２ｔꎬ－ｍ１∫ｔ
０
λ１ｓｄｓ＋Ｊ１ｔꎬ－ｍ２ ∫ｔ

０
λ２ｓｄｓ＋Ｊ２ｔ) Ｔꎬ

则 Ｙ^ ｔ 是一个满足方程(１)的四维仿射跳扩散过程

ｄＹ^ ｔ ＝ ( α^ ＋ β^Ｙ^ ｔ)ｄｔ ＋∑
２

ｊ ＝１
γｊｊｄＫｊｔꎬ

λ ｊｔ ＝ δ^ ｊ Ｙ^ ｔꎬ
{ (１)
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其中ꎬα^＝(η１λ１ꎬη２λ２ꎬ０ｖ) Ｔꎬ β^ ＝
ｄｉａｇ(－η１ꎬ－η２) ０Ｍ

ｄｉａｇ(－ｍ１ꎬ－ｍ２) ０Ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｋｊｔ ＝ (Ｎｊｔ１ｖꎬ Ｊｊｔ１ｖ) Ｔꎬ γ１ ＝ ｄｉａｇ (γ１１ꎬ０ꎬｅ１) Ｔꎬ γ２ ＝

ｄｉａｇ(０ꎬγ２２ꎬｅ２) Ｔꎬ δ^ ｊ ＝(ｅｊꎬ０ｖ)ꎬ这里 ０ｖ 表示元素为 ０ 的二维行向量ꎬ０Ｍ 表示元素全为 ０ 的 ２×２ 矩阵ꎬ１ｖ 表示

元素全为 １ 的二维行向量ꎬｅｊ 表示二维行向量中第 ｊ 个元素为 １ꎬ其他元素为 ０ꎮ

根据文献[１５]ꎬ Ｙ^Ｔ 在时间 ｔ 的条件特征函数为

ｆＹ^(εꎬｔꎬＴ)＝ ＥＱ[ｅεＴＹ^Ｔ ｜Ｆ ｔ] ＝ ｅｘｐ(Ｇ１(εꎬｔꎬＴ)＋Ｇ２ (εꎬｔꎬＴ) Ｔ Ｙ^ ｔ)ꎬ　 ε∈Ｃ ４ꎬ
其中ꎬ Ｇ２(εꎬｔꎬＴ)＝ (Ｇ２１(εꎬｔꎬＴ)ꎬＧ２２(εꎬｔꎬＴ)ꎬＧ２３(εꎬｔꎬＴ)ꎬＧ２４(εꎬｔꎬＴ)) Ｔ 满足以下微分方程:

ｄＧ１(εꎬｔꎬＴ)
ｄｔ

＝ －α^ＴＧ２(εꎬｔꎬＴ)ꎬ

ｄＧ２(εꎬｔꎬＴ)
ｄｔ

＝－ β^ＴＧ２(εꎬｔꎬＴ) －∑
２

ｊ ＝１
(ψｊ(Ｇ２(εꎬｔꎬＴ))－１) δ^Ｔ

ｊ ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中ꎬψｊ(ｗ) ＝ ∫
Ｒ
ｅｗＴϑ(ｙ)ｄＦ ｊ(ｙ)ꎬ ｗ ∈ Ｃ ４ꎬ ϑ(ｙ) ＝ (１ｖꎬｙ１ｖ) Ｔꎬ Ｆ ｊ(ｙ) 是均值为 μｊ、方差为 σ２

ｊ 的正态分布

函数ꎮ
此外ꎬ边界条件 Ｇ１(εꎬ０) ＝ ０ꎬ Ｇ２(εꎬ０) ＝ εꎬ从而可得

ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) ＝ ｆＹ^((０ｖꎬｉϕ１ꎬｉϕ２)ꎬｔꎬＴ)ꎮ (２)
方程组(２) 通常没有闭式解ꎬ因此需要采用 Ｒｕｎｇｅ － Ｋｕｔｔａ 算法对其进行求解ꎮ

下面求解 ｆｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎮ 由于 ｆｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) 中有马尔可夫链的存在ꎬ因此导致该特征函数的求解较

为困难ꎮ 在本文中ꎬ采用文献[１０￣１６] 引入的方法ꎬ由于马尔可夫链 Ｘ ｔ 在整个生命周期[０ꎬＴ] 内是已知的ꎬ

因此 θＸｔ
不 再 是 随 机 变 量ꎬ 而 是 一 个 随 时 间 变 化 的 函 数 θｔꎬ 因 此ꎬ 可 以 先 求 ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) ＝

ＥＱ[ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡｃ
Ｔ｜ ＦｔꎬＸＴ]ꎮ

定理 １　 若 Ａｃ
ｔ 由上式确定ꎬ则 Ｙ ｃ

１ｔ、Ｙ ｃ
２ｔ的联合特征函数为

ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ｅｘｐ(Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ｚ＋Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)＋ｉϕ１ｙｃ
１＋ｉϕ２ｙｃ

２)ꎬ　 τ＝Ｔ－ｔꎬ
其中

Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ) ＝
α１(ϕ１ꎬϕ２) ＋α２(ϕ１ꎬϕ２)

σ２
ｚ

１－ｅ－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

１ － α３(ϕ１ꎬϕ２)ｅ
－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

ꎬ

Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ) ＝ ｒ０( ｉϕ１ ＋ ｉϕ２ －１)τ ＋ ｋｚ ∫τ

０
θｓＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)ｄｓ ＋ λ ∫τ

０

１
１ － ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ －λτꎬ

ａ(ϕ１ꎬϕ２) ＝ (ρ２σｓσｚ ｉϕ１ ＋ ρ３σｖσｚ ｉϕ２ － ｋｚ) ２ － ２σ２
ｚ [(ｒ１ －

１
２
σ２

ｓ) ｉϕ１ ＋ (ｒ１ －
１
２
σ２

ｖ) ｉϕ２

－ １
２
σ２

ｓϕ２
１ －

１
２
σ２

ｖϕ２
２ － ρ１σｓσｖϕ１ϕ２ － ｒ１ ]ꎬ

α１(ϕ１ꎬϕ２) ＝ ａ(ϕ１ꎬϕ２) ꎬ
α２(ϕ１ꎬϕ２) ＝ ρ２σｓσｚ ｉϕ１ ＋ ρ３σｖσｚ ｉϕ２ － ｋｚꎬ

α３(ϕ１ꎬϕ２) ＝
α２(ϕ１ꎬϕ２) ＋ α１(ϕ１ꎬϕ２)
α２(ϕ１ꎬϕ２) － α１(ϕ１ꎬϕ２)

ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

证明　 将 Ｆｅｙｎｍａｎ－Ｋａｃ 定理应用到 ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎬ将得到偏微分方程

　
∂ｆ^ ｃ
∂ｔ

＋(ｒ－ １
２
σ２

ｓ ｚ)
∂ｆ^ ｃ
∂Ｙ１

＋(ｒ－ １
２
σ２

ｖｚ)
∂ｆ^ ｃ
∂Ｙ２

＋ｋｚ(θｔ－ｚ)
∂ｆ^ ｃ
∂ｚ

＋ １
２
σ２

ｓ ｚ
∂２ ｆ^ ｃ
∂Ｙ２

１

＋ １
２
σ２

ｖｚ
∂２ ｆ^ ｃ
∂Ｙ２

２

＋ １
２
σ２

ｚ ｚ
∂２ ｆ^ ｃ
∂ｚ２

＋ρ１σｓσｖｚ
∂２ ｆ^ ｃ

∂Ｙ１∂Ｙ２
＋ρ２σｓσｚｚ

∂２ ｆ^ ｃ
∂Ｙ１∂ｚ

＋ρ３σｖσｚｚ
∂２ ｆ^ ｃ
∂Ｙ２∂ｚ

－(ｒ０＋ｒ１ｚ) ｆ^ ｃ

＋λＥ[ ｆ^ ｃ(Ｙ１ｔꎬＹ２ｔꎬｚｔ＋Ｊｚ(ｚ)ꎬｔꎬＴꎬϕ１ꎬϕ２)－ｆ^ ｃ(Ｙ１ｔꎬＹ２ｔꎬｚｔꎬｔꎬＴꎬϕ１ꎬϕ２)] ＝ ０ꎮ
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假设特征函数 ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)具有如下形式:

ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ｅｘｐ(Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ｚ＋Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)＋ｉϕ１ｙｃ
１＋ｉϕ２ｙｃ

２)ꎬ　 τ＝Ｔ－ｔꎬ
其中边界条件 Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬ０)＝ ０ꎬ Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬ０)＝ ０ꎬ将上述公式代入可得

∂Ａ
∂ｔ
ｚ＋∂Ｂ

∂ｔ
＋(ｒ０＋ｒ１ｚ－

１
２
σ２

ｓ ｚ) ｉϕ１＋(ｒ０＋ｒ１ｚ－
１
２
σ２

ｖｚ) ｉϕ２＋ｋｚ(θｔ－ｚ)Ａ－
１
２
σ２

ｓ ｚϕ２
１－

１
２
σ２

ｖｚϕ２
２－ρ１σｓσｖｚϕ１ϕ２

＋ρ２σｓσｚｚｉϕ１Ａ＋ρ３σｖσｚｚｉϕ２Ａ＋
１
２
σ２

ｚ ｚＡ２－(ｒ０＋ｒ１ｚ)＋λ(
１

１－Ａξ
－１)＝ ０ꎬ

因此ꎬ可得到常微分方程组

－∂Ａ
∂ｔ

＝ １
２
σ２

ｚＡ２＋(ρ２σｓσｚ ｉϕ１＋ρ３σｖσｚ ｉϕ２－ｋｚ)Ａ

＋[(ｒ１－
１
２
σ２

ｓ) ｉϕ１＋(ｒ１－
１
２
σ２

ｖ) ｉϕ２－
１
２
σ２

ｓϕ２
１－

１
２
σ２

ｖϕ２
２－ρ１σｓσｖϕ１ϕ２－ｒ１]ꎬ

－∂Ｂ
∂ｔ

＝ ｒ０( ｉϕ１＋ｉϕ２)＋ｋｚθｔＡ－ｒ０＋λ(
１

１－Ａξ
－１)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(３)

为了便于求解ꎬ式(３)可以改写为

∂Ａ
∂τ

＝ １
２
σ２

ｚＡ２＋(ρ２σｓσｚ ｉϕ１＋ρ３σｖσｚ ｉϕ２－ｋｚ)Ａ

＋[(ｒ１－
１
２
σ２

ｓ) ｉϕ１＋(ｒ１－
１
２
σ２

ｖ) ｉϕ２－
１
２
σ２

ｓϕ２
１－

１
２
σ２

ｖϕ２
２－ρ１σｓσｖϕ１ϕ２－ｒ１]ꎬ

∂Ｂ
∂τ

＝ ｒ０( ｉϕ１＋ｉϕ２)＋ｋｚθｔＡ－ｒ０＋λ(
１

１－Ａξ
－１)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

先求 Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ꎮ 首先令

　 　 　 ａ(ϕ１ꎬϕ２)＝ (ρ２σｓσｚ ｉϕ１＋ρ３σｖσｚ ｉϕ２－ｋｚ) ２

－２σ２
ｚ[(ｒ１－

１
２
σ２

ｓ) ｉϕ１＋(ｒ１－
１
２
σ２

ｖ) ｉϕ２－
１
２
σ２

ｓϕ２
１－

１
２
σ２

ｖϕ２
２－ρ１σｓσｖϕ１ϕ２－ｒ１]ꎬ

α１(ϕ１ꎬϕ２)＝ ａ(ϕ１ꎬϕ２) ꎬ α２(ϕ１ꎬϕ２)＝ ρ２σｓσｚ ｉϕ１＋ρ３σｖσｚ ｉϕ２－ｋｚꎬ α３(ϕ１ꎬϕ２)＝
α２(ϕ１ꎬϕ２)＋α１(ϕ１ꎬϕ２)
α２(ϕ１ꎬϕ２)－α１(ϕ１ꎬϕ２)

ꎬ

可直接求得

Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)＝
α１(ϕ１ꎬϕ２)＋α２(ϕ１ꎬϕ２)

σ２
ｚ

１－ｅ－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

１－α３(ϕ１ꎬϕ２)ｅ
－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

ꎮ

对于 Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ꎬ对微分方程两边同时积分ꎬ可得

Ｂ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)＝ ｒ０( ｉϕ１＋ｉϕ２－１)τ＋ ｋｚ ∫τ

０
θｓＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)ｄｓ＋λ ∫τ

０

１
１－ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ－λτꎮ

对于 λ ∫τ

０

１
１－ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ 的求解ꎬ首先进行如下近似(详细证明见文献[１７]):

１－ｅ－ｌ１τ≈ １－ｅ－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

１－α３(ϕ１ꎬϕ２)ｅ
－α１(ϕ１ꎬϕ２)τ

ꎬ

其中 ｌ１ ＝ －ｌｎ(
ｅ－α１(ϕ１ꎬϕ２) －α３(ϕ１ꎬϕ２)ｅ

－α１(ϕ１ꎬϕ２)

１－α３(ϕ１ꎬϕ２)ｅ
－α１(ϕ１ꎬϕ２)

)ꎮ 于是

Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)≈Ｃ１(１－ｅ
－ｌ１τ)ꎬ

其中 Ｃ１ ＝
α１(ϕ１ꎬϕ２)＋α２(ϕ１ꎬϕ２)

σ２
ｚ

ꎮ 将 Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)代入

∫τ

０

１
１－ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ＝ ∫τ

０

１
１－Ｃ１ξ(１－ｅ

－ｌ１ｓ)
ｄｓꎬ (４)

对式(４)右端积分ꎬ
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∫τ

０

１
１－ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ＝ －
ｌｎ(１－Ｃ１ξ＋Ｃ１ξｅ

－ｌ１τ)
ｌ１(Ｃ１ξ－１)

＋
－ｌ１τ

ｌ１(Ｃ１ξ－１)
ꎮ

定理 ２　 根据文献[１０]ꎬ假设过程 Ｙ１ｔ、Ｙ２ｔ、ｚｔ 服从该模型ꎬ则 ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)的表达式为

ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ｅｘｐ[ ｉϕ１ｙｃ
１＋ｉϕ２ｙｃ

２＋Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ｚ＋Ｈ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)]×‹ｅＵＸ ｔꎬＩ›ꎬ

其中ꎬτ＝Ｔ－ｔꎬ Ｕ＝ ∫Ｔ
ｔ
[ＱＴ＋ｄｉａｇ[ｋｚＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)θ]]ｄｓꎬ

Ｈ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)＝ ｒ０( ｉϕ１＋ｉϕ２－１)τ＋ λ ∫τ

０

１
１ － ξＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)

ｄｓ －λτꎮ

证明　 由累次条件期望公式得

ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ Ｅ Ｑ[ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡＴ ｜ ＦｔꎬＸ ｔ]

＝ＥＱ[Ｅ Ｑ[ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡＴ ｜ ＦｔꎬＸＴ] ｜ Ｘ ｔ]
＝Ｅ Ｑ[ ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) ｆ^ ｃ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ) ｜Ｘ ｔ]
＝ ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ｅｘｐ( ｉϕ１ｙｃ

１＋ｉϕ２ｙｃ
２＋Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ｚ

＋Ｈ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ))Ｅ Ｑ[ｅｋｚ∫Ｔｔ θｓＡ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)ｄｓ ｜ Ｘ ｔ]
＝ ｆＪ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ｅｘｐ( ｉϕ１ｙｃ

１＋ｉϕ２ｙｃ
２＋Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ)ｚ

＋Ｈ(ϕ１ꎬϕ２ꎬτ))Ｅ Ｑ[ ｅｋｚ∫Ｔｔ ‹Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)θꎬＸｔ›ｄｓ ｜Ｘ ｔ]ꎮ
根据文献[文献 １８]中的引理 Ａ.１ 或文献[１０]中的定理 ２ꎬ可以很容易地得到

ＥＱ[ ｅｋｚ∫τ０‹Ａ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｓ)θꎬＸｔ›ｄｓ ｜Ｘ ｔ] ＝‹ｅＵＸ ｔꎬＩ›ꎬ
证毕ꎮ

于是可得出 Ｐ( ｔꎬＴ)＝ ｆ(０ꎬ０ꎬｔꎬＴ)ꎬ其中 Ｐ( ｔꎬＴ)＝ ＥＱ [ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ ｜Ｆｔ ]表示在 Ｔ 时刻到期的零息债券在 ｔ 时
刻的价格ꎮ

３　 脆弱期权定价

３.１　 脆弱期权在市场中的应用

根据文献[４]ꎬ脆弱期权即易受交易对手违约风险(又被称为反方风险ꎬ是指在期权交易中ꎬ期权的卖方

无法按照期权合约的规定ꎬ满足买方的行权要求)影响的期权ꎬ其交易场所通常发生在场外ꎬ因为它们直接

由 ２ 个交易对手进行交易ꎬ而没有中央对手方(如交易所)来保障交易的履约ꎮ
以下是含有交易对手违约风险的期权在市场中的应用ꎮ
１)风险交易:一些愿意承担高风险来换取高回报的投资者ꎬ可能会进行含有交易对手违约风险的期权

交易ꎮ
２)风险对冲:一些大型企业或金融机构ꎬ在面临市场价格波动的风险(如利率、汇率、商品价格等)时ꎬ可

能会购买含有交易对手违约风险的期权来进行对冲ꎮ
３)信用风险管理:对于面临显著信用风险的投资者或企业ꎬ通过购买含有交易对手违约风险的期权ꎬ可

以把风险转移给期权卖方ꎮ
３.２　 脆弱期权定价公式

在风险中性测度 Ｑ 下ꎬ执行价格为 Ｋꎬ到期日为 Ｔ 的脆弱期权在时间 ０≤ｔ≤Ｔ 的价格为

Ｃ(ＳｔꎬＶ ｔꎬｒｔꎬｚｔ)＝ Ｅ Ｑ[ ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ( Ｉ{ＶＴ≥Ｄ∗} (ＳＴ－Ｋ) ＋＋Ｉ{ＶＴ<Ｄ∗}

(１－ω)ＶＴ (ＳＴ－Ｋ) ＋

Ｄ
) ｜Ｆｔ ]ꎬ

其中:ω 为企业重组或破产的损失比例ꎻＤ 为交易对手需偿还的债务ꎻＤ∗为常数违约边界ꎬ且通常小于 Ｄꎬ这
是因为当 ＶＴ<Ｄ 时交易对手还可能继续保持经营ꎮ 当信用事件发生时ꎬ期权承约方按照名义赔付的

(１－ω)ＶＴ

Ｄ
支付给期权的持有者ꎮ 若 ＶＴ>Ｄꎬ则信用事件不会发生ꎬ期权持有者在 Ｔ 时刻将获得全部的赔付ꎮ
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由于在风险中性测度 Ｑ 下ꎬ该定价公式存在多个随机变量ꎬ使得直接求得该模型下的期权价格较为困

难ꎬ因此先通过 Ｒａｄｏｎ－Ｎｉｋｏｄｙｍ 导数定义远期测度 Ｑ Ｓꎬ即

ｄＱ Ｓ

ｄＱ
＝ ｅ－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ
Ｐ( ｔꎬＴ)

ꎬ

那么在 Ｑ Ｓ下ꎬ期权价格的计算公式为

Ｃ(ｋꎬζ)＝ Ｃ(ＳｔꎬＶ ｔꎬｒｔꎬｚｔ)＝ Ｐ( ｔꎬＴ)ＥＱ Ｓ[ Ｉ{ＶＴ≥Ｄ∗}(ＳＴ－Ｋ) ＋＋Ｉ{ＶＴ<Ｄ∗}

(１－ω)ＶＴ (ＳＴ－Ｋ) ＋

Ｄ
｜Ｆｔ ]

＝Ｐ( ｔꎬＴ)ＥＱ Ｓ[ Ｉ{ｅＹ２Ｔ≥ｅζ}(ｅＹ１Ｔ－ｅｋ) ＋＋Ｉ{ｅＹ２Ｔ<ｅζ}
(１－ω)ｅＹ２Ｔ(ｅＹ１Ｔ－ｅｋ) ＋

Ｄ
｜Ｆｔ ]ꎬ

其中ꎬＹ１Ｔ ＝ ｌｎ ＳＴꎬ Ｙ２Ｔ ＝ ｌｎ ＶＴꎬ ｋ＝ ｌｎ Ｋꎬ ζ＝ ｌｎ Ｄ∗ꎮ
通过测度变换的 Ｒａｄｏｎ－Ｎｉｋｏｄｙｍ 导数将 Ｑ Ｓ下的期望转换为 Ｑ 测度下的期望

　 　 φ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)＝ ＥＱ Ｓ[ｅｉϕＴＡＴ ｜Ｙ１ｔ ＝ ｙ１ꎬ Ｙ２ｔ ＝ ｙ２ꎬ ｚｔ ＝ ｚꎬ Ｘ ｔ]

＝ＥＱ [ｅ
－∫Ｔｔ ｒｓｄｓ＋ｉϕＴＡＴ

Ｐ( ｔꎬＴ)
｜Ｙ１ｔ ＝ ｙ１ꎬＹ２ｔ ＝ ｙ２ꎬｚｔ ＝ ｚꎬＸ ｔ] ＝ １

Ｐ( ｔꎬＴ)
ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎮ

定理 ３　 若标的资产价格 Ｖ ｔ 和交易对手资产价格 Ｖ ｔ 的联合特征函数 ｆ(ϕ１ꎬϕ２ꎬｔꎬＴ)ꎬ则该脆弱欧式看

涨期权的价格为

Ｃ(ｋꎬζ)＝ Ｐ( ｔꎬＴ)Ｃ１(ｋꎬζ)＋Ｐ( ｔꎬＴ)
(１－ω)

Ｄ
Ｃ２(ｋꎬζ)ꎬ

其中

Ｃ１(ｋꎬζ)＝
ｅ－α１ｋ－β１ζ

(２π) ２ ∫
＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｅ－ｉ(δ１ｋ＋δ２ζ) ｃ^１(δ１ꎬδ２)ｄδ１ｄδ２ꎬ

Ｃ２(ｋꎬζ)＝
ｅ－α１ｋ＋β２ζ

(２π) ２ ∫
＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｅ－ｉ(δ１ｋ＋δ２ζ) ｃ^２(δ１ꎬδ２)ｄδ１ｄδ２ꎬ

ｃ^１(δ１ꎬδ２)＝
φ(δ１－(α１＋１) ｉꎬδ２－ｉβ１ꎬｔꎬＴ)

(α２
１＋α１－δ２

１＋ｉ(２α１＋１)δ１)( ｉδ２＋β１)
ꎬ

ｃ^２(δ１ꎬδ２)＝
φ(δ１－(α１＋１) ｉꎬδ２－(１－β２) ｉꎬｔꎬＴ)

(α２
１＋α１－δ２

１＋ｉ(２α１＋１)δ１)(－ｉδ２＋β２)
ꎬ

其中 α１ꎬβ１ꎬβ２>０ 为阻尼系数ꎮ 详细证明见文献[１４]或附录 Ａꎮ
３.３　 ＦＦＴ 算法过程

根据文献[１４]ꎬ为了便于求解ꎬ首先采用梯形公式来近似双重积分 Ｃ１(ｋꎬζ)、Ｃ２(ｋꎬζ)的步骤与其类似ꎮ

Ｃ１(ｋꎬζ)≈
ｅ－α１ｋ－β１ζ

(２π) ２ ∑
Ｎ－１

ａ１ ＝０
∑
Ｎ－１

ｂ１ ＝０
ｅ－ｉ(ｓａ１ｋ

＋ｓｂ１ζ) ｃ^１(ｓａ１ꎬｓｂ１)ω１ω２ꎬ

其中:ｓａ１ ＝(ａ１－
Ｎ
２
)ω１ꎻ ｓａ２ ＝(ａ２－

Ｎ
２
)ω２ꎻ ａ１ꎬｂ１ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎬ Ｎ 是区间数目ꎬω１、ω２ 为步长ꎮ

在二维 ＦＦＴ 算法中ꎬ定义

ｋｐ１
＝(ｐ１－

Ｎ
２
)􀭹λ１ꎬ　 ζｑ１ ＝(ｑ１－

Ｎ
２
)􀭹λ２ꎬ

其中:􀭹λ１ω１ ＝􀭹λ２ω２ ＝
２π
Ｎ

ꎻ ０≤ｐ１ꎬ ｑ１≤Ｎꎮ 对 Ｎ×Ｎ 个不同对数执行价格和不同对数违约边界ꎬＣ１(ｋｐ１ꎬζｑ１)可以

近似表示为

φ１( ｔꎬＴ)＝ (－１) ｐ１＋ｑ１∑
Ｎ－１

ａ１ ＝０
∑
Ｎ－１

ｂ１ ＝０
ｅ－２πｉ

Ｎ (ａ１ｐ１＋ｂ１ｑ１)[(－１) ａ１＋ｂ１ ｃ^１(ｓａ１ꎬｓｂ１)]ꎬ

其中 φ１( ｔꎬＴ)＝ (－１) ｐ１＋ｑ１∑
Ｎ－１

ａ１ ＝０
∑
Ｎ－１

ｂ１ ＝０
ｅ－２πｉ

Ｎ (ａ１ｐ１＋ｂ１ｑ１)[(－１) ａ１＋ｂ１ ｃ^１( ｓａ１ꎬｓｂ１)]ꎮ 用类似的方法也可求得 Ｃ２(ｋꎬζ)的数
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值近似 Ｃ２(ｋｐ１ꎬζｑ１)ꎮ

４　 数值分析

本章基于 ＦＦＴ 方法对构建的脆弱期权定价模型进行数值分析ꎮ 简单起见ꎬ在计算时ꎬ令 Ｎ＝ ２ ０４８ꎬ ω１ ＝

ω２ ＝
６００
Ｎ

ꎬ 􀭹λ１ ＝􀭹λ２ ＝
２π
Ｎω１

ꎬ α１ ＝ １.２ꎬ β１ ＝β２ ＝ ２ꎮ 表 １ 是基于文献[１０￣１４]设置的基准参数值ꎮ

表 １　 基准参数值
Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

参数 Ｓ０ Ｖ０ Ｔ ρ１ ρ２ ρ３ σｓ σｚ σｖ ｋｚ ｒ０ ｒ１ λ ξ
参数值 １０ １０ ０.５ ０.５ －０.５ ０.３ ０.３ ０.２ ０.２ ０.２ ０.０３ ０.２ ２ ０.５
参数 θ１ θ２ ｚ０ η１ η２ λ１ λ２ γ１１ γ２２ μ１ μ２ σ１ σ２

参数值 ０.０２ ０.２ ０.０２ １８ １８ １ １ ４ ４ ０.１ ０.１ ０.２４ ０.２４

　 　 表 ２ 提供了利用本文给出的 ＦＦＴ 方法与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟分别得出的脆弱期权的定价结果ꎬ其中 ＲＥ
( ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ)表示采用 ＦＦＴ 方法的期权价格与 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟的期权价格之间的最大相对误差(计算公

式:ＲＥ(％)＝
ＰＦＦＴ－ＰＭｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ

ＰＦＦＴ
×１００％ꎮ 通过比较二者得出的结果ꎬ可以看出本文给出的脆弱期权的定价公式

具有较高的准确性ꎮ 此外ꎬＦＦＴ 大约需要 ４３７ ｓ 的时间来产生 ２ ０４８ 个期权价格ꎬ而 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟大约需

要 ６７ ｓ 的时间来产生单个期权价格ꎬ因此ꎬＦＦＴ 方法相较于 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 法来说计算效率也更高ꎮ
表 ２　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 与 ＦＦＴ 求解结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ａｎｄ ＦＦＴ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ
Ｋ ＦＦＴ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ＲＥ / ％
８.０ ３.１６４ ６ ３.１５９ ９ －０.１４７ ５
８.２ ３.０７２ １ ３.０７６ ３ ０.１３５ ９
８.４ ２.９８４ ４ ３.００１ ２ ０.５６４ ３
８.６ ２.９０１ ０ ２.９０６ ８ ０.１９９ ５
８.８ ２.８２１ ７ ２.８１４ ７ －０.２４９ ５
９.０ ２.７４６ １ ２.７６１ ６ ０.５６４ ３
９.２ ２.６７４ １ ２.６８３ ０ ０.３３２ ４
９.４ ２.６０５ ３ ２.６２５ ２ ０.７６３ ９
９.６ ２.５３９ ６ ２.５３３ ７ －０.２３１ ９
９.８ ２.４７６ ８ ２.５０１ ９ １.０１６ ５

１０.０　 ２.４１６ ６ ２.４２３ ９ ０.３０２ ７

Ｋ ＦＦＴ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ＲＥ / ％
１０.２ ２.３５９ ０ ２.３４９ ８ －０.３９０ ３
１０.４ ２.３０３ ８ ２.３０８ ３ ０.１９５ ５
１０.６ ２.２５０ ８ ２.２５３ １ ０.１０２ ７
１０.８ ２.１９９ ９ ２.１８９ ３ －０.４８５ ２
１１.０ ２.１５１ １ ２.１５４ ０ ０.１３６ ８
１１.２ ２.１０４ １ ２.１０９ ９ ０.２７８ ５
１１.４ ２.０８５ ９ ２.０４５ １ －０.６６８ ３
１１.６ ２.０１５ ３ ２.０１０ １ －０.２６０ ３
１１.８ １.９７３ ４ １.９７６ ７ ０.１６７ ４
１２.０ １.９３３ ０ １.９３６ １ ０.１５９ ３

　 　 本文主要讨论一些基本参数对脆弱期权的影响ꎬ见图 １—３ꎮ 图 １ 展示了 ３ 种不同状态下的脆弱期权价

格与执行价格 Ｋ 以及违约边界 Ｄ∗的关系ꎬ其中红线表示具有转移速率矩阵 Ｑ 的混合状态下的期权价格变

化情况ꎬ蓝线和绿线分别表示状态 １ 和状态 ２ 下期权价格的变化情况ꎮ 从总体上看ꎬ３ 种状态下的脆弱期权

价格都随着执行价格 Ｋ、违约边界 Ｄ∗的增加而递减ꎮ 这是因为对于看涨期权来说ꎬ如果执行价格较低ꎬ那么

就意味着行权的时候可以用更低的价格做多期货ꎬ那么在其他条件相同的情况下ꎬ执行价格低的期权合约就

会越高ꎮ 随着违约边界 Ｄ∗的增大ꎬ交易对手违约概率会增大ꎬ期权价格就越低ꎮ 其次ꎬ本文提出的模型的

期权价格比状态 １(均值水平恒为 θ１ ＝ ０.０２ꎬ且 Ｑ＝ ０ꎬ不存在状态切换ꎬ状态 ２ 同理)得到的期权价格高ꎬ比状

态 ２(Ｓ０)得到的期权价格低ꎮ 这主要是因为均值回复水平越大ꎬ波动性风险就越大ꎬ导致脆弱看涨期权的价

格更高(或更低)ꎮ 再次ꎬ从图 ２ 中可以看出ꎬ随机利率下的脆弱期权价格高于固定利率ꎬ波动率含有跳时的期

权价格高于波动率不含跳的情况ꎮ 这是因为在随机利率或者波动率带有跳跃的情况下ꎬ资产价格击中执行价

格的可能性会更大ꎬ因此最终得到的欧式看涨期权的价格也会更高ꎬ需要额外的风险溢价来补偿波动性风险、
利率风险和区制转换风险(本文考虑的模型纳入了 ３ 个风险因素的影响ꎬ包括随机波动率、区制转换和随机利

率)ꎮ 换句话说ꎬ忽略这 ３ 个风险来源可能会导致期权溢价的严重低估ꎮ 这些风险的特殊之处在于它们是其他
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长到期日衍生品定价的重要风险因素ꎮ 图 ３(ａ)、(ｂ)分别分析了 Ｓ０、Ｖ０ 的初始价格对欧式脆弱看涨期权的影

响ꎮ 可以看出ꎬ期权价格随着 Ｓ０、Ｖ０ 的增加而增加ꎬ并且该结果与 Ｈａｎ 等[１１]所得结果保持一致ꎮ

图 １　 均值回复水平是否存在状态切换对期权价格的影响
Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｓｔａｔｅ ｓｗｉｔｃｈ ｉｎ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｌｅｖｅｌ ｏｎ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅｓ

图 ２　 本文模型与固定利率模型、不含跳的波动率模型所得脆弱期权价格比较
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｎｄ ｆｉｘｅｄ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｒａｔｅ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈｏｕｔ ｊｕｍｐ

图 ３　 期权价格与标的资产价格、交易对手资产价格的关系
Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅ ａｎｄ ｕｎｄｅｒｌｙｉｎｇ ａｓｓｅｔ ｐｒｉｃｅ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｃｏｕｎｔｅｒｐａｒｔｙ ａｓｓｅｔ ｐｒｉｃｅ
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５　 结语

本文假设波动率和利率的均值回复水平由有限状态空间的连续马尔可夫过程控制、标的资产价格过程

和交易对手的资产价格过程中含有的跳服从 Ｈａｗｋｅｓ 过程ꎮ 该模型不仅考虑到了资产价格受到外界冲击而

产生的跳以及跳跃之间的聚集性ꎬ还考虑到了经济条件发生变化对资产价格动态的影响ꎮ 与现有的大多数

脆弱期权定价的相关文献相比ꎬ本文提出的模型能够更好地描述市场特征ꎮ 通过数值分析的结果可以看出ꎬ
本文得出的脆弱期权的定价公式具有较强的可行性ꎬ得出的定价结果也有较高的准确性ꎻ并通过比较该模型

与无马尔可夫区制转换的随机利率模型的定价结果ꎬ显示了在模型中引入马尔可夫区制转换、随机利率、波
动率以及随机跳跃强度的作用ꎬ可以看出该模型在实际市场中有广泛的应用ꎮ
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附录 Ａ
　 　 定理 ３ 的证明　 令

Ｃ１(ｋꎬξ)＝ ＥＱ Ｓ[ Ｉ{ｅＹ２Ｔ≥ｅζ}(ｅＹ１Ｔ－ｅｋ)＋ ｜Ｆｔ]ꎬ

Ｃ２(ｋꎬξ)＝ ＥＱ Ｓ[ Ｉ{ｅＹ２Ｔ<ｅζ}
(１－ω)ｅＹ２Ｔ(ｅＹ１Ｔ－ｅｋ) ＋

Ｄ
｜Ｆｔ]ꎬ

所以脆弱期权的定价公式可写成

Ｃ(ｋꎬζ)＝ Ｐ( ｔꎬＴ)Ｃ１(ｋꎬζ)＋Ｐ( ｔꎬＴ)
(１－ω)

Ｄ
Ｃ２(ｋꎬζ)Ｃꎮ

　 　 由于 Ｃ１、Ｃ２ 不是平方可积的ꎬ因此不能直接用傅里叶变换ꎬ需要对 Ｃ１(ｋꎬζ)、Ｃ２(ｋꎬζ)进行修正ꎮ 令

ｃ１(ｋꎬζ)＝ ｅα１ｋｅβ１ζＣ１(ｋꎬζ)ꎬ　 ｃ２(ｋꎬζ)＝ ｅα１ｋｅ－β２ζＣ２(ｋꎬζ)ꎬ
其中 α１ꎬβ１ꎬβ２>０ 为阻尼系数ꎬ此时 ｃ１(ｋꎬζ)、ｃ２(ｋꎬζ)是平方可积的ꎬ其傅里叶变换分别为

ｃ^１(δ１ꎬδ２)＝ ∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｅｉδ１ｋｅｉδ２ζｃ１(ｋꎬζ)ｄｋｄζꎻ

ｃ^２(δ１ꎬδ２)＝ ∫＋∞

－∞
∫∞

－∞
ｅｉδ１ｋｅｉδ２ζｃ２(ｋꎬζ)ｄｋｄζꎬ

对 ｃ^１(δ１ꎬδ２)进行计算并运用 Ｆｕｂｉｎｉ 定理可得

ｃ^１(δ１ꎬδ２)＝ ∫∞
－∞
∫＋∞

－∞
ｅ( ｉδ２＋α１)ｋｅ( ｉδ２＋β１)ζＥＱ Ｓ[(ｅＹ１Ｔ－ｅｋ)＋Ｉ{ｅＹ２Ｔ≥ｅζ} ｜Ｆｔ ]ｄｋｄζ

＝ＥＱ Ｓ[ ∫＋∞

－∞
ｅ( ｉδ２＋β１)ζＩ{ｅＹ２Ｔ≥ｅζ}∫Ｙ１Ｔ

－∞
(ｅ( ｉδ１＋α１)ｋｅＹ１Ｔ－ｅ( ｉδ１＋α１＋１)ｋ)ｄｋｄζ ｜Ｆｔ ]

＝ １
α２

１＋α１－δ２
１＋ｉ(２α１＋１)δ１

ＥＱ Ｓ[ ∫Ｙ２Ｔ
－∞

ｅ( ｉδ２＋β１)ζｅ( ｉδ１＋α１＋１)Ｙ１Ｔｄζ ｜Ｆｔ ]

＝
φ(δ１－(α１＋１) ｉꎬδ２－ｉβ１ꎬｔꎬＴ)

(α２
１＋α１－δ２

１＋ｉ(２α１＋１)δ１)( ｉδ２＋β１)
ꎮ

类似可证

ｃ^２(δ１δ２)＝
φ(δ１－(α１＋１) ｉꎬδ２－(１－β２) ｉꎬｔꎬＴ)

(α２
１＋α１－δ２

１＋ｉ(２α１＋１)δ１)(－ｉδ２＋β２)
ꎮ

　 　 对 ｃ^１(δ１ꎬδ２)和 ｃ^２(δ１ꎬδ２)进行傅里叶变换可得

Ｃ１(ｋꎬζ)＝
ｅ－α１ｋ－β１ζ

(２π) ２
∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｅ－ｉ(δ１ｋ＋δ２ζ) ｃ^１(δ１ꎬδ２)ｄδ１ｄδ２ꎬ

Ｃ２(ｋꎬζ)＝
ｅ－α１ｋ＋β２ζ

(２π) ２ ∫
＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｅ－ｉ(δ１ｋ＋δ２ζ) ｃ^２(δ１ꎬδ２)ｄδ１ｄδ２ꎮ

最终可得脆弱欧式看涨期权价格

Ｃ(ｋꎬζ)＝ Ｐ( ｔꎬＴ)Ｃ１(ｋꎬζ)＋Ｐ( ｔꎬＴ)
(１－ω)

Ｄ
Ｃ２(ｋꎬζ)ꎮ


