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基于 ＬＳＣＵＳＵＭ 方法的 ＲＣＡ(１)模型参数变点检验

侯成婷１ꎬ陈占寿１ꎬ２∗

(１.青海师范大学数学与统计学院ꎬ 青海 西宁 ８１０００８ꎻ ２.青海师范大学省部共建藏语智能信息处理及应用国家重点实验室ꎬ
青海 西宁 ８１０００８)

摘要:对一阶随机系数自回归模型( ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｍｏｄｅｌꎬ ＲＣＡ(１))的参数变点问题展开研究ꎬ提
出了一种检验参数变点的基于位置和尺度的累积和( ｌｏｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｃａｌｅ￣ｂａｓｅｄ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｓｕｍꎬ ＬＳＣＵＳＵＭ)检验统计量ꎬ在无变

点原假设下推导出 ＬＳＣＵＳＵＭ 统计量收敛于布朗桥的上界ꎬ并在备择假设下证明了该方法的一致性ꎮ 数值模拟结果表明ꎬ
ＬＳＣＵＳＵＭ 方法可以较好地控制经验水平ꎬ且相比 ＲＣＡ(１)模型参数变点的方法ꎬ经验势也有了一定程度的提高ꎮ 最后通过

所提方法分析了东晶电子股票的日收盘数据ꎬ检测出了该组数据中存在的变点ꎮ
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０　 引言

变点问题最早起源于工业质量控制ꎬ后在金融、经济、计算机、气象学、流行病学等许多领域中得到发展

和广泛应用ꎮ 累积和(ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｓｕｍꎬ ＣＵＳＵＭ)方法因具有检验功效高、使用方便的优点而成为变点检验

中最常用的方法之一ꎮ 早期基于 ＣＵＳＵＭ 方法的变点检验研究主要考虑的是独立序列ꎬ相关研究总结可见

文献[１]ꎮ 自 Ｉｎｃｌａｎｃ 等[２]的开创性工作以来ꎬ人们对时间序列模型变点的 ＣＵＳＵＭ 检验问题进行了大量研

究ꎬ相关研究请参阅文献[３￣６]ꎮ Ｋａｎｇ 等[７]指出传统基于估计的 ＣＵＳＵＭ 检验经常会出现水平扭曲问题ꎬ特
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别是在处理具有高波动性的时间序列时水平扭曲会很严重ꎬ于是很多学者对 ＣＵＳＵＭ 方法进行了不同的

改进[８￣１１]ꎮ
　 　 构造 ＣＵＳＵＭ 检验统计量时要么使用原始观测数据ꎬ要么使用拟合模型后的残量ꎮ 由于在时间序列中

存在变点时ꎬ不论是原始观测数据还是残量中都带有变点的信息ꎬ因此通过组合原始数据和残量来构造

ＣＵＳＵＭ统计量是否能够进一步提高变点检验的功效是一个值得研究的问题ꎮ 基于此思想ꎬＬｅｅ[１２]提出了一

种基于位置和尺度的累积和( ｌｏｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｃａｌｅ￣ｂａｓｅｄ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｓｕｍꎬ ＬＳＣＵＳＵＭ)检验统计量ꎬＬＳＣＵＳＵＭ
统计量中同时用到了原始观测值和模型拟合残量ꎬ并指出ꎬＬＳＣＵＳＵＭ 统计量在检验参数变点时相比于传统

ＣＵＳＵＭ 方法具有显著优势ꎮ 有关将 ＬＳＣＵＳＵＭ 方法用于变点检验的相关文献请参阅文献[１３￣１４]ꎮ
由于现实中有许多时间序列是非线性的ꎬ因此也有许多文献研究非线性时间序列模型中的变点问题ꎬ其

中随机系数自回归模型是最受关注的非线性时间序列模型之一ꎮ Ｌｅｅ[４] 等将 ＣＵＳＵＭ 方法应用于基于(条
件)最小二乘估计( ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｅｓｔｉｍａｔｅꎬ ＬＳＥ)的随机系数自回归模型参数变点的检验问题ꎬ并给出了检验

统计量收敛到独立标准布朗桥的一个充分条件ꎮ Ａｕｅ[１５]证明了 ＲＣＡ(１)模型随机变量部分和的强不变性原

理ꎬ并利用 ＣＵＳＵＭ 方法研究模型均值变点的检验和在线监测问题ꎮ 其余研究 ＲＣＡ 模型变点检验的相关研

究请参阅文献[１６￣１９]ꎮ
考虑到 ＬＳＣＵＳＵＭ 统计量因同时用到了原始观测数据及残量中的信息而有助于提高变点检验功效ꎬ

本文基于 ＬＳＣＵＳＵＭ 方法研究 ＲＣＡ(１)模型参数变点的检验问题ꎮ 其次ꎬ对 ＬＳＣＵＳＵＭ 统计量做了修

正ꎬ修正后的统计量在检验功效方面比原统计量表现更好ꎬ并与 Ａｕｅ[１５] 和 Ｌｅｅ[４] 提出的 ＣＵＳＵＭ 检验进

行了对比ꎬ模拟实验表明运用本文的方法时检验势进一步提高ꎬ并利用一组股票数据来验证该方法的实

用性ꎮ

１　 模型假设与检验统计量

一阶随机系数自回归模型定义如下:
Ｘ ｔ ＝(φ＋ｂｔ)Ｘ ｔ－１＋εｔꎬ　 １≤ｔ<∞ ꎬ (１)

其中ꎬ φ 表示自回归系数ꎬ {ｂｔ}是随机扰动序列ꎬ{εｔ}是噪声序列且 Ｅ( ｜ εｔ ｜ ４)<∞ ꎬ满足下列条件:

ⅰ)
ｂｔ

εｔ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ~ ｉ.ｉ.ｄ.

０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ω２

０
æ

è
ç

０
σ２

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

ⅱ) φ２＋ω２<１ꎻ
ⅲ) 存在 ｋ>０ꎬ使 Ｅ(ε２ｋ

ｔ )<¥ꎬ Ｅ(φ＋ｂｔ) ２ｋ<１ꎬ则有 Ｅ(Ｘ２ｋ
ｔ )<∞ ꎮ

注 １　 条件ⅰ)保证了序列{Ｘ ｔ}的严格平稳性ꎬ条件ⅱ)是二阶平稳性的充分必要条件[１５]ꎮ
式(１)在满足上述 ２ 个条件时ꎬ存在严格平稳解ꎬ解由式(２)给出ꎮ
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πｊＸ ｔ－ｊ＋εｔꎬ (３)

其中 ｜πｊ ｜≤ＣρｊꎬＣ>０ꎮ 假定观测样本 Ｙ１ꎬＹ２ꎬ􀆺ꎬＹｎ 可以分解为如下形式:
Ｙｔ ＝μＩ{ ｔ≥ｋ∗} ＋Ｘ ｔꎬ　 １≤ｔ≤ｎꎬ (４)

其中:{Ｘ ｔ}服从一阶随机系数自回归模型ꎻμ 是未知参数ꎻＩ 表示示性函数ꎮ 变点位置 ｋ∗ ＝ [ｎξ]ꎬ ξ∈(０ꎬ１)ꎬ
[􀅰]表示取整函数ꎮ 记参数向量 θ＝(μꎬφꎬω２ꎬσ２)ꎬ本文考虑如下假设检验问题:

Ｈ０: θ＝θ０ ＝(０ꎬφꎬω２ꎬσ２)ꎬ
Ｈ１: θ＝θ∗ ＝(Δ１ꎬφ＋Δ２ꎬδ１ω２ꎬδ２σ２)ꎬ　 ｋ∗<ｎꎬ

其中 Δ１ꎬ Δ２ꎬ δ１>０ꎬ δ２>０ 为未知常数ꎬ且 Δ１ 和 Δ２ 不全为 ０ 或 δ１ 和 δ２ 不全为 １ꎮ



　 第 ３ 期 侯成婷ꎬ等:基于 ＬＳＣＵＳＵＭ 方法的 ＲＣＡ(１)模型参数变点检验 １０９　　 　

为了验证上述假设检验问题ꎬ本文提出如下 ２ 个检验统计量:
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ｋ ∑

ｋ

ｔ ＝１
ε^４
ｔ －

１
ｋ ∑

ｋ

ｔ ＝１
ε^２
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ꎬ

τ^２
２２ꎬｎ－ｋ ＝

１
ｎ－ ｋ ∑

ｎ

ｔ ＝ｎ－ｋ＋１
ε^４
ｔ － １

ｎ－ ｋ ∑
ｎ

ｔ ＝ｎ－ｋ＋１
ε^２
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ꎮ

因为噪声项{ｂｔ}的均值为 ０ꎬ所以 Ｅ( ε^２
ｔ )＝ Ｅ(ε２

ｔ )ꎬ用 ε^ｔ ＝Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１来估计 εｔ 是合理的ꎬ统计量中 ε^ｔ 的定

义为

ε^ｔ ＝Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１ꎬ (７)

其中 φ^ 是 φ 的 ｎ相合估计量ꎬ由 ｎ 个样本计算出自回归系数 φ 的条件最小二乘估计 φ^ 为

φ^ ＝ ∑
ｎ

ｔ ＝１
Ｘ２

ｔ－１( )
－１ ∑

ｎ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－１Ｘ ｔ( ) ꎮ

式(５)、(６)这 ２ 个检验统计量是在改进 Ｌｅｅ[１１]给出的 ＬＳＣＵＳＵＭ 检验统计量的基础上提出的ꎮ 具体改

进的地方是将 ２ 个统计量分母中的 τ^２
１ 和 τ^２

２ 改为前 ｋ 个观测值的和剩余 ｎ－ｋ 个观测值的和取小ꎮ 由于当观

测数据中存在变点时 τ^２
１ 和 τ^２

２ 的值通常会变大ꎬ因此导致一定的检验势损失ꎬ这样改进可以避免因变点的出

现而导致值变大ꎬ有助于减少检验势损失ꎮ
定理 １　 假定模型(４)中的随机项{Ｘ ｔ}服从一阶随机系数自回归模型(１)ꎬ且满足条件ⅰ)和ⅱ)ꎬ则在

原假设 Ｈ０ 下ꎬ当 ｎ→¥时ꎬ有

Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ

ｄ
→ ｓｕｐ

０≤ｓ≤１
‖Ｗ°

２(ｓ)‖２ꎬ (８)

Ｔ^ｍａｘ∗
ｎ

ｄ
→ ｓｕｐ

０≤ｓ≤１
{ ｜Ｗ°

１１(ｓ) ｜ ꎬ ｜Ｗ°
１２(ｓ) ｜ }ꎬ (９)

其中 Ｗ°
１１和 Ｗ°

１２是独立的布朗桥ꎮ
证明　 在原假设 Ｈ０ 下ꎬ Ｙｔ ＝Ｘ ｔꎬ １≤ｔ≤ｎꎬ联合式(１)、(７)ꎬ可以表示为

ε^ｔ－εｔ ＝(φ－φ^)Ｘ ｔ－１＋ｂｔＸ ｔ－１ꎬ
(Ｘ ｔ－ε^ｔ) ε^ｔ－(Ｘ ｔ－εｔ)εｔ ＝(Ｘ ｔ－εｔ)( ε^ｔ－εｔ)＋( ε^ｔ－εｔ) ２＋εｔ( ε^ｔ－εｔ)ꎮ

首先

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∑
ｎ

ｔ ＝１
(εｔ－ε^ｔ) ２ ＝ ∑

ｎ

ｔ ＝１
[( φ^－φ＋ｂｔ)Ｘ ｔ－１] ２

＝( φ^－φ) ２∑
ｎ

ｔ ＝１
Ｘ２

ｔ－１＋ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｂ２
ｔ Ｘ２

ｔ－１＋２( φ^－φ)∑
ｎ

ｔ ＝１
ｂｔＸ ｔ－１ꎬ

由于 φ^ 是 φ 的 ｎ相合估计量ꎬ即( φ^－φ)＝ Ｏｐ( ｎ )ꎬ又由 Ｘ ｔ－１平稳性ꎬ因此可得

( φ^－φ) ２ ∑
ｎ

ｔ ＝１
Ｘ２

ｔ－１ ＝Ｏｐ(１)ꎮ (１０)

由于 ｂｔ 是均值为 ０ 的独立同分布随机变量序列ꎬ且 ｂｔ 与 Ｘ ｔ－１相互独立ꎬ令 Ｚｔ ＝ｂｔＸ ｔ－１ꎬ因此可得
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Ｅ(Ｚｔ)＝ Ｅ(ｂｔＸ ｔ－１)＝ Ｅ(ｂｔ)Ｅ(Ｘ ｔ－１)＝ ０ꎮ (１１)
Ｚｔ 的自协方差函数 γＺ(ｈ)表示为

γＺ(ｈ)＝ Ｅ[(Ｚｔ－ＥＺｔ)(Ｚｔ＋ｈ－ＥＺｔ＋ｈ)]ꎮ (１２)
由于 Ｅｂｔ ＝ ０ꎬ因此式(１２)可以表示为

γＺ(ｈ)＝ Ｅ(ｂｔＸ ｔ－１ｂｔ＋ｈＸ ｔ－１＋ｈ)ꎮ
由于 ｂｔ 独立于 ｂｔ＋ｈꎬ因此

γＺ(ｈ)＝ Ｅ(Ｘ ｔＸ ｔ－１＋ｈ)Ｅ(ｂｔｂｔ＋ｈ)＝ ０ꎮ (１３)

由式(１１)、(１３)可知ꎬＺｔ 平稳ꎬ由( φ^－φ)＝ Ｏｐ( ｎ )和 Ｚｔ 的平稳性可知

( φ^－φ)∑
ｎ

ｔ ＝１
ｂｔＸ ｔ－１ ＝Ｏｐ(１)ꎮ (１４)

由于 Ｅｂ２
ｔ ＝ω２<¥ꎬ因此由条件ⅲ)可知ꎬＥ(Ｘ２

ｔ－１)＝ σ２
Ｘ<¥ꎬ则对序列部分和 Ｓｎ ＝∑

ｎ

ｔ ＝１
ｂ２
ｔ Ｘ２

ｔ－１ꎬ有

Ｅ(Ｓｎ)＝ Ｅ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｂ２
ｔ Ｘ２

ｔ－１( ) ＝∑
ｎ

ｔ ＝１
Ｅ(ｂ２

ｔ )Ｅ(Ｘ２
ｔ－１)＝ ｎω２σ２

Ｘꎬ

对序列的部分和 Ｓｎ 利用马尔可夫不等式ꎬ有

Ｐ(Ｓｎ≥ａ)≤
Ｅ(Ｓｎ)

ａ
＝
ｎω２σ２

Ｘ

ａ
ꎬ

可得

Ｓｎ ＝ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｂ２
ｔ Ｘ２

ｔ－１ ＝Ｏｐ(１)ꎮ (１５)

联合式(１０)、(１４)和(１５)可以得出 ∑
ｎ

ｔ ＝１
(εｔ－ε^ｔ) ２ ＝Ｏｐ(１)ꎬ则

１
ｎ
ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
( ε^ｔ－εｔ) ２－( ｋ

ｎ
) ∑

ｎ

ｔ ＝１
( ε^ｔ－εｔ) ２ ＝ｏｐ(１)ꎮ (１６)

当 ｍ<ｌ 时ꎬ将 ｐ＝ ２ 的 Ｄｏｏｂ 极大不等式应用到{εｔεｔ－ｌ＋ｍꎻ Ｆｔ}ꎬ １≤ｔ≤ｎꎬ其中 Ｆｔ 是 σｓꎬ ｓ≤ｔ 生成的 σ 场ꎬ
得到

Ｅ { １
ｎ
ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔ－１－ｌεｔ－１－ｍ－(

ｋ
ｎ
) ∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔ－１－ｌεｔ－１－ｍ }

２
≤Ｃꎬ (１７)

当 Ｃ>０ 时ꎬ同样地ꎬ对于 ｍ> ｌ 和 ｍ ＝ ｌꎬ也可以得到同样的上界ꎬ再进一步将 Ｄｏｏｂ 不等式应用于 εｔ－ｍ εｔ－ｌ －
Ｅ(εｔ－ｍ)εｔ－ｌꎮ 对于所有的 ｍꎬ ｌ≥１ 有

　 Ｅ { １
ｎ
ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
Ｘ２

ｔ－１－(
ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Ｘ２

ｔ－１ }
２

≤ (∑
∞

ｌ ＝０
∑
∞

ｍ ＝０
｜ ａｌ ｜ ｜ ａｍ ｜ Ｅ１ / ２ { １

ｎ
ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔ－１－ｌεｔ－１－ｍ － ( ｋ

ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔ－１－ｌεｔ－１－ｍ }

２

)
２
≤Ｃꎬ (１８)

因此ꎬ对于 Ｃ>０ꎬ可得

Ｅ { １
ｎ
ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－１εｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－１εｔ }

２
≤Ｃꎬ (１９)

其中ꎬε^ｔ－εｔ ＝(φ－φ^)Ｘ ｔ－１＋ｂｔＸ ｔ－１ ＝(φ－φ^)∑
∞

ｉ－０
ａｉεｔ－ｉ－１＋Ｒ ｔꎬ ∑

∞

ｔ ＝１
Ｒ ｔ ＝∑

∞

ｔ ＝１
ｂｔＸ ｔ－１ ＝Ｏｐ( ｎ )ꎮ 当 ｔ>Ｍ 时ꎬ可以将 ε^ｔ－εｔ

分为 δＭｔ ＋􀭴δＭｔ ＋Ｒ ｔꎬ 那么

δＭｔ ＝(φ－φ^) ∑
Ｍ

ｉ ＝０
ａｉεｔ－ｉ－１ꎬ

则可以得到
􀭴δＭｔ ＝ ε^ｔ－εｔ－δＭｔ ꎮ
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根据式(１８)ꎬ可以得到如下结果:

　 ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)δＭｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)δＭｔ

＝ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

(φ－φ^) ∑
ｋ

ｔ ＝１
∑
∞

ｊ ＝１
∑
Ｍ

ｉ ＝０
ａｉπｊＸ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)(φ－φ^)∑

ｎ

ｔ ＝１
∑

¥

ｊ ＝１
∑
Ｍ

ｉ ＝０
ａｉπｊＸ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１

＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝０
∑
∞

ｊ ＝０
｜ ａｉπｊ ｜ ｜φ－φ^ ｜ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１

≤Ｃ∑
Ｍ

ｉ ＝０
∑
∞

ｊ ＝０
｜ ａｉπｊ ｜ ｜φ－φ^ ｜ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Ｘ ｔ－ｊεｔ－ｉ－１

＝ｏｐ(１)ꎮ (２０)
然后根据式(１９)ꎬ可以得到

　 ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔδＭｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔδＭｔ

＝ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

(φ－φ^) ∑
ｋ

ｔ ＝１
∑
Ｍ

ｉ ＝０
ａｉεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)(φ－φ^)∑

ｎ

ｔ ＝１
∑
Ｍ

ｉ ＝０
ａｉεｔ－ｉ－１

＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝０
｜ ａｉ ｜ ｜φ－φ^ ｜ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔεｔ－ｉ－１

≤ Ｃ∑
Ｍ

ｉ ＝ ０
｜ ａｉ ｜ ｜φ－φ^ ｜ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔεｔ－ｉ－１－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔεｔ－ｉ－１

＝ｏｐ(１)ꎮ (２１)

因为 ∑
ｎ

ｔ ＝１
{ ｜Ｘ ｔ－εｔ ｜ 􀭴δＭｔ ＋ ｜ εｔ

􀭴δ ｜ } ＝Ｏｐ(ρＭ)ꎬ所以得到如下关系式:

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)􀭴δＭｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)δＭｔ ＝Ｏｐ(ρＭ)ꎬ (２２)

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
εｔ
􀭴δＭｔ －(

ｋ
ｎ
) ∑

ｎ

ｔ ＝１
εｔδＭｔ ＝Ｏｐ(ρＭ)ꎮ (２３)

再结合式(２０)—(２３)ꎬ可以得到

　 ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ
∑

ｋ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－ε^ｔ) ε^ｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－ε^ｔ) ε^ｔ

＝ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)εｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－εｔ)εｔ ＋ｏｐ(１)ꎮ (２４)

又因为 ε^２
ｔ －ε２

ｔ ＝ ２( ε^ｔ－εｔ)εｔ＋( ε^ｔ－εｔ) ２ꎬ所以得到

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ
∑

ｋ

ｔ ＝１
ε^２
ｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
ε^２
ｔ ＝ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
ε２
ｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
ε２
ｔ ＝ｏｐ(１)ꎮ (２５)

由于 τ^２
ｉ

ｐ
→τ２

ｉ ꎬ结合式(１６)、(２４)和(２５)和连续映射定理ꎬ因此得到式(９)ꎮ 由于式(９)可以相似地得

到ꎬ因此定理 １ 得证ꎮ
定理 ２　 假定模型(４)中的随机项{Ｘ ｔ}服从一阶随机系数自回归模型(１)ꎬ且满足条件ⅰ)和ⅱ)ꎬ若 μ＝

Δ１≠０ꎬ则在备择假设 Ｈ１ 下ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ

Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ

ｐ
→∞ꎬ (２６)

Ｔ^ｍａｘ∗
ｎ

ｐ
→∞ꎮ (２７)

证明　 这里只证式(２６)ꎬ式(２７)的证明可类似得到ꎮ
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１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Ｙｔ－ε^ｔ) ε^ｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｙｔ－ε^ｔ) ε^ｔ

　 ＝ １
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Δ１＋φ^Ｘ ｔ－１)(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Δ１＋φ^Ｘ ｔ－１)(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)

　 ＝ １
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
(Δ１＋φ^Ｘ ｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Δ１＋φ^Ｘ ｔ－１)＋∑

ｋ

ｔ ＝１
φ^Ｘ ｔ－１(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
φ^Ｘ ｔ－１(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)

　 ＝ １
ｎ

{ ∑
ｋ

ｔ ＝１
Δ１(Ｘｔ－φ^Ｘｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Δ１(Ｘｔ－φ^Ｘｔ－１) ＋ ∑

ｋ

ｔ ＝１
φ^Ｘｔ－１(Ｘｔ－φ^Ｘｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
φ^Ｘｔ－１(Ｘｔ－φ^Ｘｔ－１) }

　 ≥ １
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
Δ１(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
Δ１(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)

　 ＝
(ｎ－ｋ)Δ１

ｎ
∑

ｋ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
(Ｘ ｔ－φ^Ｘ ｔ－１)

　 ＝
(ｎ－ｋ)Δ１

ｎ
∑

ｋ

ｔ ＝１
ε^ｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
ε^ｔ →∞ꎬ

所以得到

１
ｎ

∑
ｋ

ｔ ＝１
ε^２
ｔ －(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
ε^２
ｔ ＋

(ｎ－ｋ)Δ１

ｎ
∑

ｋ

ｔ ＝ １
ε^ｔ－(

ｋ
ｎ
)∑

ｎ

ｔ ＝１
ε^ｔ →∞ꎮ (２８)

由 τ^２
ｉ

ｐ
→τ２

ｉ ꎬ再结合式(２８)ꎬ定理 ２ 得证ꎮ

２　 数值模拟

本章通过数值模拟讨论统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 和 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 的有限样本性质ꎬ将统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 和 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 与统计量 Ｔ^ｎ

(Ａｕｅ[１５]所提出的 ＣＵＳＵＭ 统计量)进行了比较ꎬ在模拟中ꎬ对 ＲＣＡ(１)模型中的自回归参数采用了条件最

小二乘估计ꎮ 所有的模拟实验均通过 Ｒ 语言实现ꎮ
采用如下的数据生成过程　

Ｙｔ ＝Δ１＋Ｘ ｔꎬ　 １≤ｔ≤ｎꎬ (２９)
其中ꎬＸ ｔ ＝(φ＋ｂｔ)Ｘ ｔ－１＋εｔꎬ １≤ｔ<∞ ꎬ φ＝ ０ꎬ ｂｔ ~Ｎ(０ꎬ０.１)ꎬ εｔ ~Ｎ(０ꎬ１)ꎮ 利用蒙特卡罗模拟确定统计量的临

界值ꎬ 得 出 在 检 验 水 平 α ＝ ０. １ 下ꎬ 若 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ >

３.１２６ ３９９ꎬＴ^ｍａｘ∗
ｎ >２.６９２ ５７８ꎬ则拒绝 Ｈ０ꎮ 为了避免

初始值的影响ꎬ本文在模拟实验时将去掉前 １００ 个

观测值ꎬ重点分析跳跃度 Δ１、样本量 ｎ 和变点位置

ｋ∗对检验势的影响ꎮ 以下所有的模拟结果都是经

１ ０００次循环得到ꎮ 表 １ 给出了统计量在原假设下

的经验水平ꎬ可以看出 ３ 个统计量都没有发生严重

的水平扭曲ꎬ表明 ３ 个检验都是稳健的ꎮ

表 １　 统计量在 Ｈ０ 下的经验水平(检验水平 ０.１)
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｓｉｚｅ ｏｆ ｓｔａｔｉｓｔｉｃ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ Ｈ０

(ｎｏｍｉｎａｌ ｌｅｖｅｌ ０.１)
ｎ Ｔ^ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ｍａｘ∗
ｎ Ｔ^ｎ

２００ ０.１３９ ０.１１９ ０.１１２

４００ ０.０９６ ０.１０２ ０.０８８

８００ ０.１１４ ０.１１６ ０.０９８

　 　 表 ２—４ 分别给出了 ３ 个统计量在样本量 ｎ＝{２００ꎬ４００ꎬ８００}、跳跃度 Δ１ ＝{１ / ２ꎬ１ꎬ２}以及变点位置 ｋ∗ ＝
[ｎξ]ꎬ ξ∈{０.２ꎬ０５ꎬ０.８}下的检验势ꎮ 在大多数的情况下ꎬ随着样本量的增大ꎬ经验势在逐渐提高ꎬ变点出现

在中间位置 ｋ∗ ＝[０.５ｎ]时的经验势比变点位置在 ｋ∗ ＝[０.２ｎ]和 ｋ∗ ＝[０.８ｎ]时的经验势大ꎬ即变点越靠近中

间位置时越容易被检验到ꎮ 随着跳跃度 Δ１ 的增加ꎬ经验势也随之增加ꎬ说明跳跃度越大ꎬ前后数据的均值差

异就越大ꎬ越容易检验出变点ꎬ但是在表 ２ 中ꎬ在均值跳跃度较小、变点位置靠前和靠后的情况下出现了检验

势随着样本量的增大而减小的情况ꎬ可能是由于在样本量较小的情况下ꎬ检验水平为 ０.１３９ 和 ０.１１９ꎬ明显高

于显著性水平 ０.１ꎬ进而出现在小样本量下的检验势不够准确的情况ꎮ 而随着样本量的增大ꎬ统计量的分布
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更接近于渐近分布ꎬ使得检验势更加稳定ꎮ 当跳跃度 Δ１ ＝ １ / ２ 时ꎬ在大样本情况下和变点位置处于中心的情

况下ꎬ检验效果都不是很理想ꎮ 随着跳跃度 Δ１ 的增大和样本量 ｎ 的增加ꎬ经验势逐渐接近于 １ꎬ但是在任何

条件下ꎬ本文所采用的统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 和 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 的经验势均明显大于统计量 Ｔ^ｎꎮ
表 ２　 Δ１ 在 ｋ∗ ＝[ｎξ]处由 ０ 变为 １ / ２ 时的检验势

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｏｆ Δ１ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ １ / ２ ａｔ ｋ∗ ＝[ｎξ]

ｎ
Ｔ^ ＬＳ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
２００ ０.３３６ ０.４１１ ０.３１０ ０.３３３ ０.４０７ ０.３０４ ０.１０８ ０.３２４ ０.２３１

４００ ０.２９０ ０.５２２ ０.４０１ ０.２７９ ０.５０４ ０.２８０ ０.２２６ ０.３９６ ０.２８３

８００ ０.３３９ ０.６８３ ０.４１１ ０.３４７ ０.６３５ ０.３６０ ０.２９２ ０.５１１ ０.２９９

表 ３　 Δ１ 在 ｋ∗ ＝[ｎξ]处由 ０ 变成 １ 时的经验势
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｏｆ Δ１ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ １ ａｔ ｋ∗ ＝[ｎξ]

ｎ
Ｔ^ＬＳ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ ｍａｘ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８

２００ ０.５５２ ０.９４４ ０.８０３ ０.５２６ ０.９３２ ０.７７４ ０.４５３ ０.７７１ ０.５２１

４００ ０.８２６ １ ０.９８７ ０.７７７ １ ０.９７６ ０.６４１ ０.８４５ ０.６８０

８００ ０.９７８ １ １ ０.９５５ １ ０.９９９ ０.８８７ １ ０.８２１

表 ４　 Δ１ 在 ｋ∗ ＝[ｎξ]处由 ０ 变成 ２ 时的经验势
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｏｆ Δ１ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ ２ ａｔ ｋ∗ ＝[ｎ ξ]

ｎ
Ｔ^ ＬＳ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ ｍａｘ∗

ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
Ｔ^ｎ

ξ＝ ０.２ ξ＝ ０.５ ξ＝ ０.８
２００ ０.７８０ １ １ ０.７５４ １ １ ０.５６０ ０.８８１ ０.７８１
４００ ０.９９３ １ １ ０.９９１ １ １ ０.６８７ ０.９６４ ０.８５０
８００ １ １ １ １ １ １ ０.９７６ １ １

　 　 接下来ꎬ从模型参数变点的检验出发ꎬ讨论统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 和 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 的有限样本性质ꎬ并与统计量 Ｔｎ(Ｌｅｅ[４]

提出的 ＣＵＳＵＭ 检验)作比较ꎬ还是采用式(２９)中的数据的生成过程ꎬ其中取 Δ１ ＝ ０ꎬ假设随机扰动项 ｂｔ 的方

差 ω２ 在发生前后的值分别为 ０.１ 和 ０.５ꎬσ２ 是误差项 εｔ 的方差ꎮ 同样地ꎬ每次模拟都去掉前 １００ 个观测值ꎮ
以下模拟结果均在 α＝ ０.１ 的检验水平下经 １ ０００ 次循环得到ꎮ 在以下的 ２ 种情况中ꎬ均假设变点发生在样

本中心的位置:
情况 １　 模型参数 φ 和 ω２ 发生变化时ꎬσ２ 保持恒定ꎮ
情况 ２　 模型参数 φ 和 ω２ 发生变化时ꎬσ２ 由 １ 变为 ２ꎮ

　 　 从表 ５ 可以看出ꎬ这 ３ 个统计量都没有发生严重的水平扭曲ꎬ表 ６ 给出了在 σ２ 恒定的情况下其他 ２ 个

参数发生变化的经验势ꎬ可知经验势随着样本量的增加而增大ꎬ在模拟的所有情况下ꎬ本文采用的 ２ 个统计

量的经验势均高于 Ｔｎꎮ
表 ７ 给出了在 σ２ 由 １ 变为 ２ 的情况下其他 ２ 个参数也发生变化的经验势ꎬ在样本量较小的情况下ꎬ本

文采用的统计量的经验势小于 Ｔｎ 统计量的经验势ꎬ当样本量增大到 ４００ 时ꎬ这 ３ 个统计量都具有较高的经

验势ꎬ而本文所采用的统计量的经验势在任何情况下均能达到 １ꎮ 统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 和 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 只须知道观测值和

残差序列就可以构造ꎬ因此本文的检验方法较 Ｔｎ 更简便ꎮ

表 ５　 σ２ ＝ １、ω２ ＝ ０.１ 时的经验水平(检验水平 ０.１)
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｓｉｚｅ ｏｆ σ２ ＝ １ ａｎｄ ω２ ＝ １ (ｎｏｍｉｎａｌ ｌｅｖｅｌ ０.１)

ｎ
φ＝ ０

Ｔ^ＬＳ∗
ｎ Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ Ｔｎ

φ＝ ０.３
Ｔ^ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ｍａｘ∗
ｎ Ｔｎ

２００ ０.１３９ ０.１１９ ０.１０８ ０.１４４ ０.１１３ ０.１５０
４００ ０.０９６ ０.１０２ ０.１０２ ０.１１８ ０.０９８ ０.０９８
８００ ０.１１４ ０.１１６ ０.１１８ ０.１１２ ０.１０３ ０.１１８
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表 ６　 ω２ 从 ０.１→０.５、σ２ ＝ １ 下的经验势
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｏｆ ω２ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ０.１ ｔｏ ０.５ ａｎｄ σ２ ＝ １ ｒｅｍａｉｎｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ

φ
ｎ＝ ２００

Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ Ｔ^ ｍａｘ∗

ｎ Ｔｎ

ｎ＝ ４００
Ｔ^ ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ ｍａｘ∗
ｎ Ｔｎ

ｎ＝ ８００
Ｔ^ ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ ｍａｘ∗
ｎ Ｔｎ

０→０.３ ０.７５７ ０.７３８ ０.６７６ ０.９３７ ０.９３１ ０.９２６ ０.９９９ ０.９９８ ０.９９４
０→０.５ ０.８７６ ０.８５４ ０.７６２ ０.９９３ ０.９９２ ０.９９２ １ １ １
０.３→０.５ ０.７７８ ０.７６５ ０.６８８ ０.９６０ ０.９６５ ０.８７０ １ １ １

表 ７　 ω２ 从 ０.１→０.５、σ２ 从 １→２ 下的经验势
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｏｆ ω２ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ ０.１ ｔｏ ０.５ ａｎｄ σ２ ｃｈａｎｇｅｓ ｆｒｏｍ １ ｔｏ ２

φ
ｎ＝ ２００

Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ Ｔ^ ｍａｘ∗

ｎ Ｔｎ

ｎ＝ ４００
Ｔ^ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ ｍａｘ∗
ｎ Ｔｎ

ｎ＝ ８００
Ｔ^ＬＳ∗

ｎ Ｔ^ｍａｘ∗
ｎ 　 Ｔｎ

０→０.３ ０.７５９ ０.７３９ ０.９９０ １ １ ０.８０９ １ １ １
０→０.５ ０.８７５ ０.８５４ ０.９９８ １ １ ０.９３６ １ １ ０.９０８
０.３→０.５ ０.７８０ ０.７７０ ０.９７２ １ １ ０.９９８ １ １ ０.９９８

３　 实例分析

将本文方法用于分析东晶电子股票 ２０２１ 年 １０ 月 ８ 日到 ２０２３ 年 ８ 月 １８ 日的日收盘价数据ꎬ共有 ４５６ 个

观测值ꎮ 数据的原始序列图 Ｙｔ 如图 １ 所示ꎮ 首先在 Ｒ 语言中利用 ＡＤＦ 单位根检验对原始序列做平稳性检

验ꎬ其中 ＡＤＦ 单位根检验的原假设是序列非平稳ꎬ计算出 ｐ ＝ ０.０４０ ７<０.０５ꎬ故拒绝序列非平稳的原假设ꎬ认
为原始序列是平稳的ꎮ 用 ＲＣＡ(１)模型拟合对数差分数据ꎬ计算出 φ 的估计值 φ^＝ ０.１４４ꎬ然后对残差进行检

验ꎬ发现满足零均值、同方差、独立性ꎬ说明对该数据采用 ＲＣＡ(１)模型拟合是合理的ꎮ 用文献[２０]中提出

的固定样本检验方法检测到在第 １５１ 个样本处存在变点ꎮ 本文将该数据带入到 ＬＳＣＵＳＵＭ 统计量中ꎬ得出

统计量 Ｔ^ ＬＳ∗
ｎ 的值为 ５.１４２ꎬ超过了其临界值 ３.１２６ ３９９ꎬ统计量 Ｔ^ｍａｘ∗

ｎ 的值为 ４.９６７ꎬ也超过了其临界值

２.６９６ ５７８ꎬ故认为该序列中存在变点ꎮ 究其原因ꎬ ２０２２ 年宏观经济下行、地缘政治、全球通胀等复杂因素导

致消费电子市场需求减弱ꎬ对上游元器件行业造成较大冲击ꎮ ２０２２ 年度财务报告显示ꎬ东晶电子实现营业

额收入同比下降 ４０.６％ꎬ表明该公司在这段时间遭受了较大的经营压力和财务亏损ꎮ

图 １　 东晶电子股票日收盘数据
Ｆｉｇ.１　 Ｄａｉｌｙ ｃｌｏｓｉｎｇ ｐｒｉｃｅ ｏｆ Ｅａｓｔ Ｃｒｙｓｔａｌ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｓｔｏｃｋ

４　 结论

本文基于一种改进的 ＬＳＣＵＳＵＭ 方法研究了一阶随机系数自回归模型参数变点的检验问题并在理论

上给出了相关证明ꎮ 在数值模拟部分ꎬ分析了跳跃度、变点位置对经验势的影响ꎬ另外ꎬ从参数发生变化的角

度出发ꎬ分析了参数变化的大小对经验势的影响ꎬ比较了本文所给出的统计量和 Ｌｅｅ[４]、Ａｕｅ[１５] 提出的统计

量的检验效果ꎮ 模拟结果显示ꎬ除了当样本量较小的情况下参数 σ２ 发生变化外ꎬ本文所提统计量的检验效
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果均优于其余 ２ 个统计量的检验效果ꎬ而且 ＬＳＣＵＳＵＭ 统计量的构造相较于其余 ２ 个统计量更加简单ꎬ从而

为 ＲＣＡ(１)模型的参数变点检验提供了一种新的方法ꎮ 最后通过对东晶电子股票日收盘价进行分析ꎬ检验

出了数据中的变点并解释了出现变点的原因ꎬ说明了本文所提方法的有效性ꎮ
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