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摘要:设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ介绍条件(Ｅ)的一个推广条件( ＩＥ)ꎬ研究条件( ＩＥ)与条件(Ｅ)及其他平坦性质之间的

关系ꎬ讨论满足条件( ＩＥ)的 Ｓ￣系的余积、融合余积与直积ꎮ 此外ꎬ给出循环 Ｓ￣系 Ｓ / ρꎬ对角 Ｓ￣系 Ｄ(Ｓ)及 Ｒｅｅｓ 商 Ｓ￣系 Ｓ / Ｋ 满足

条件( ＩＥ)的充要条件ꎮ
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(１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｇａｎｓｕ Ｐｒｏｖｉｎｃｉａｌ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ Ｂａｓｉｃ Ｄｉｓｃｉｐｌｉｎｅｓ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｓ ｂｅ ａ ｍｏｎｏｉｄꎬ ａｎｄ Ｋ ｂｅ ａ ｒｉｇｈｔ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｓ. Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ( ＩＥ) ｏｆ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ (Ｅ) ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ. Ｔｈｅ ｒｅｌａ￣
ｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ( ＩＥ) ａｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ (Ｅ) ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｆｌａｔ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ. Ｔｈｅ ｃｏｐｒｏｄｕｃｔꎬ ａｍａｌｇａｍａｔｅｄ ｃｏｐｒｏｄｕｃｔ ａｎｄ
ｄｉｒｅｃｔ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｓ￣ａｃｔｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ( ＩＥ) ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ. Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ａｎｄ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｙｃｌｉｃ ａｃｔｓ
Ｓ / ρꎬ ｄｉａｇｏｎａｌ ａｃｔｓ Ｄ(Ｓ) ａｎｄ Ｒｅｅｓ ｑｕｏｔｉｅｎｔ ａｃｔｓ Ｓ / Ｋ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ( ＩＥ) ａｒｅ ｇｉｖｅｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｍｏｎｏｉｄꎻ Ｓ￣ａｃｔꎻ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ (Ｅ)ꎻ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ( ＩＥ)

０　 引言

为了刻画 Ｓ￣系的弱拉回平坦ꎬ引入条件(Ｅ)的推广条件(Ｅ′) [１]ꎮ Ｍａｓｋｏｎｉ 给出条件(Ｅ)的另一个推广

条件(ＥＥ) [２]ꎬ并且研究条件(ＥＥ)的性质及对幺半群的刻画ꎮ 本文提出条件(Ｅ)的一个新的推广ꎬ称为条件

( ＩＥ)ꎮ
设 Ｓ 是幺半群ꎬ１ 是其单位元ꎬＡ 是非空集合ꎬ若有 Ａ×Ｓ 到 Ａ 的映射 ｆ:Ａ×Ｓ→Ａꎬ (ａꎬｓ) ｜→ａｓꎬ满足

(ａｓ) ｔ＝ａ(ｓｔ)ꎬ　 ａ１＝ａꎬ　 ∀ａ∈Ａꎬ　 ∀ｓꎬｔ∈Ｓꎬ
则称(Ａꎬ ｆ)是右 Ｓ￣系[３]ꎬ或称 Ｓ 右作用于 Ａ 上ꎮ 简记为 ＡＳ 或 Ａꎮ

特别地ꎬ在上述定义中ꎬ如果 Ａ＝Ｓ×Ｓꎬ满足

(ｓꎬｔ)ｕ＝(ｓｕꎬｔｕ)ꎬ　 ∀ｓꎬｔꎬｕ∈Ｓꎬ
则称右 Ｓ￣系 Ｓ×Ｓ 为对角 Ｓ￣系[４]ꎬ记作 Ｄ(Ｓ)ꎮ

称右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(Ｐ) [３]ꎬ如果对任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ ｓꎬｔ∈Ｓꎬ若 ａｓ＝ａ′ｔꎬ则存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｓꎬ使得ａ＝
ａ″ｕ、 ａ′＝ａ″ｖ、 ｕｓ＝ ｖｔꎮ
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　 　 称右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(Ｅ) [３]ꎬ如果对任意的 ａ∈Ａꎬ ｓꎬｔ∈Ｓꎬ若 ａｓ＝ａｔꎬ则存在 ａ′∈Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ ＝ ａ′ｕ、
ｕｓ＝ｕｔꎮ

本文中没有特别说明的定义和符号参见文献[３ꎬ５￣９]ꎮ

１　 主要结果

设 Ｓ 是幺半群ꎬＥ(Ｓ)是 Ｓ 的幂等元集合ꎬ首先介绍条件(Ｅ)的一个推广条件( ＩＥ)ꎮ
定义 １　 称右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(ＩＥ)ꎬ如果对于任意的 ａ∈Ａꎬ任意的 ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ若 ａｅ ＝ａｆꎬ则存在 ａ′∈Ａꎬ

ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ＝ａ′ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ
称 Ｓ￣满同态 ｆ:Ａ→Ｂ 是可收缩的[５]ꎬ如果存在 Ｓ￣同态 ｇ:Ｂ→Ａꎬ使得 ｆｇ＝ １Ｂꎮ
定理 １　 设 Ｓ￣满同态 ｆ:Ａ→Ｂ 是可收缩的ꎬ如果 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ那么 Ｂ 也满足条件( ＩＥ)ꎮ
证明　 假设 ＡꎬＢ 是右 Ｓ￣系ꎬ且 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ设 ｂ∈Ｂꎬ ｅꎬｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足 ｂｅ＝ｂｆꎮ 因为 ｆ:Ａ→Ｂ 是可收

缩的ꎬ则存在 Ｓ￣同态 ｇ:Ｂ→Ａꎬ使得 ｆｇ＝ １Ｂꎬ则 ｇ(ｂｅ)＝ ｇ(ｂｆ)ꎬ即 ｇ(ｂ)ｅ＝ｇ(ｂ) ｆꎬ因为 ｇ(ｂ)∈Ａꎬ由 Ａ 满足条件

( ＩＥ)可知存在 ａ∈Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ｇ(ｂ)＝ ａｕ 且 ｕｅ＝ｕｆꎬ即 ｂ ＝ ｆ(ｇ(ｂ))＝ ｆ(ａｕ)＝ ｆ(ａ)ｕꎬ记 ｆ(ａ)＝ ｂ′ꎬ则 ｂ′∈Ｂ
且 ｂ＝ｂ′ｕꎬ故 Ｂ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

幺半群 Ｓ 为右 ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ 幺半群[５]ꎬ如果对任意的 ａꎬｂ∈Ｓꎬ存在 ｕꎬｖ∈Ｓꎬ使得 ｕａ ＝ ｖｂꎮ 称 Ｓ 为左

ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ幺半群[５]ꎬ如果对任意的 ａꎬｂ∈Ｓꎬ存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｕａ＝ｕｂꎮ 类似地ꎬ定义左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
定义 ２　 称 Ｓ 为左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎬ如果对任意的 ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｕｅ＝ｕｆꎮ
引理 １[５] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则一元 Ｓ￣系 Θ 满足条件(Ｅ)当且仅当 Ｓ 是左 ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
引理 ２　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则一元 Ｓ￣系 Θ 满足条件( ＩＥ)当且仅当 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Θ＝{θ}ꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ显然 θｅ＝ θｆꎬ因为 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 θ＝ θｕ

且 ｕｅ＝ｕｆꎬ故 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 的ꎮ
充分性ꎮ 设 ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ显然有 θｅ ＝ θ ｆꎮ 因为 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 的ꎬ所以存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｕｅ ＝ ｕ ｆꎬ又

θ＝ θｕꎬ故 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
命题 １　 如果右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(Ｅ)ꎬ则 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
注意上述命题反之不成立ꎬ下面例子即可说明ꎮ
例 １　 Ｓ 是群ꎬ且 Ｓ 至少包含两个元素ꎬ则 Ｅ(Ｓ)＝ {１}ꎬ显然一元 Ｓ￣系 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎮ 然而ꎬＳ 不是左

ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 的ꎬ由引理 １ 知ꎬΘ 不满足条件(Ｅ)ꎮ
引理 ３[５] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则一元 Ｓ￣系 Θ 是平坦的当且仅当 Ｓ 是右 ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
下面例子说明满足条件( ＩＥ)的右 Ｓ￣系不是平坦的ꎬ从而不是均衡平坦的ꎮ
例 ２　 自由幺半群 Ｓ＝‹ａꎬｂ›∪{１}ꎬ由引理 ２ 可知 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎮ 但 Ｓ 不是右 ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ 幺半群ꎬ所

以由引理 ３ 知 Θ 不是平坦的ꎬ从而不是均衡平坦的ꎮ
引理 ４[５] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则一元 Ｓ￣系 Θ 满足条件(Ｐ)当且仅当 Ｓ 是右 ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
例 ３　 取例 ２ 中的幺半群 Ｓꎬ则 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎬ且 Ｓ 不是右 ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ 幺半群ꎬ故由引理 ４ 知 Θ 不满足

条件(Ｐ)ꎮ
称右 Ｓ￣系 Ａ 是挠自由的[５]ꎬ如果对于任意的 ａꎬｂ∈Ａꎬ任意右可消元 ｓ∈Ｓꎬ若 ａｓ＝ｂｓꎬ则 ａ＝ｂꎮ
引理 ５[５] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则一元 Ｓ￣系 Θ 是挠自由的ꎮ
下面例子说明挠自由与条件( ＩＥ)之间没有推出关系ꎮ
例 ４　 幺半群 Ｓ＝{１ꎬｅꎬ ｆ}ꎬ其中 ｅ２ ＝ ｅꎬ ｆ ２ ＝ ｆꎬ ｅｆ＝ ｆꎬ ｆｅ＝ ｅꎮ 显然 Ｓｅ∩Ｓｆ ＝⌀ꎬ则 Ｓ 不是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺

半群ꎬ故 Θ 是挠自由的但不满足条件( ＩＥ)ꎮ 同样ꎬ满足条件( ＩＥ)的右 Ｓ￣系不一定是挠自由的ꎬ见例 ５ꎮ
根据以上结论ꎬ可以得到如下一些关系:

条件(Ｅ)⇒条件( ＩＥ)ꎻ　 　 　 　 条件( ＩＥ)⇒/ 条件(Ｅ)ꎻ

均衡平坦⇒条件( ＩＥ)ꎻ 条件( ＩＥ)⇒/ 均衡平坦ꎻ

条件( ＩＥ)⇒/ 平坦(弱平坦)ꎻ 条件( ＩＥ)⇒/ 条件(Ｐ)ꎻ

条件( ＩＥ)⇒/ 挠自由ꎻ 挠自由⇒/ 条件( ＩＥ)ꎮ
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称幺半群 Ｓ 是带[５]ꎬ如果 Ｅ(Ｓ)＝ Ｓꎮ 那么下面命题是显然的ꎮ
命题 ２　 Ｓ 是带ꎬ则右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件( ＩＥ)当且仅当 Ａ 满足条件(Ｅ)ꎮ
下面定理给出了循环 Ｓ￣系满足条件( ＩＥ)的等价刻画ꎮ
定理 ２　 设 Ｓ 是幺半群ꎬρ 是 Ｓ 上的右同余ꎬ则 Ｓ / ρ 满足条件( ＩＥ)当且仅当对任意的 ａ∈Ｓꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ

如果 ａｅρａｆꎬ则存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ａρｕ、ｕｅ＝ｕｆꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 ａｅρａｆꎬ ａ∈Ｓꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ则[ａ] ρｅ＝[ａ] ρ ｆꎮ 因此由条件( ＩＥ)知存在 ａ′＝[ｘ] ρ∈Ｓ / ρꎬ

ｕ′∈Ｓꎬ使得[ａ] ρ ＝ａ′ｕ′＝[ｘ] ρｕ′、 ｕ′ｅ＝ｕ′ｆꎮ 令 ｕ＝ ｘｕ′ꎬ则[ａ] ρ ＝[ｕ] ρꎬ即 ａρｕꎮ 又 ｘｕ′ｅ＝ ｘｕ′ｆꎬ即 ｕｅ＝ｕｆꎮ
充分性ꎮ 设 ａ∈Ｓ / ρꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足 ａｅ＝ａｆꎮ 不妨设 ａ＝[ｘ] ρ∈Ｓ / ρꎬ则[ｘ] ρｅ ＝ [ｘ] ρ ｆꎬ即 ｘｅρｘｆꎬ所以由

条件知存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｘ ρｕ、ｕｅ ＝ ｕ ｆꎮ 令 ａ′ ＝ [１] ρ ∈Ｓ / ρꎬ则 ａ ＝ [ ｘ] ρ ＝ [ ｕ] ρ ＝ [１] ρｕ ＝ ａ′ｕꎬ故 Ｓ / ρ 满足条

件( ＩＥ)ꎮ
推论 １　 设 Ｓ 是幺半群ꎬｚ∈Ｓꎬ则主右理想 ｚＳ 满足条件( ＩＥ)当且仅当对任意的 ｘ∈Ｓꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ如果

ｚｘｅ＝ ｚｘｆꎬ则存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｚｘ＝ ｚｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ
证明　 因为 ｚＳ＝Ｓ / ｋｅｒλｚꎬ令 ρ＝ｋｅｒλｚꎬ由定理 ２ 可得ꎮ
命题 ３　 设 Ｓ 是幺半群ꎬρ 是 Ｓ 上的右同余ꎬ如果 Ｓ / ρ 满足条件(ＩＥ)ꎬ则[１]ρ 是 Ｓ 的左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 子幺半群ꎮ
证明　 假设 Ｓ / ρ 满足条件(ＩＥ)ꎬ设 ａꎬｂ∈[１]ρꎬ则 ａρ１ꎬｂρ１ꎬａｂρｂρ１ꎬ即 ａｂ∈[１]ρꎬ所以[１]ρ 是 Ｓ 的子幺半群ꎮ
对任意的 ｘꎬｙ∈Ｅ([１] ρ)ꎬ则 ｘρｙꎮ 因为 Ｓ / ρ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 １ρｕ、ｕｘ ＝ ｕｙꎬ则 ｕ∈

[１] ρꎬ所以[１] ρ 是 Ｓ 的左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 子幺半群ꎮ
命题 ４　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＡ 是右 Ｓ￣系ꎬ如果对任意的 ａ∈ＡꎬａＳ 满足条件( ＩＥ)ꎬ则 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
证明　 设 ａ∈Ａꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足 ａｅ ＝ ａｆꎮ 因为 ａＳ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ｕ１ꎬｕ２∈Ｓꎬ使得 ａ ＝ (ａｕ１)

ｕ２、 ｕ２ｅ＝ｕ２ ｆꎬ则 ｕ１ｕ２ｅ＝ｕ１ｕ２ ｆꎮ 记 ｕ１ｕ２ ＝ｕꎬ则 ａ＝ａｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎬ所以 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
接下来讨论满足条件( ＩＥ)的 Ｓ￣系的余积、融合余积与直积ꎮ 在 Ｓ￣系范畴中ꎬ余积和直积的表达分别为

不交并和卡氏积ꎮ
定理 ３　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＩ 是非空集合ꎬ对任意 ｉ∈Ｉꎬ右 Ｓ￣系 Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)当且仅当 Ｓ￣系

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ 满足条

件( ＩＥ)ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 ａ∈

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足 ａｅ ＝ ａ ｆꎬ则存在 ｉ∈Ｉꎬ使得 ａ∈Ａ ｉꎮ 由于对任意的 ｉ∈Ｉꎬ

Ｓ￣系Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ａ′∈Ａ ｉ⊆
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ＝ａ′ｕ 且 ｕｅ＝ｕｆꎬ故
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

充分性ꎮ 设ａｉ∈Ａ ｉ⊆
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足 ａｉｅ ＝ ａｉ ｆꎮ 因为
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ａ′∈
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉꎬ

ｕ∈Ｓꎬ使得 ａｉ ＝ａ′ｕ 且 ｕｅ＝ｕｆꎮ 因为 ａｉ ＝ａ′ｕ∈Ａ ｉꎬ所以 ａ′∈Ａ ｉꎬ故 Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

定义 ３[６] 　 设 Ａ 是右 Ｓ￣系ꎬＢ 是 Ａ 的真子系ꎬｘꎬｙꎬｚ 是不属于 Ａ 的任意 ３ 个不相同的元素ꎮ 设 Ａ
Ｂ
Ａ ＝

({ｘꎬｙ}×(Ａ－Ｂ))∪
􀅰
({ｚ}×Ｂ)ꎬ在 Ａ

Ｂ
Ａ 上定义如下右作用:

(ｘꎬａ)ｓ＝
(ｘꎬａｓ)ꎬ　 ａｓ∈Ａ－Ｂꎬ
(ｚꎬａｓ)ꎬ ａｓ∈Ｂꎻ{

(ｙꎬａ)ｓ＝
(ｙꎬａｓ)ꎬ　 ａｓ∈Ａ－Ｂꎬ
(ｚꎬａｓ)ꎬ ａｓ∈Ｂꎻ{

(ｚꎬｂ)ｓ＝(ｚꎬｂｓ)ꎬ
其中 ａ∈Ａ－Ｂꎬ ｂ∈Ｂꎬ故

Ａ
Ｂ
Ａ＝{(ｘꎬａ) ｜ ａ∈Ａ－Ｂ}∪

􀅰
{(ｙꎬａ) ｜ ａ∈Ａ－Ｂ}∪

􀅰
{(ｚꎬｂ) ｜ ｂ∈Ｂ}ꎮ

命题 ５　 设 Ａ 是右 Ｓ￣系ꎬＢ 是 Ａ 的真子系ꎬ则 Ａ 满足条件( ＩＥ)当且仅当 Ａ
Ｂ
Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

证明　 必要性ꎮ 假设 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ设 ａ∈Ａꎬ ｅꎬｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足(ｗꎬａ)ｅ ＝ (ｗꎬａ) ｆꎬ其中 ｗ＝ {ｘꎬｙꎬｚ}ꎮ
考虑以下 ３ 种情况:

(１) ｗ＝ ｘꎬ则(ｘꎬａ)ｅ＝ (ｘꎬａ) ｆꎬ故 ａｅ ＝ ａｆꎮ 因为 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ａ′∈Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ ＝ ａ′ｕ、
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ｕｅ＝ｕｆꎬ则(ｘꎬａ)＝ (ｘꎬａ′ｕ)＝ (ｘꎬａ′)ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ
(２) ｗ＝ ｙꎬ则(ｙꎬａ)ｅ＝(ｙꎬａ) ｆꎬ与(１)同理得(ｙꎬａ)＝ (ｙꎬａ′)ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ
(３) ｗ＝ ｚꎬ则(ｚꎬａ)ｅ＝(ｚꎬａ) ｆꎬ故 ａｅ＝ ａ ｆꎮ 因为 Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ｂ′∈Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ ＝ ｂ′ｕ、

ｕｅ＝ｕｆꎮ 若 ｂ′∈Ａ－Ｂꎬ则( ｚꎬａ) ＝ (ｘꎬｂ′) ｕ 或者( ｚꎬａ) ＝ ( ｙꎬｂ′) ｕꎬ ｕｅ ＝ ｕ ｆꎮ 若 ｂ′∈Ｂꎬ则( ｚꎬａ) ＝ ( ｚꎬｂ′ｕ) ＝
(ｚꎬｂ′)ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ

综上ꎬＡ
Ｂ
Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

充分性ꎮ 假设 Ａ
Ｂ
Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ设 ａ∈Ａꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ( Ｓ)ꎬ满足 ａｅ ＝ ａ ｆꎬ那么(ｗꎬａｅ) ＝ (ｗꎬａ ｆ)ꎬ即

(ｗꎬａ)ｅ＝(ｗꎬａ) ｆꎬ其中 ｗ＝{ｘꎬｙꎬｚ}ꎮ 分为以下 ２ 种情况讨论:

(１) 若 ａ∈Ｂꎬ则( ｚꎬａ) ｅ ＝ ( ｚꎬａ) ｆꎮ 因为 Ａ
Ｂ
Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在( ｚꎬａ′)∈Ａ

Ｂ
Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得

(ｚꎬａ)＝ (ｚꎬａ′)ｕ＝(ｚꎬａ′ｕ)、 ｕｅ＝ｕｆꎬ故 ａ＝ａ′ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ

(２) 若 ａ∈Ａ－Ｂꎬ则(ｘꎬａ)ｅ＝(ｘꎬａ) ｆ 或者(ｙꎬａ)ｅ＝(ｙꎬａ) ｆꎮ 因为 Ａ
Ｂ
Ａ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在(ｘꎬａ′)

或者(ｙꎬａ′)∈Ａ
Ｂ
Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得(ｘꎬａ)＝ (ｘꎬａ′) ｕ 或者(ｙꎬａ)＝ (ｙꎬａ′) ｕꎬ ｕｅ ＝ ｕ ｆꎬ即(ｘꎬａ)＝ ( ｘꎬａ′ｕ)或者

(ｙꎬａ)＝ (ｙꎬａ′ｕ)ꎬ故 ａ＝ａ′ｕ、 ｕｅ＝ｕｆꎮ 综上ꎬＡ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
下面例子说明满足条件( ＩＥ)的右 Ｓ￣系不一定是挠自由的ꎮ

例 ５　 设 Ｓ ＝ (Ｎꎬ􀅰) 是自然数在乘法下构成的幺半群ꎬ设 ＡＮ ＝ Ｎ
Ｎ ＼{１}

Ｎ ＝ {( ｘꎬ１)} ∪
􀅰

{Ｎ ＼ { １}} ∪
􀅰

{(ｙꎬ１)}ꎮ 因为 Ｎ 满足条件( ＩＥ)ꎬ由命题 ５ 知 ＡＮ 满足条件( ＩＥ)ꎮ 又因为(ｘꎬ１)２ ＝ ２ ＝ (ｙꎬ１)２ꎬ但(ｘꎬ１)≠
(ｙꎬ１)ꎬ所以 ＡＮ 不是挠自由的ꎮ

定理 ４　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则以下几条等价:
(１) 对任意 Ｓ￣系 Ａ ｉꎬ ｉ∈Ｉꎬ如果∏

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎬ则每个 Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎻ

(２) Θ 满足条件( ＩＥ)ꎻ
(３) Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 的ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 因为

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ≌

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ×{θ}ꎬ则 Θ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 由引理 ２ 可知ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 设 ａｉ∈Ａ ｉꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ( ｓ)ꎬ满足 ａｉｅ ＝ ａｉ ｆꎮ 由于 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 的ꎬ因此存在 ｕ′∈Ｓꎬ使得

ｕ′ｅ＝ｕ′ｆꎮ 考虑某个固定的ａｊ∈Ａ ｊꎬ ｊ≠ｉꎬ设

ｃｉ ＝
ａｉꎬ　 　 ｉ＝ ｊꎬ
ａｊｕ′ꎬ ｉ≠ｊꎬ{

则(ｃｉ) Ｉｅ＝(ｃｉ) Ｉ ｆꎬ因为∏
ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 (ａ′ｉ) Ｉ∈∏

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得(ｃｉ) Ｉ ＝ (ａ′ｉ) Ｉｕ 且 ｕｅ ＝ ｕｆꎬ从而

ａｉ ＝ａ′ｉｕꎬ则 Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
回顾文献[５]中集合 Ｌ(ａꎬｂ)的定义ꎬ假设 Ｓ 是幺半群ꎬａꎬｂ∈Ｓꎬ设

Ｌ(ａꎬｂ)＝ {(ｓꎬｔ)∈Ｓ×Ｓ ｜ ｓａ＝ ｔｂ}ꎬ
则 Ｌ(ａꎬｂ)要么是一个空集ꎬ要么是左 Ｓ￣系ꎮ 类似地给出集合 Ｌ(ｅꎬ ｆ)的定义ꎬ假设 Ｓ 是幺半群ꎬｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ
Ｌ(ｅꎬ ｆ)＝ {(ｓꎬ ｔ)∈Ｓ×Ｓ ｜ ｓｅ＝ ｔｆ}ꎮ

下面定理给出了对角系 Ｄ(Ｓ)满足条件( ＩＥ)的刻画ꎮ
定理 ５　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ则以下几条等价:

(１) 右 Ｓ￣系 Ａ ｉꎬ ｉ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}满足条件( ＩＥ)ꎬ则∏
ｎ

ｉ＝１
Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎻ

(２) Ｄ(Ｓ)满足条件( ＩＥ)ꎻ
(３) 对任意的 ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ要么 Ｌ(ｅꎬ ｆ)∩△Ｓ×Ｓ是空集ꎬ要么对任意的(ｕꎬｕ)ꎬ(ｖꎬｖ)∈Ｌ(ｅꎬ ｆ)∩△Ｓ×Ｓꎬ存

在ｐ∈Ｓꎬ使得 ｐｅ＝ｐｆ 且(ｕꎬｕ)ꎬ(ｖꎬｖ)∈Ｓ(ｐꎬｐ)ꎮ
证明　 (１)⇒(２)是显然的ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 假设 Ｄ(Ｓ)满足条件( ＩＥ)ꎬ设(ｕꎬｕ)ꎬ(ｖꎬｖ)∈Ｌ(ｅꎬｆ)∩△Ｓ×Ｓꎬ ｅꎬｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ则 ｕｅ＝ｕｆꎬ ｖｅ＝ ｖｆꎬ
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故(ｕꎬｖ)ｅ＝(ｕꎬｖ) ｆꎮ 因为 Ｄ(Ｓ)满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在(ｓꎬｔ)∈Ｄ(Ｓ)ꎬ ｐ∈Ｓꎬ使得(ｕꎬｖ)＝ ( ｓꎬｔ)ｐ、 ｐｅ ＝ ｐｆꎬ
则 ｕ＝ ｓｐꎬ ｖ＝ ｔｐꎬ故(ｕꎬｕ)＝ ｓ(ｐꎬｐ)ꎬ (ｖꎬｖ)＝ ｔ(ｐꎬｐ)ꎬ即(ｕꎬｕ)ꎬ(ｖꎬｖ)∈Ｓ(ｐꎬｐ)ꎮ

(３)⇒(１)ꎮ 假设 Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｎ 满足条件( ＩＥ)ꎬ设 ａｉ∈Ａ ｉꎬ ｉ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ ｅꎬ ｆ∈Ｅ(Ｓ)ꎬ满足(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬ
ａｎ)ｅ＝(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ) ｆꎬ则 ａｉｅ＝ａｉ ｆꎬ ｉ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ 因为 Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎬ所以存在 ａ′ｉ∈Ａ ｉꎬ ｕｉ∈Ｓꎬ使得

ａｉ ＝ａ′ｉｕｉ、 ｕｉｅ＝ｕｉ ｆꎬ则(ｕｉꎬｕｉ)∈Ｌ(ｅꎬ ｆ)∩△Ｓ×Ｓꎬ所以由条件可知存在 ｐ∈Ｓꎬ使得 ｐｅ ＝ ｐｆ 且(ｕｉꎬｕｉ)∈Ｓ(ｐꎬｐ)ꎮ
则存在 ｓｉ∈Ｓꎬ使得(ｕｉꎬｕｉ)＝ ｓｉ(ｐꎬｐ)ꎬ即 ｕｉ ＝ ｓｉ ｐꎬ所以

(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)＝ (ａ′１ｓ１ｐꎬａ′２ｓ２ｐꎬ􀆺ꎬａ′ｎｓｎｐ)＝ (ａ′１ｓ１ꎬａ′２ｓ２ꎬ􀆺ꎬａ′ｎｓｎ)ｐꎬ
故∏

ｎ

ｉ＝１
Ａ ｉ 满足条件( ＩＥ)ꎮ

引理 ６[５] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的真右理想ꎬ则 Ｒｅｅｓ 商右 Ｓ￣系 Ｓ / Ｋ 满足条件(Ｅ)当且仅当 ｜Ｋ ｜ ＝ １ꎮ
类似地ꎬ研究 Ｒｅｅｓ 商右 Ｓ￣系 Ｓ / Ｋ 满足条件( ＩＥ)的等价刻画ꎬ先给出如下定义ꎮ
定义 ４　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ称 Ｋ 是 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇꎬ如果

(∀ｘ∈Ｓꎬ ｔꎬｔ′∈Ｅ(Ｓ))(ｘｔ≠ｘｔ′)⇒[(ｘｔ∉Ｋ)∨(ｘｔ′∉Ｋ)∨((ｘ∈Ｋ)∧(∃ｕ∈Ｋꎬ ｕｔ＝ｕｔ′))]ꎮ
定理 ６　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬＲｅｅｓ 商右 Ｓ￣系 Ｓ / Ｋ 满足条件(ＩＥ)当且仅当 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ

幺半群或 Ｋ 是 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇ 真右理想ꎮ
证明　 必要性ꎮ 假设 Ｋ 是 Ｓ 的右理想ꎬＳ / Ｋ 满足条件( ＩＥ)ꎬ考虑以下 ２ 种情况:
情况 １　 Ｋ＝Ｓꎮ 那么 Ｓ / Ｋ≅Θꎬ由引理 ２ 知ꎬＳ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎮ
情况 ２　 Ｋ≠Ｓꎮ 设 ｘｔ≠ｘｔ′ꎬ其中 ｘ∈Ｓꎬ ｔꎬｔ′∈Ｅ(Ｓ)ꎮ 如果 ｘｔ∉Ｋ 或 ｘｔ′∉Ｋꎬ则显然 Ｋ 是 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇꎮ

否则 ｘｔꎬｘｔ′∈Ｋꎬ则 ｘｔρＫｘｔ′ꎬ由定理 ２ 可知ꎬ存在 ｕ∈Ｓꎬ使得 ｘρＫｕ、ｕｔ＝ｕｔ′ꎮ 由于 ｘρＫｕꎬ则 ｘꎬｕ∈Ｋꎬ因此 Ｋ 是Ｉ￣左
ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇꎮ

充分性ꎮ 假设 Ｋ 是 Ｓ 的右理想ꎬ考虑以下 ２ 种情况:
情况 １　 Ｋ＝Ｓꎮ Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群ꎬ由引理 ２ 可知 Ｓ / Ｋ≅Θ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
情况 ２　 Ｋ≠Ｓ 且 Ｋ 是 Ｓ 的 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇ 真右理想ꎮ 假设 ｘ∈Ｓꎬ ｔꎬｔ′∈Ｅ(Ｓ)ꎬ ｘｔ ρＫｘｔ′ꎬ那么有以下

情形:
(１) ｘｔ＝ ｘｔ′ꎮ 如果 ｕ＝ ｘꎬ则 ｕｔ＝ｕｔ′ꎬ所以由定理 ２ 可知 Ｓ / Ｋ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
(２) ｘｔ≠ｘｔ′ꎮ ｘｔꎬｘｔ′∈Ｋꎬ因为 Ｋ 是 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇ 真右理想ꎬ所以 ｘ∈Ｋ 且存在 ｕ∈Ｋꎬ使得 ｕｔ ＝ ｕｔ′ꎬ又

ｘρＫｕꎬ所以由定理 ２ 可知 Ｓ / Ｋ 满足条件( ＩＥ)ꎮ
综上ꎬ可以证明如果 Ｓ 是左 Ｉ￣ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ 幺半群或 Ｋ 是 Ｉ￣左 ａｎｎｉｈｉｌａｔｉｎｇ 真右理想ꎬ则 Ｓ / Ｋ 满足条件(ＩＥ)ꎮ
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