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摘要:假设标的资产价格服从均值回复过程ꎬ运用矩匹配技术ꎬ研究 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型下商期权定价问题ꎮ 相比于使用蒙特卡

罗模拟方法ꎬ对 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型采用矩匹配的估值方法ꎬ可以在确保精度的基础上显著提升商期权定价的稳定性和效率ꎮ 最

后ꎬ在中国股票市场上ꎬ选取 ２ 个行业龙头公司的股票作为研究对象进行实例应用ꎬ评估期权定价模型在金融市场的适用性ꎮ
结果显示ꎬ本模型与蒙特卡洛模拟方法的估计结果差异极小ꎬ但前者用时显著缩短ꎮ
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０　 引言

根据国际期货业协会公布的关于全球场内期权的统计数据:２０２１ 年期权成交量约为 ３３３.１ 亿手ꎬ比
２０２０ 年同比增长 ５６.６％ꎻ２０２１ 年期权持仓量约为 ８.１ 亿手ꎬ比 ２０２０ 年同比增长 １.５％( ｈｔｔｐｓ:∥ｗｗｗ. ｆｉａ.
ｏｒｇ)ꎮ 由此可见ꎬ期权作为金融衍生品市场基础工具之一ꎬ具有越来越高的场内交易活跃度ꎮ 为了满足客户

特殊化的风险管理需求ꎬ商期权的发展与研究渐渐得到了重视ꎮ
期权定价研究常基于 Ｈｅｓｔｏｎ 模型刻画资产价格ꎬ 王波等[１]结合 Ｈｅｓｔｏｎ 模型和 ３ / ２ 模型展开研究ꎬ并描

述了 Ｈｅｓｔｏｎ 随机波动率模型的渐近行为[２]ꎮ 此外ꎬ一些学者研究了带指数缓增因子的分布阶粗糙Ｈｅｓｔｏｎ模
型和 Ｈｅｓｔｏｎ 模型下美式看跌期权定价[３￣４]ꎮ Ｈｅｓｔｏｎ 模型的使用改进了传统 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型下波动率为
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常数的不合理假设ꎬ同时提高了计算过程的效率ꎬ但参数估计较为复杂ꎬ并且参数估计缺乏稳定性ꎮ 与之相

比ꎬＨｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型[５]具有更大的灵活性ꎬ更容易进行参数的估计[６]ꎬ在出现负利率的情况下仍然有效ꎮ
Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型假设资产具有均值回复特性ꎬ这意味着资产在长期内将趋近于一个平均值ꎬ能够更好地描

述实际观察到的资产行为ꎬ兼具参数估计的简易性和计算的高效性ꎮ
矩匹配技术可以有效地处理多个标的资产引发的高维问题ꎬ因此被广泛用于篮子期权定价研究ꎮ Ｌｉ

等[７]假设资产价格遵循 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型ꎬ利用矩匹配方法对篮子期权进行定价研究ꎮ Ｙｕ 等[８] 假设利率遵

循单因子 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型ꎬ利用矩匹配方法推导出篮子期权的近似公式ꎮ 矩匹配技术对篮子期权的有效定

价ꎬ展现了其在多资产期权定价中的良好应用前景[９]ꎮ
商期权也称为比率期权ꎬ其标的为 ２ 个资产、指数或其他数量的比率ꎬ具有名义价值和票面价值的特性ꎮ

Ｇａｏ 等[１０]基于不确定理论提出不确定带跳跃的多资产价格模型ꎬ并运用于商期权定价研究中ꎮ 李敬楠

等[１１]假设标的资产遵循多维指数奥恩斯担－乌伦贝克过程(Ｏｒｎｓｔｅｉｎ￣Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ ｐｒｏｃｅｓｓꎬ ＯＵ)ꎬ利率分别遵

循 Ｈｏ－Ｌｅｅ 模型和扩展 Ｖａｓｉｃｅｋ 模型ꎬ通过多维 Ｇｉｒｓａｎｏｖ 定理和测度变换方法ꎬ推导出商期权的定价公式ꎮ
Öｚｓｏｙ[１２]主要对 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ－Ｍｅｒｔｏｎ 模型下的商期权定价进行概括ꎬ并将该结果运用到伊斯坦布尔证券

交易所商期权定价研究中ꎮ
本文提出一种简洁有效的商期权定价方法ꎬ在保证精度的情况下提高计算效率ꎮ 假设标的资产价格遵

循 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型ꎬ采用矩匹配方法对标的资产进行逐段近似匹配ꎬ将 ２ 个资产价格的商转化为 ２ 个对数

正态过程的商ꎬ从而研究商资产组合的分布特征ꎬ最终根据期权定价基本原理ꎬ给出欧式商期权价格的近似

解析解ꎮ 将本文所得商期权定价结果与蒙特卡罗模拟方法所得结果相比较ꎬ验证本方法定价的准确性、高效

性和稳定性ꎬ通过实证分析评估期权定价模型在金融市场的适用性ꎮ

１　 模型与主要结论

假设 ２ 种资产的价格过程 Ｘ ｉ( ｔ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ分别遵循带有均值回复过程特性[１３]的 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型[１４￣１５]:

ｄＸ ｉ( ｔ)＝ ｋｉ( ｔ)(γｉ( ｔ)－Ｘ ｉ( ｔ))ｄｔ＋ｖｉ( ｔ)Ｘ β
ｉ ( ｔ)ｄＷｉ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ

Ｘ ｉ(０)＝ ｘｉ０ꎬ
{

其中:ｋｉ( ｔ)为回归到长期均衡价格的速度ꎻγｉ( ｔ)为资产的长期均衡价格ꎻｖｉ( ｔ)为第 ｉ 个资产的波动率ꎮ 为了

简化分析ꎬ假设参数 ｋｉ( ｔ)、γｉ( ｔ)和 ｖｉ( ｔ)是关于时间 ｔ 的函数ꎬ布朗运动 Ｗ１( ｔ)和 Ｗ２( ｔ)相互独立ꎮ
商期权价格资产组合形式如下:

Ｘ(Ｔ)＝
Ｘ１(Ｔ)
Ｘ２(Ｔ)

ꎮ (１)

依据期权定价基本原理ꎬ执行价格为 Ｋꎬ到期时间为 Ｔ 的看涨商期权的价格为

Ｃ(Ｘ)＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔＥ ｍａｘ
Ｘ１(Ｔ)
Ｘ２(Ｔ)

－Ｋꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ (２)

看跌商期权的价格为

Ｃ(Ｘ)＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔＥ ｍａｘ Ｋ－
Ｘ１(Ｔ)
Ｘ２(Ｔ)

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ (３)

定理 １　 执行价格为 Ｋꎬ到期时间为 Ｔ 的看涨商期权价格为

Ｃ(Ｘ)≈ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ
Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)]
(Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]) ３ Φ

ｌｎ Ｅ[Ｘ２
１(Ｔ)] / ２＋３ｌｎ Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)] / ２－４ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]－ｌｎＫ
　 －２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

－Ｋｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ Φ
２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]－ｌｎ Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)] / ２＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)] / ２－ｌｎＫ

　 －２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２
１(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ (４)

定理 ２　 执行价格为 Ｋꎬ到期时间为 Ｔ 的看跌商期权价格为
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Ｃ(Ｘ)≈ Ｋｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔΦ
ｌｎＫ－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]＋２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)] / ２－ｌｎ {Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)]} / ２

　 －２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２
１(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

－ ｅ －∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ
Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)]
(Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]) ３ Φ

ｌｎ Ｋ－ｌｎ Ｅ[Ｘ２
１(Ｔ)] / ２－３ｌｎ Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)] / ２＋４ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]
　 －２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)]＋ｌｎ Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

(５)

２　 主要结论证明

假设标的资产价格遵循 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型ꎬ采用矩匹配方法对标的资产进行逐段近似匹配ꎬ将 ２ 个资产

价格的商转化为 ２ 个对数正态过程的商ꎬ从而研究商资产组合的分布特征ꎬ最终根据期权定价基本原理ꎬ给
出欧式商期权价格的近似解析解ꎮ

研究商资产组合分布特征的过程主要包括以下步骤:第 １ 步ꎬ给出 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型的一阶原点矩

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)]和二阶原点矩 Ｅ[Ｘ２
ｉ( ｔ)]ꎻ第 ２ 步ꎬ给出用于逐段匹配的几何布朗运动及其一阶原点矩 Ｅ[Ｓｉ( ｔ)]和

二阶原点矩Ｅ[Ｓ２
ｉ( ｔ)]ꎬ并将资产价格过程与几何布朗运动逐段匹配ꎻ第 ３ 步ꎬ计算 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型下商期权

的近似价格ꎮ 具体步骤如下ꎮ
第 １ 步　 给出 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型的一阶原点矩(推导过程见附录 Ａ)和二阶原点矩(推导过程见附录 Ｂ)ꎮ

对于 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型二阶原点矩的探讨ꎬ本文选取 β 分别为 ０、 １
２

和 １ 时对应的 Ｖａｓｉｃｅｋ－Ｏｒｎｓｔｅｉｎ－Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ

(ＶＯＵ)过程、Ｃｏｘ－Ｉｎｇｅｒｓｏｌｌ－Ｒｏｓｓ(ＣＩＲ)过程和 Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ－Ｏｒｎｓｔｅｉｎ－Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ(ＥＯＵ)过程为例展开探讨ꎮ
通过伊藤引理以及一阶线性常微分方程解法ꎬ计算得到一般 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型下均值回复过程的一阶矩

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)] ＝ ｅ－∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ ( ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ )ꎮ (６)

β＝ ０ 时ꎬ Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型即为 ＶＯＵ 过程[１６]ꎬ其过程以及二阶原点矩分别为

ｄＸ ｉ( ｔ)＝ ｋｉ( ｔ)(γｉ( ｔ)－Ｘ ｉ( ｔ))ｄｔ＋ｖｉ( ｔ)ｄＷｉ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
Ｘ ｉ(０)＝ ｘｉ０ꎬ

{
Ｅ[Ｘ２

ｉ( ｔ)] ＝ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
２ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ(ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ) ２ꎮ (７)

β＝ １
２
时ꎬＨｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型即为 ＣＩＲ 过程[１７￣１８]ꎬ其过程以及二阶原点矩分别为

ｄＸ ｉ( ｔ)＝ ｋｉ( ｔ)(γｉ( ｔ)－Ｘ ｉ( ｔ))ｄｔ＋ｖｉ( ｔ)
　 Ｘ ｉ( ｔ) ｄＷｉ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ

Ｘ ｉ(０)＝ ｘｉ０ꎬ
{
Ｅ[Ｘ２

ｉ( ｔ)] ＝ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ∫ ｔ

０
ｖｉ

２(ｓ) ( ｘｉ０ ＋ ∫ｓ
０
ｋｉ(ｕ)γｉ(ｕ)ｅ∫

ｕ

０
ｋｉ(ｖ)ｄｖｄｕ ) ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ

＋ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ ( ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ )

２
ꎮ (８)

β＝ １ 时ꎬＨｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型即为 ＥＯＵ 过程ꎬ其过程以及二阶原点矩分别为

ｄＸ ｉ( ｔ)＝ ｋｉ( ｔ)(γｉ( ｔ)－Ｘ ｉ( ｔ))ｄｔ＋ｖｉ( ｔ)Ｘ ｉ( ｔ)ｄＷｉ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
Ｘ ｉ(０)＝ ｘｉ０ꎬ

{
Ｅ[Ｘ２

ｉ( ｔ)] ＝ ｅ∫
ｔ

０
(ｖｉ(ｓ) ２－２ｋｉ(ｓ))ｄｓ∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ) ( ｘｉ０ ＋ ∫ｓ

０
ｋｉ(ｕ)γｉ(ｕ)ｅ∫

ｕ

０
ｋｉ(ｖ)ｄｖｄｕ )

２
ｅ－∫ｓ０ｖ２ｉ (ｕ)ｄｕｄｓ

＋ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ( )

２
ꎮ (９)

第 ２ 步　 给出逐段几何布朗运动及其一阶原点矩和二阶原点矩ꎬ并将资产价格过程与几何布朗运动逐

段匹配ꎬ从而确定逐段几何布朗运动的常系数 ｑｉ( ｔ)和 σｉ( ｔ)ꎮ
将时间区间[０ꎬＴ]划分成 ｎ 个小区间[ ｔｌ－１ꎬｔｌ]ꎬ ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ在每个区间[ ｔｌ－１ꎬｔｌ]上分别定义一个常系数

几何布朗运动ꎬ则在整个时间区间[０ꎬＴ]上定义的过程即为逐段几何布朗运动ꎬ其形式如下:



　 ４　　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

ｄＳｉ( ｔ)＝ (ｒ( ｔ)－ｑｉ( ｔ))Ｓｉ( ｔ)ｄｔ＋σｉ( ｔ)Ｓｉ( ｔ)ｄＷｉ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
Ｓｉ(０)＝ ｘｉ０ꎬ

{ (１０)

其中ꎬｒ( ｔ)为 ｔ 时刻即时利率ꎬ且
ｑｉ( ｔ)＝ ｑｉｌꎬ　 ∀ｔ∈[ ｔｌ－１ꎬｔｌ]ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

σｉ( ｔ)＝ σｉｌꎬ　 ∀ｔ∈[ ｔｌ－１ꎬｔｌ]ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ{
利用常微分方程解法求解几何布朗运动的一阶原点矩并整理ꎬ可得

Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ)] ＝Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１)] ｅ∫
ｔ ｌ
ｔｌ－１

ｒ( ｔ)ｄｔ－ｑｉｌΔｔｌꎬ (１１)
几何布朗运动的二阶原点矩为

Ｅ[Ｓ２
ｉ( ｔｌ)] ＝Ｅ[Ｓ２

ｉ( ｔｌ－１)] ｅ∫
ｔ ｌ
ｔｌ－１

２ｒ( ｔ)ｄｔ＋(σ２
ｉｌ－２ｑｉｌ)Δｔｌꎮ (１２)

根据式(１１)、(１２)可以整理得 ｑｉｌ和 σｉｌ为

ｑｉｌ ＝
１
Δｔｌ

∫ｔ ｌ
ｔｌ－１

ｒ( ｔ)ｄｔ － ｌｎ
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ)]
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１)]

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

σｉｌ ＝
　

１
Δｔｌ

ｌｎ
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ) ２]
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１) ２]

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ｌｎ

Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ)]
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１)]

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

进而可得 ∫Ｔ
０
ｑｉｌｄｔ 和∫Ｔ

０
σ２

ｉｌｄｔ 如下:

∫Ｔ
０
ｑｉｌｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
ｒ( ｔ)ｄｔ － ｌｎ

Ｅ[Ｓｉ(Ｔ)]
Ｅ[Ｓｉ(０)]

＝ ∫Ｔ
０
ｒ( ｔ)ｄｔ － ｌｎ Ｅ[Ｓｉ(Ｔ)] ＋ ｌｎ Ｅ[Ｓｉ(０)]ꎬ (１３)

　 　 　 　 　 　 　 ∫Ｔ
０
σ２

ｉｌｄｔ ＝∑
ｎ

ｌ ＝１
σ２

ｉｌΔｔｌ ＝ ∑
ｎ

ｌ ＝１
ｌｎ

Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ) ２]
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１) ２]

æ

è
ç

ö

ø
÷ －２ ｌｎ

Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ)]
Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ－１)]

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｌｎ
Ｅ[Ｓ２

ｉ(Ｔ)]
Ｓｉ(０) ２ －２ ｌｎ

Ｅ[Ｓｉ(Ｔ)]
Ｓｉ(０)

＝ ｌｎ
Ｅ[Ｓ２

ｉ(Ｔ)]
(Ｅ[Ｓｉ(Ｔ)]) ２ ＝ ｌｎ Ｅ[Ｓ２

ｉ(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｓｉ(Ｔ)]ꎮ

(１４)
将资产价格过程 Ｘ ｉ( ｔｌ)与几何布朗运动 Ｓｉ( ｔｌ)逐段匹配

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ)] ＝Ｅ[Ｓｉ( ｔｌ)]ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

Ｅ[Ｘ２
ｉ( ｔｌ)] ＝Ｅ[Ｓ２

ｉ( ｔｌ)]ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ{ (１５)

则式(１５)成立时所对应的 ｑｉｌ和 σｉｌ取值分别为

ｑｉｌ ＝
１
Δｔｌ

∫ｔ ｌ
ｔｌ－１

ｒ( ｔ)ｄｔ － ｌｎ
Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ)]

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ － １)]
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

σｉｌ ＝
　

１
Δｔｌ

ｌｎ
Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ) ２]
Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ－１) ２]

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２ ｌｎ

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ)]
Ｅ[Ｘ ｉ( ｔｌ－１)]

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

第 ３ 步　 计算 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型下商期权的近似价格ꎮ 根据第 ２ 步ꎬ资产 Ｘ１(Ｔ)和 Ｘ２(Ｔ)分别在每个区

间[ ｔｌ－１ꎬｔｌ]上与逐段对数几何布朗运动匹配ꎬ下面验证商组合
Ｓ１(Ｔ)
Ｓ２(Ｔ)

服从对数正态分布ꎬ即 ｌｎ
Ｓ１(Ｔ)
Ｓ２(Ｔ)

服从正态

分布ꎮ
根据伊藤引理可得

ｌｎ
Ｓ１(Ｔ)
Ｓ２(Ｔ)

＝ ｌｎ
Ｓ１(０)
Ｓ２(０)

＋ ∫Ｔ
０

１
Ｓ１( ｔ)

ｄＳ１( ｔ) － １
２ ∫

Ｔ

０

ｄ‹Ｓ１( ｔ)ꎬＳ２( ｔ)›
Ｓ１

２( ｔ)
－ ∫Ｔ

０

１
Ｓ２( ｔ)

ｄＳ２( ｔ) ＋ １
２ ∫

Ｔ

０

ｄ‹Ｓ１( ｔ)ꎬＳ２( ｔ)›
Ｓ２

２( ｔ)

＝ ｌｎ
ｘ１０

ｘ２０

＋ ∫Ｔ
０

１
Ｓ１( ｔ)

[(ｒ( ｔ) － ｑ１( ｔ))Ｓ１( ｔ)ｄｔ ＋ σ１( ｔ)Ｓ１( ｔ)ｄＷ１( ｔ)] － １
２ ∫

Ｔ

０

１
Ｓ２

１( ｔ)
σ２

１( ｔ)Ｓ２
１( ｔ)ｄｔ

－ ∫Ｔ
０

１
Ｓ２( ｔ)

[(ｒ( ｔ) － ｑ２( ｔ))Ｓ２( ｔ)ｄｔ ＋ σ２( ｔ)Ｓ２( ｔ)ｄＷ２( ｔ)] ＋ １
２ ∫

Ｔ

０

１
Ｓ２

２( ｔ)
σ２

２( ｔ)Ｓ２
２( ｔ)ｄｔ
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＝ ｌｎ
ｘ１０

ｘ２０

＋ ∫Ｔ
０
( － ｑ１( ｔ) ＋ ｑ２( ｔ) －

σ２
１( ｔ)
２

＋
σ２

２( ｔ)
２

)ｄｔ ＋ ∫Ｔ
０
σ１( ｔ)ｄＷ１( ｔ) － ∫Ｔ

０
σ２( ｔ)ｄＷ２( ｔ)ꎮ (１６)

由式(１６)可知 ｌｎ
Ｓ１(Ｔ)
Ｓ２(Ｔ)

服从正态分布ꎬ且 ｌｎ
Ｓ１(Ｔ)
Ｓ２(Ｔ)

的期望 μ 与方差 σ２ 分别为

μ ＝ ｌｎ
ｘ１０

ｘ２０

＋ ∫Ｔ
０

－ ｑ１( ｔ) ＋ ｑ２( ｔ) －
σ２

１( ｔ)
２

＋
σ２

２( ｔ)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＝ ｌｎ

ｘ１０

ｘ２０

＋∑
ｎ

ｌ ＝１
－ ｑ１ｌ ＋ ｑ２ｌ －

σ２
１ｌ

２
＋
σ２

２ｌ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔｌꎬ

σ２ ＝ ∫Ｔ
０
σ２

１( ｔ)ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
σ２

２( ｔ)ｄｔ ＝∑
ｎ

ｌ ＝１
(σ２

１ｌ ＋ σ２
２ｌ)Δｔｌꎮ

结合式(１３)、(１５)ꎬ可以得到期望 μ 与方差 σ２

μ＝ ２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ ｌｎ Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]－
１
２
ｌｎ Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)]＋
１
２
ｌｎ Ｅ[Ｘ２

２(Ｔ)] ＝ ｌｎ
(Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]) ２ 　

Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)]

　
Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)] (Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]) ２
ꎬ

(１７)

σ２ ＝ －２ ｌｎ Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]－２ｌｎＥ[Ｘ２(Ｔ)]＋ｌｎＥ[Ｘ２
１(Ｔ)]＋ｌｎＥ[Ｘ２

２(Ｔ)] ＝ ｌｎ
Ｅ[Ｘ２

１(Ｔ)]
(Ｅ[Ｘ１(Ｔ)]) ２

Ｅ[Ｘ２
２(Ｔ)]

(Ｅ[Ｘ２(Ｔ)]) ２ꎮ(１８)

下面给出执行价格为 Ｋ、到期时间为 Ｔ 的看涨商期权和看跌商期权的价格推导过程ꎮ
定理 １ 的证明　 依据期权定价基本原理ꎬ执行价格为 Ｋ、到期时间为 Ｔ 的看涨商期权的价格为

　 　 　 Ｃ(Ｘ) ≈ ｅ－∫ Ｔ０ ｒ( ｔ)ｄｔＥ [ｍａｘ ( ｅｌｎ
Ｓ１(Ｔ)

Ｓ２(Ｔ) － Ｋꎬ０ ) ] ＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ∫＋∞

ｌｎＫ
(ｅｙ － Ｋ) １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙ

＝ ｅ－∫ Ｔ０ ｒ( ｔ)ｄｔ ∫＋∞

ｌｎ Ｋ
ｅｙ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙ － ∫＋∞

ｌｎ Ｋ
Ｋ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｅ－∫ Ｔ０ ｒ( ｔ)ｄｔ ｅμ＋σ
２
２ ∫＋∞

ｌｎ Ｋ

１
　 ２πσ

ｅ－(ｙ－(μ＋σ２))２

２σ２ ｄｙ － ∫＋∞

ｌｎ Ｋ
Ｋ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｅ－∫ Ｔ０ ｒ( ｔ)ｄｔ ｅ μ＋σ
２
２ １ －Φ ｌｎ Ｋ－ (μ ＋σ２)

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｋ １ －Φ ｌｎ Ｋ － μ

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ ｅ μ＋σ
２
２ Φ μ ＋σ２ － ｌｎ Ｋ

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ＫΦ μ － ｌｎ Ｋ

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ (１９)

将式(１７)、(１８)代入式(１９)ꎬ定理 １ 得证ꎮ
定理 ２ 的证明　 同理ꎬ执行价格为 Ｋ、到期时间为 Ｔ 的看跌商期权的价格为

　 　 　 　 Ｃ(Ｘ) ≈ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔＥ [ｍａｘ (Ｋ － ｅｌｎ
Ｓ１(Ｔ)

Ｓ２(Ｔ)ꎬ０ ) ]

＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ∫ｌｎ Ｋ

－∞
(Ｋ － ｅｙ) １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙ

＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ ∫ｌｎ Ｋ

－∞
Ｋ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙ － ∫ｌｎ Ｋ

－∞
ｅｙ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ ∫ｌｎ Ｋ

－∞
Ｋ １

　 ２πσ
ｅ－(ｙ－μ)２

２σ２ ｄｙ － ｅμ＋σ
２
２ ∫ｌｎ Ｋ

－∞

１
　 ２πσ

ｅ－(ｙ－(μ＋σ２))２

２σ２ ｄｙé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｅ－∫Ｔ０ｒ( ｔ)ｄｔ ＫΦ ｌｎ Ｋ － μ
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅμ＋σ

２
２ Φ ｌｎ Ｋ － (μ ＋ σ２)

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ (２０)

将式(１７)、(１８)代入式(２０)ꎬ定理 ２ 得证ꎮ

３　 数值分析与实证研究

蒙特卡罗模拟方法在到期时间较长和波动率较高时可以保持计算精度ꎬ但收敛速度慢[１９￣２０]ꎬ计算效率

显著下降[２１]ꎬ当用于研究多资产期权定价问题时ꎬ需要在计算效率和计算精度之间进行权衡ꎮ 鉴于此ꎬ本章
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将蒙特卡罗模拟结果作为对比ꎬ以到期时间和波动率为控制变量ꎬ讨论商期权在不同参数下的理论价格ꎬ并
利用计算结果的差异率和计算时间来说明方法的有效性、高效性和稳定性ꎮ

首先ꎬ将验证本方法(对 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型采用矩匹配方法ꎬＨＭ 法)的有效性和高效性ꎮ 从表 １ 看出ꎬ从
期权价格的估计精度来看ꎬ本方法的计算结果具有很高的精度ꎬ差异率较小而且相对稳定ꎻ从期权价格的估

计用时来看ꎬ相比于耗时较长的蒙特卡罗模拟方法ꎬ本方法因具有解析解的特点而用时较短ꎮ 综上所述ꎬ本
方法在 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型中的 ＶＯＵ 过程、ＣＩＲ 过程和 ＥＯＵ 过程都得到了验证ꎬ在保证了计算精度的前提下ꎬ
使得计算商期权的效率有了极大的提升ꎮ

表 １　 ＨＭ 方法与 ＭＣ 方法定价结果
(Ｔ＝ １ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.２４ꎬ ｖ２ ＝ ０.２１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｉｃｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＨＭ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＭＣ ｍｅｔｈｏｄ
(Ｔ＝ １ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.２４ꎬ ｖ２ ＝ ０.２１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ
模型选取

Ｋ
ＨＭ

期权价格 用时 / ｓ
ＭＣ

期权价格 ＳＤ 用时 / ｓ
差异率 / ％

５ ２２.１３９ ４ ０.０１５ ６ ２２.１３９ ７ ０.０００ ０６ ３９ －０.００１ ４
７ ２０.２３６ ９ ０.００１ ０ ２０.２３７ ３ ０.０００ ０７ ２９ －０.００２ ０
９ １８.３３４ ５ ０.０００ ２ １８.３３４ ３ ０.０００ １０ ２７ ０.００１ １

１１ １６.４３２ ０ ０.０００ １ １６.４３２ １ ０.０００ ０６ ３０ －０.０００ ６
ＶＯＵ １３ １４.５２９ ６ ０.０００ ６ １４.５２９ ９ ０.０００ ０８ ４６ －０.００２ １

１５ １２.６２７ １ ０.０００ ２ １２.６２７ ３ ０.０００ ０６ ３６ －０.００１ ６
１７ １０.７２４ ６ ０.０００ ２ １０.７２４ ５ ０.０００ ０８ ５１ ０.０００ ９
１９ ８.８２２ ２ ０.０００ １ ８.８２１ ６ ０.０００ ０８ ５５ ０.００６ ８
２１ ６.９１９ ７ ０.０００ ２ ６.９１９ ２ ０.０００ ０７ ２７ ０.００７ ２
２３ ５.０１７ ３ ０.０００ ２ ５.０１７ ３ ０.０００ ０６ ２７ ０.０００ ０
５ ２２.１９０ ９ ０.０１４ １ ２２.１９３ ４ ０.０００ ２５ １６ －０.０１１ ３
７ ２０.２８８ ５ ０.０１４ １ ２０.２８９ ６ ０.０００ ３４ ４８ －０.００５ ４
９ １８.３８６ ０ ０.０１４ １ １８.３８４ ８ ０.０００ ２７ ７６ ０.００６ ５

１１ １６.４８３ ６ ０.０１４ １ １６.４７８ ９ ０.０００ ３１ ５０ ０.０２８ ５

ＣＩＲ
１３ １４.５８１ １ ０.０１４ １ １４.５７９ ３ ０.０００ ３１ ７９ ０.０１２ ３
１５ １２.６７８ ６ ０.０２９ ７ １２.６７９ ４ ０.０００ ２１ ５１ －０.００６ ３
１７ １０.７７６ ２ ０.０２９ ７ １０.７７４ ５ ０.０００ ３０ ２３ ０.０１５ ８
１９ ８.８７３ ７ ０.０２９ ７ ８.８７２ ８ ０.０００ ２９ ４６ ０.０１０ １
２１ ６.９７１ ３ ０.０２９ ７ ６.９６８ ０ ０.０００ ４１ ８１ ０.０４７ ４
２３ ５.０６８ ８ ０.０２９ ７ ５.０６６ ４ ０.０００ ３０ ５７ ０.０４７ ４
５ ２３.００８ ２ ０.０１５ ７ ２３.０１０ １ ０.００１ ８０ ５４ －０.００８ ３
７ ２１.１０５ ８ ０.０１５ ７ ２１.０６１ ２ ０.００２ ９５ ５４ ０.２１１ ８
９ １９.２０３ ３ ０.０１５ ７ １９.１９２ ７ ０.００２ ８４ ５４ ０.０５５ ２

１１ １７.３０１ ０ ０.０１５ ７ １７.３００ ９ ０.００１ ８７ ５４ ０.０００ ６

ＥＯＵ
１３ １５.４００ ４ ０.０１５ ７ １５.３８２ ０ ０.００２ ３７ ５４ ０.１１９ ６
１５ １３.５０８ ３ ０.０３１ ３ １３.４９８ ８ ０.００２ ７６ ５０ ０.０７０ ４
１７ １１.６４３ ０ ０.０３１ ３ １１.６２８ ９ ０.００２ ４５ ４３ ０.１２１ ２
１９ ９.８３７ ４ ０.０３１ ３ ９.８２９ ３ ０.００２ １９ ４２ ０.０８２ ４
２１ ８.１３５ ４ ０.０３１ ３ ８.１３２ ０ ０.００１ ３２ ４４ ０.０４１ ８
２３ ６.５８１ ６ ０.０３１ ３ ６.５６５ ８ ０.００１ ６５ ４３ ０.２４０ ６

　 　 注:ＨＭ 代表本文所提出的方法ꎻＭＣ 代表蒙特卡罗模拟方法ꎻＳＤ 表示蒙特卡罗模拟方法期权估计值的标准误差ꎬＭ 表示

运算次数ꎬω 为标准差ꎬ期权估计值的标准误差为 ω / 　 Ｍꎮ 差异率是将两期权价值的差与蒙特卡罗模拟的结果相比所得ꎮ

　 　 其次ꎬ将验证 ＨＭ 法的稳定性ꎮ 从表 ２、３ 可以看出ꎬ当到期时间变长ꎬ蒙特卡罗模拟所耗费的时间会有

所增加ꎬ与之相比ꎬ本方法并没有受到显著影响ꎬ依旧保持极短的运算时间ꎻ当波动率较大时ꎬ与之相比ꎬ本方

法并没有受到显著影响ꎬ依旧保持极短的运算时间ꎮ 综上所述ꎬ不同于蒙特卡罗模拟方法ꎬ本方法在到期时

间变长和波动率增大的情况下ꎬ计算精度和计算效率都不会受到影响ꎬ稳定性得到了验证ꎮ
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表 ２　 到期时间较长时的 ＨＭ 方法与 ＭＣ 方法定价结果
(Ｔ＝ ３ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.２４ꎬ ｖ２ ＝ ０.２１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＨＭ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＭＣ ｍｅｔｈｏｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｐｉｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｉｓ ｌｏｎｇ
(Ｔ＝ ３ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.２４ꎬ ｖ２ ＝ ０.２１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ
模型选取

Ｋ
ＨＭ

期权价格 用时 / ｓ
ＭＣ

期权价格 ＳＤ 用时 / ｓ
差异率 / ％

５ ２０.０３４ １ ０.００１ ０ ２０.０３４ ５ －０.０００ ０５ ６９ －０.００２ ０
７ １８.３１２ ７ ０.０００ ２ １８.３１２ ４ －０.０００ ０９ ３０ ０.００１ ６
９ １６.５９１ ３ ０.０００ ２ １６.５９０ ８ －０.０００ ０７ ２８ ０.００３ ０

１１ １４.８６９ ８ ０.０００ ３ １４.８６９ ３ －０.０００ ０９ ２８ ０.００３ ４

ＶＯＵ
１３ １３.１４８ ４ ０.０００ １ １３.１４８ ３ －０.０００ ０８ ４８ ０.０００ ８
１５ １１.４２７ ０ ０.０００ １ １１.４２７ ７ －０.０００ ０８ １０３ －０.００６ １
１７ ９.７０５ ６ ０.０１４ ５ ９.７０５ ５ －０.０００ １１ １０３ ０.００１ ０
１９ ７.９８４ ２ ０.０００ ２ ７.９８３ ８ －０.０００ １０ ８３ ０.００５ ０
２１ ６.２６２ ８ ０.０００ ２ ６.２６２ ２ －０.０００ ０８ ５０ ０.００９ ６
２３ ４.５４１ ４ ０.０００ １ ４.５４１ ９ －０.０００ ０９ ３１ －０.０１１ ０
５ ２０.１２４ ０ ０.０００ １ ２０.１１０ ７ －０.０００ ２７ １３４ ０.０６６ １
７ １８.４０２ ６ ０.０００ １ １８.３９３ ３ －０.０００ ３５ １６６ ０.０５０ ６
９ １６.６８１ ２ ０.０１６ １ １６.６６８ ３ －０.０００ ３４ ２０１ ０.０７７ ４

１１ １４.９５９ ８ ０.０１６ １ １４.９４４ ９ －０.０００ ３１ １２９ ０.０９９ ７

ＣＩＲ
１３ １３.２３８ ４ ０.０１６ １ １３.２２２ ４ －０.０００ ３６ １８０ ０.１２１ ０
１５ １１.５１６ ９ ０.０１６ １ １１.５０５ ５ －０.０００ ３３ １１６ ０.０９９ １
１７ ９.７９５ ５ ０.０１６ １ ９.７７５ ５ －０.０００ ３５ １５０ ０.２０４ ６
１９ ８.０７４ １ ０.０１６ １ ８.０５７ ４ －０.０００ ２５ １２６ ０.２０７ ３
２１ ６.３５２ ７ ０.０３１ ８ ６.３３８ ４ －０.０００ ３６ １１２ ０.２２５ ６
２３ ４.６３１ ４ ０.０３１ ８ ４.６１４ ６ －０.０００ ２７ １４０ ０.３６４ １
５ ２１.４１３ ５ ０.０００ １ ２１.３７２ ０ －０.００２ ９９ ４２ ０.１９４ ２
７ １９.６９２ ２ ０.０００ １ １９.６５４ ９ －０.００３ ６８ ３９ ０.１８９ ８
９ １７.９７１ ２ ０.０１５ ６ １７.９３０ ０ －０.００３ １９ ３９ ０.２２９ ８

１１ １６.２５３ ６ ０.０１５ ６ １６.１７７ ９ －０.００２ １３ ３９ ０.４６７ ９

ＥＯＵ
１３ １４.５４８ ２ ０.０１５ ６ １４.５２０ ４ －０.００２ ４２ ４０ ０.１９１ ５
１５ １２.８７２ ９ ０.０１５ ６ １２.８０７ ７ －０.００３ ４７ ３９ ０.５０９ １
１７ １１.２５３ ４ ０.０１５ ６ １１.１５５ ４ －０.００２ ７６ ３９ ０.８７８ ５
１９ ９.７１８ ８ ０.０３１ ３ ９.６３５ ３ －０.００２ ２２ ３９ ０.８６６ ６
２１ ８.２９５ ６ ０.０３１ ３ ８.１８８ ９ －０.００２ ５６ ３９ １.３０３ ０
２３ ７.００３ ７ ０.０３１ ３ ６.９１４ ３ －０.００２ ２５ ３９ １.２９３ ０

表 ３　 波动率较大时的 ＨＭ 方法与 ＭＣ 方法定价结果
(Ｔ＝ １ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.６４ꎬ ｖ２ ＝ ０.６１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＨＭ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＭＣ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈｅｒ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ
(Ｔ＝ １ꎬ ｘ１ ＝ ４４５.５５ꎬ ｘ２ ＝ １５.７６ꎬ ｖ１ ＝ ０.６４ꎬ ｖ２ ＝ ０.６１ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １ / ３)

Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ
模型选取

Ｋ
ＨＭ

期权价格 用时 / ｓ
ＭＣ

期权价格 ＳＤ 用时 / ｓ
差异率 / ％

５ ２２.１６４ ６ ０.０００ ２ ２２.１６３ ７ －０.０００ ２１ ３１ ０.００４ １
７ ２０.２６２ １ ０.０１４ ６ ２０.２６４ ８ －０.０００ ２５ ２７ －０.０１３ ３
９ １８.３５９ ７ ０.０００ ２ １８.３５７ ４ －０.０００ ２３ ２７ ０.０１２ ５

１１ １６.４５７ ２ ０.０００ １ １６.４５８ ９ －０.０００ ２１ ７０ －０.０１０ ３

ＶＯＵ
１３ １４.５５４ ７ ０.０００ ２ １４.５５５ ５ －０.０００ ２０ ７８ －０.００５ ５
１５ １２.６５２ ３ ０.０００ ２ １２.６４７ ９ －０.０００ ２２ ７８ ０.０３４ ８
１７ １０.７４９ ８ ０.００３ ７ １０.７５２ ５ －０.０００ １７ ７８ －０.０２５ １
１９ ８.８４７ ４ ０.０００ １ ８.８４８ ５ －０.０００ ２７ ６７ －０.０１２ ４
２１ ６.９４４ ９ ０.０００ ２ ６.９４３ ３ －０.０００ １８ ６２ ０.０２３ ０
２３ ５.０４２ ４ ０.０００ １ ５.０３９ ６ －０.０００ １７ ６３ ０.０５５ ６
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表 ３(续)
Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ
模型选取

Ｋ
ＨＭ

期权价格 用时 / ｓ
ＭＣ

期权价格 ＳＤ 用时 / ｓ
差异率 / ％

５ ２２.５９９ ５ ０.０１５ ６ ２２.６０６ ０ －０.００１ ００ ４２ －０.０２８ ８
７ ２０.６９７ ０ ０.０００ １ ２０.６９４ ９ －０.００１ １１ ４３ ０.０１０ １
９ １８.７９４ ６ ０.０００ １ １８.７９７ ４ －０.００１ ０２ ４２ －０.０１４ ９

１１ １６.８９２ １ ０.０００ １ １６.８８２ ８ －０.００１ １０ ４２ ０.０５５ １
ＣＩＲ １３ １４.９８９ ６ ０.０００ １ １４.９９６ ３ －０.０００ ９３ ４２ －０.０４４ ７

１５ １３.０８７ ２ ０.０１５ ６ １３.０８６ ６ －０.０００ ７８ ４２ ０.００４ ６
１７ １１.１８４ ７ ０.０００ １ １１.１７７ １ －０.０００ ９８ ４２ ０.０６８ ０
１９ ９.２８３ ０ ０.０００ １ ９.２８２ ６ －０.０００ ６８ ４２ ０.００４ ３
２１ ７.３８９ ４ ０.０００ １ ７.３９１ ２ －０.０００ ９９ ４２ －０.０２４ ４
２３ ５.５４０ ３ ０.０００ １ ５.５３３ ０ －０.００１ ０４ ４２ ０.１３１ ９
５ ２２.５９９ ５ ０.００２ ６ ２２.５９８ ４ －０.００１ １５ ４２ ０.００４ ９
７ ２０.６９７ ０ ０.０００ １ ２０.７０１ ５ －０.００１ ０４ ４１ －０.０２１ ７
９ １８.７９４ ６ ０.０００ １ １８.７９５ ７ －０.００１ ２９ ４２ －０.００５ ９

１１ １６.８９２ １ ０.０００ １ １６.８９１ ０ －０.００１ ２４ ４３ ０.００６ ５

ＥＯＵ
１３ １４.９８９ ６ ０.０１５ ７ １４.９８６ １ －０.０００ ９４ ４１ ０.０２３ ４
１５ １３.０８７ ２ ０.０００ １ １３.０９６ ２ －０.００１ ０３ ４３ －０.０６８ ７
１７ １１.１８４ ７ ０.０００ １ １１.１８７ ２ －０.０００ ９３ ４１ －０.０２２ ３
１９ ９.２８３ ０ ０.０００ １ ９.２７４ ９ －０.００１ ０４ ４２ ０.０８７ ３
２１ ７.３８９ ４ ０.０００ １ ７.３９１ ４ －０.００１ ３２ ４２ －０.０２７ １
２３ ５.５４０ ３ ０.０１５ ６ ５.５２１ ２ －０.０００ ９４ ４２ ０.００３ ５

　 　 最后ꎬ评估期权定价模型在金融市场的适用性ꎮ 选取中国股票市场中贵州茅台和长江电力股票为研

究对象ꎬ以 ２０１９ 年 １０ 月 ８ 日至 ２０２２ 年 １０ 月 １０ 日期间的收盘价格为研究数据ꎮ 贵州茅台和长江电力 ２
家公司作为行业的龙头ꎬ其在中国股票市场中股票价格的波动性和市场影响力较大ꎬ因此被选作本研究

的样本ꎮ 由于 ＣＩＲ 过程能够保证资产值大于 ０ꎬ更符合真实市场表现ꎬ因此选用 ＣＩＲ 过程ꎮ 在参数估计

的过程中ꎬ通过计算股票价格的均值和方差ꎬ确定长期均衡价格 γ ｉ( ｔ)和波动率 ｖ ｉ( ｔ)的估计参数ꎻ将历史

数据代入 ＣＩＲ 模型ꎬ并通过最小二乘法拟合模型ꎬ得到均值回复速度 ｋ ｉ( ｔ)的估计参数ꎮ 将得到的参数应

用于 ＣＩＲ 模型ꎬ使用蒙特卡罗模拟方法和本文的方法分别对这 ２ 种标的资产的看涨商期权定价ꎮ 从表 ４
可以看出ꎬ２ 种方法的估计结果差异极小ꎬ但 ＨＭ 法用时明显较短ꎮ 综上所述ꎬＨＭ 法在股票市场的定价

表现良好ꎮ
表 ４　 股票实例定价结果(Ｔ＝ ３ꎬ ｘ１ ＝ １ １６７.１ꎬ ｘ２ ＝ １８.５８ꎬ γ１ ＝ １ ７０５.３９６ ４１７ꎬ γ２ ＝ ２０.２１２ ７６４ꎬ

ｖ１ ＝ ５.７２７ ５ꎬ ｖ２ ＝ ０.３３７ ７ꎬ ｒ＝ ５％ꎬ ｋ１ ＝ ０.１００ １２１ꎬ ｋ２ ＝ ０.１００ ０１２)
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｓｔｏｃｋｓ ａｎｄ ｅｘｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅｓ(Ｔ＝ ３ꎬ ｘ１ ＝ １ １６７.１ꎬ ｘ２ ＝ １８.５８ꎬ γ１ ＝ １ ７０５.３９６ ４１７ꎬ

γ２ ＝ ２０.２１２ ７６４ꎬ ｖ１ ＝ ５.７２７ ５ꎬ ｖ２ ＝ ０.３３７ ７ꎬ ｒ＝ ５％ꎬｋ１ ＝ ０.１００ １２１ꎬ ｋ２ ＝ ０.１００ ０１２)

Ｋ
ＨＭ

期权价格 用时 / ｓ
ＭＣ

期权价格 ＳＤ 用时 / ｓ
差异率 / ％

５ ５５.６８５ ８ ０.００１ ０ ５５.７２２ ２ ０.００３ ８ ２０５ －０.０６５ ３
７ ５３.９６４ ３ ０.０００ ２ ５３.９２２ １ ０.００３ ２ ３５２ ０.０７８ ３
９ ５２.２４２ ９ ０.０００ １ ５２.２２４ ８ ０.００３ ６ ２１５ ０.０３４ ７

１１ ５０.５２１ ５ ０.０００ ６ ５０.５５９ ２ ０.００４ ０ ２５１ －０.０７４ ６
１３ ４８.８００ １ ０.０００ ２ ４８.８２２ ７ ０.００３ ６ ３５９ －０.０４６ ３
１５ ４７.０７８ ７ ０.０００ ２ ４７.０５２ ０ ０.００３ ４ ３６５ ０.０５６ ７
１７ ４５.３５７ ３ ０.０００ １ ４５.３９８ ２ ０.００４ ３ １２５ －０.０９０ １
１９ ４３.６３５ ８ ０.０００ ２ ４３.６９１ ８ ０.００４ ４ ４１０ －０.１２８ ２
２１ ４１.９１４ ４ ０.０００ １ ４１.８９９ ６ ０.００４ １ ３８１ ０.０３５ ３
２３ ４０.１９３ ０ ０.０００ １ ４０.２１５ ９ ０.００３ ０ ４８５ －０.０５６ ９
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４　 结语

利用 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型刻画资产价格ꎬ并利用矩匹配方法给商期权定价公式ꎮ 数值模拟和实证检验结果

表明:该定价模型具有一定的有效性、高效性和稳定性及金融市场的适用性ꎬ为投资者提供一种简洁有效的

商期权定价方法ꎬ也为进一步研究更高维的期权拓展研究思路ꎮ
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(编辑:李艺)

　 　 附录 Ａ　 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型的一阶原点矩

　 　 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型的随机过程积分形式为

Ｘ ｉ( ｔ)＝ Ｘ ｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)(γｉ(ｓ)－Ｘ ｉ(ｓ))ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
ｖｉ(ｓ)Ｘβ

ｉ(ｓ)ｄＷｉ(ｓ)ꎬ

因此ꎬ

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)] ＝Ｅ[Ｘ ｉ(０)]＋ Ｅ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)(γｉ(ｓ)－Ｘ ｉ(ｓ))ｄｓ＋Ｅ ∫ ｔ

０
ｖｉ(ｓ)Ｘβ

ｉ(ｓ)ｄＷｉ(ｓ)

＝ ｘｉ０＋Ｅ [ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ ] －Ｅ [∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)Ｘ ｉ(ｓ)ｄｓ ]ꎮ

令 αｉ( ｔ)＝ ＥＸ ｉ( ｔ)ꎬ则

αｉ( ｔ)＝ αｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ － ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)αｉ(ｓ)ｄｓꎮ

对 ｔ 求导ꎬ可得

ｄ[αｉ( ｔ)]
ｄｔ

＝ ｋｉ( ｔ)γｉ( ｔ)－ｋｉ( ｔ)αｉ( ｔ)ꎬ

可得

αｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ (∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋Ｃ )ꎬ

将 αｉ(０)＝ ＥＸ ｉ(０)＝ ｘｉ０代入可得 Ｃ＝ ｘｉ０ꎬ故

Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)] ＝αｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ (∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕ ｄｓ＋ｘｉ０ )ꎮ

附录 Ｂ　 Ｈｕｌｌ－Ｗｈｉｔｅ 模型的二阶原点矩

根据伊藤公式ꎬ有

Ｘ２
ｉ( ｔ)＝ Ｘ２

ｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
２Ｘ ｉ(ｓ)ｄＸ ｉ(ｓ)＋ ∫ ｔ

０

１
２
􀅰２ｄ‹Ｘ ｉ(ｓ)ꎬＸ ｉ(ｓ)›

＝Ｘ２
ｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
２Ｘ ｉ(ｓ)[ｋｉ(ｓ)(γｉ(ｓ)－Ｘ ｉ(ｓ))ｄｓ＋ｖｉ(ｓ)Ｘ β

ｉ (ｓ)ｄＷｉ(ｓ)]

＋ ∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)Ｘ２β

ｉ (ｓ)ｄｓꎬ

令 ηｉ( ｔ)＝ ＥＸ２
ｉ( ｔ)ꎬ则有

ηｉ( ｔ)＝ ηｉ(０)＋ Ｅ [∫ ｔ

０
２Ｘ ｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ ] － ∫ ｔ

０
２ηｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)ｄｓ＋ Ｅ [∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)Ｘ２β

ｉ (ｓ)ｄｓ ]ꎮ
ＶＯＵ 过程中 β＝ ０ꎬ则

ηｉ( ｔ)＝ ηｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
２αｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ－ ∫ ｔ

０
２ηｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)ｄｓꎬ (２１)

其中ꎬαｉ(ｓ)＝ ｅ－∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ (∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋ｘｉ０ )ꎮ 式(２１)对 ｔ 求导ꎬ可得

ｄ[ηｉ( ｔ)]
ｄｔ

＝ ２αｉ( ｔ)ｋｉ( ｔ)γｉ( ｔ)－２ηｉ( ｔ)ｋｉ( ｔ)＋ｖ２
ｉ( ｔ)ꎬ

可得

ηｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ [∫ ｔ

０
ｅ∫

ｓ

０
２ｋｉ(ｕ)ｄｕ (２αｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)＋ｖ２

ｉ(ｓ))ｄｓ＋Ｃ ]ꎮ
将 ηｉ(０)＝ ｘ２

ｉ０代入ꎬ可得 Ｃ＝ ｘ２
ｉ０ꎬ则有

Ｅ[Ｘ ｉ
２( ｔ)] ＝ηｉ( ｔ)＝ ｅ －∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ∫ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
２ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ ( ｘｉ０＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ )

２
ꎮ
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ＣＩＲ 过程中 β＝ １
２
ꎬ则

ηｉ( ｔ)＝ ηｉ(０)＋ ∫ ｔ

０
αｉ(ｓ)[２ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)＋ｖ２

ｉ(ｓ)]ｄｓ－ ∫ ｔ

０
２ηｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)ｄｓꎬ (２２)

其中ꎬαｉ(ｓ)＝ ｅ－∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ (∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋ｘｉ０ )ꎮ 式(２２)对 ｔ 求导ꎬ可得

ｄ[ηｉ( ｔ)]
ｄｔ

＝αｉ( ｔ)[２ｋｉ( ｔ)γｉ( ｔ)＋ｖ２
ｉ( ｔ)]－２ηｉ( ｔ)ｋｉ( ｔ)ꎮ

可以得到

ηｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ [∫ ｔ

０
ｅ∫

ｓ

０
２ｋｉ(ｕ)ｄｕ (αｉ(ｓ)[２ｋｉ( ｔ)γｉ( ｔ)＋ｖ２

ｉ( ｔ)])ｄｓ＋Ｃ ]ꎮ
将 ηｉ(０)＝ ｘ２

ｉ０代入ꎬ可得 Ｃ＝ ｘ２
ｉ０ꎬ则有

Ｅ[Ｘ２
ｉ( ｔ)] ＝ηｉ( ｔ)＝ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ∫ ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ) ( ｘｉ０＋ ∫ｓ

０
ｋｉ(ｕ)γｉ(ｕ)ｅ∫

ｕ

０
ｋｉ(ｖ)ｄｖｄｕ ) ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ

＋ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ ( ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ )

２
ꎮ

ＥＯＵ 过程中 β＝ １ꎬ则

ηｉ( ｔ)＝ ηｉ(０)＋ ∫ｔ
０
２αｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ｔ

０
ηｉ(ｓ)[ｖ２

ｉ(ｓ)－２ｋｉ(ｓ)]ｄｓꎬ (２３)

其中ꎬαｉ(ｓ)＝ ｅ －∫ ｔ０ｋｉ(ｓ)ｄｓ (∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ ＋ｘｉ０ )ꎮ 式(２３)对 ｔ 求导ꎬ可得

ｄ[ηｉ( ｔ)]
ｄｔ

＝ ２αｉ( ｔ)ｋｉ( ｔ)γｉ( ｔ)＋ηｉ( ｔ)[ｖ２
ｉ( ｔ)－２ｋｉ( ｔ)]ꎮ

可得

ηｉ( ｔ)＝ ｅ∫
ｔ

０
[ｖ２ｉ (ｓ) －２ｋｉ(ｓ)]ｄｓ [∫ ｔ

０
２ｅ∫

ｓ

０
(２ｋｉ(ｕ) －ｖｉ２(ｕ))ｄｕ αｉ(ｓ)ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｄｓ＋Ｃ ]ꎮ

将 ηｉ(０)＝ ｘ２
ｉ０代入ꎬ可得 Ｃ＝ ｘ２

ｉ０ꎬ则有

　 　 　 Ｅ[Ｘ２
ｉ( ｔ)] ＝ηｉ( ｔ)＝ ｅ∫

ｔ

０
(ｖ２ｉ (ｓ) －２ｋｉ(ｓ))ｄｓ∫ｔ

０
ｖ２
ｉ(ｓ)(ｘｉ０ ＋ ∫ｓ

０
ｋｉ(ｕ)γｉ(ｕ)ｅ∫

ｕ

０
ｋｉ(ｖ)ｄｖｄｕ) ２ｅ－∫ｓ０ｖｉ２(ｕ)ｄｕｄｓ

＋ ｅ－∫ ｔ０２ｋｉ(ｓ)ｄｓ(ｘｉ０ ＋ ∫ ｔ

０
ｋｉ(ｓ)γｉ(ｓ)ｅ∫

ｓ

０
ｋｉ(ｕ)ｄｕｄｓ )

２
ꎮ


