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四阶抛物问题基于降维格式的一种差分谱逼近

王军林ꎬ胡小平ꎬ安静∗

(贵州师范大学数学科学学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:提出了球域上四阶抛物问题基于降维格式的一种差分谱逼近ꎮ 将四阶抛物问题转化为球坐标系下的等价形式ꎬ利用

Ｌａｐｌａｃｅ－Ｂｅｌｔｒａｍｉ 算子的性质和球谐函数的正交性ꎬ进一步分解为一系列解耦的一维四阶抛物问题ꎮ 基于每个一维四阶抛物

问题ꎬ建立了其全离散格式ꎬ并且证明了全离散格式的稳定性和逼近解的误差估计ꎮ 给出一些数值算例ꎬ数值结果表明差分

谱逼近算法是稳定的和收敛的ꎮ
关键词:四阶抛物问题ꎻ降维ꎻ差分谱格式ꎻ稳定性及误差估计ꎻ球域
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０　 引言

抛物型方程有着重要的物理背景ꎬ在很多工程和科学领域都有着广泛的应用ꎬ如热传导过程、半导体材

料中杂质的扩散现象[１￣２]、复杂自然现象的模拟[３￣５]ꎮ
关于抛物问题的理论分析和数值计算已有很多成果ꎬ如 Ｓｈｅｎ 等[６]对 Ａｌｌｅｎ－Ｃａｈｎ 和 Ｃａｈｎ－Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程

提出了一种有效的数值格式ꎬ并给出了相应的稳定性分析和误差估计ꎮ Ｏｍｒａｎｉ[７] 对一维 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｔｓｕｚｕｋｉ
方程提出了一种全离散的 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式ꎬ并讨论了该格式的存在性、唯一性和收敛性ꎬ此外ꎬＷａｎｇ
等[８]还对 Ｋｕｒａｍｏｔｏ－Ｔｓｕｚｕｋｉ 方程提出了阶率为 ｏ(τ２＋ｈ２)的有限差分格式ꎮ Ｚｈａｏ 等[９]对二维非线性空间分

数阶薛定谔方程提出了一种四阶紧致 ＡＤＩ 格式ꎮ 对梯度流问题ꎬ文献[１０￣１１]提出了一种无条件稳定的标
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量辅助变量方法ꎬ即 ＳＡＶ 方法ꎮ
众所周知ꎬ很多复杂的非线性抛物问题最终都归结为求解一系列的线性抛物问题ꎬ如 Ｃａｈｎ－Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方

程[１２￣１３]ꎬ然而ꎬ对于一些特殊区域(如圆域、球域)上的四阶抛物问题ꎬ不仅基函数构造复杂ꎬ而且自由度也很

大ꎬ区域边界近似会带来误差ꎬ需要大量的计算时间和内存容量才能获得较高精度的数值解ꎮ 安静等[１４] 提

出了球域上基于降维格式的四阶 Ｓｔｅｋｌｏｖ 特征值问题的一种有效的有限元法ꎻ文献[１５￣１６]中提出了圆域上

二阶椭圆方程及其特征值问题的谱方法ꎮ 关于球域上基于降维格式的四阶抛物问题的差分谱方法少有报

道ꎬ主要原因是球坐标变换引入了奇性和变系数[１７￣１９]ꎬ给稳定性分析和误差估计都带来了一定的困难ꎮ
本文提出球域上基于降维格式的四阶抛物问题的一种差分谱逼近ꎬ可将原问题转化为球坐标系下的等

价形式ꎬ利用 Ｌａｐｌａｃｅ－Ｂｅｌｔｒａｍ 算子的性质和球谐函数的正交性ꎬ进一步将原问题分解为一系列解耦的一维

四阶抛物问题ꎮ 基于每个一维四阶抛物问题ꎬ建立一种有效的全离散格式ꎬ并证明该格式的稳定性和逼近解

的误差估计ꎮ 最后ꎬ本文给出数值算例ꎬ数值结果表明算法的稳定性和收敛性ꎮ

１　 降维及其离散格式

１.１　 降维格式

本文考虑如下的四阶抛物问题:
∂ｕ
∂ｔ

＝ －Δ２ｕ＋αΔｕ－βｕ＋ｇꎬ (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬＴ]ꎬ (１)

ｕ＝ ∂ｕ
∂ｎ

＝ ０ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬＴ]ꎬ (２)

ｕ(ｘꎬ０)＝ φ(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (３)

其中 ｕ＝ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)ꎬ ｒ＝ ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３ ꎬ Ω＝{ｘ∈Ｒ３: ０≤ｒ<Ｒ}ꎬＲ、Ｔ 为变量ꎬ α、 β 为非负的常数ꎬ∂Ω

为 Ω 的边界ꎬΔ 为拉普拉斯算子ꎬｎ 为∂Ω 的单位外法向量ꎮ 令 ｘ１ ＝ ｒ ｓｉｎ θ ｃｏｓϕꎬ ｘ２ ＝ ｒ ｓｉｎ θ ｓｉｎ ϕꎬ ｘ３ ＝ ｒ ｃｏｓ θꎬ
则拉普拉斯算子在球坐标下的等价形式为

Ｌ＝ １
ｒ２

∂ｒ(ｒ２∂ｒ)＋
１
ｒ２

Δｓꎬ (４)

其中

Δｓ ＝
１

ｓｉｎ θ
∂
∂θ

(ｓｉｎ θ ∂
∂θ

)＋ １
ｓｉｎ２ θ

∂２

∂ϕ２

为 Ｌａｐｌａｃｅ－Ｂｅｌｔｒａｍｉ 算子ꎬ则式(１)—(３)在球坐标系下的等价形式可表述为:
∂ψ
∂ｔ

＝ －Ｌ２ψ＋αＬψ－βψ＋ｆꎬ　 (ｒꎬθꎬϕꎬｔ)∈Ｄ×(０ꎬＴ]ꎬ (５)

ψ(Ｒꎬθꎬϕꎬｔ)＝ ∂ψ
∂ｒ

(Ｒꎬθꎬϕꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (θꎬϕꎬｔ)∈[０ꎬπ]×[０ꎬ２π]×(０ꎬＴ]ꎬ (６)

ψ(ｒꎬθꎬϕꎬ０)＝ φ^(ｒꎬθꎬϕ)ꎬ　 (ｒꎬθꎬϕ)∈Ｄꎬ (７)
其中 Ｄ＝[０ꎬＲ)×[０ꎬπ]×[０ꎬ２π]ꎬ ψ(ｒꎬθꎬϕꎬｔ)＝ ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ ｆ(ｒꎬθꎬϕꎬｔ)＝ ｇ(ｘꎬｔ)ꎬ φ^(ｒꎬθꎬϕ)＝ φ(ｘ)ꎮ 利用球

谐函数展开ꎬ得

(ψꎬｆꎬφ^)＝∑
∞

ｌ ＝０
∑

ｌ

｜ ｍ｜ ＝０
[ ψ^ｍ

ｌ (ｒꎬｔ)ꎬ ｆ^ ｍｌ (ｒꎬｔ)ꎬ φ^ｍ
ｌ (ｒ)]Ｙ ｍ

ｌ (θꎬϕ)ꎮ (８)

　 　 由文献[２０]知ꎬ球谐函数{Ｙ ｍ
ｌ }为 Δｓ 的特征函数ꎬ即

ΔｓＹ ｍ
ｌ ＝ －ｌ( ｌ＋１)Ｙ ｍ

ｌ ꎬ　 ｌ≥０ꎬ　 ｜ｍ ｜≤ｌꎮ (９)
将 ψ 的球谐函数展开式代入式(４)ꎬ得

Ｌψ＝ ∑
∞

ｌ ＝ ０
∑

ｌ

｜ ｍ｜ ＝ ０

１
ｒ２

(∂ｒ(ｒ２∂ｒψ^ｍ
ｌ )－ｌ( ｌ＋１) ψ^ｍ

ｌ )Ｙｍ
ｌ ꎮ

为了避免球坐标变换带来的奇性ꎬ ψ^ｍ
ｌ 应当满足本质极条件
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ｌ( ｌ＋１) ψ^ｍ
ｌ ｜ ｒ＝０ ＝ ｌｉｍ

ｒ→０
ｌ( ｌ＋１) ψ^ｍ

ｌ ＝ ０ꎬ

即

ｌ( ｌ＋１) ψ^ｍ
ｌ (０ꎬｔ)＝ ０ꎮ (１０)

令

ｒ＝ ｚ
＋１
２

Ｒꎬ　 ｕｍ
ｌ (ｚꎬｔ)＝ ψ^ｍ

ｌ (ｒꎬｔ)ꎬ

ｑｍ
ｌ (ｚꎬｔ)＝ ｆ^ ｍ

ｌ (ｒꎬｔ)ꎬ　 φｍ
ｌ (ｚꎬｔ)＝ φ^ｍ

ｌ (ｒꎬｔ)ꎬ
定义微分算子为

Ｌｌｕｍ
ｌ ＝

１
(ｚ＋１) ２∂ｚ((ｚ＋１) ２∂ｚｕｍ

ｌ )－
ｌ( ｌ＋１)
(ｚ＋１) ２ｕ

ｍ
ｌ ꎬ (１１)

将式(８)、(９)代入式(５)—(７)ꎬ利用球谐函数的正交性ꎬ式(５)—(７)可分解为如下一系列解耦的一维四阶

抛物问题:
∂ｕｍ

ｌ

∂ｔ
＝ －１６

Ｒ４Ｌ
２
ｌ ｕｍ

ｌ ＋α
４
Ｒ２Ｌｌｕｍ

ｌ －βｕｍ
ｌ ＋ｑｍ

ｌ ꎬ　 (ｚꎬｔ)∈(－１ꎬ１)×(０ꎬＴ]ꎬ (１２)

ｌ( ｌ＋１)ｕｍ
ｌ (－１ꎬｔ)＝ ｕｍ

ｌ (１ꎬｔ)＝ ∂ｚｕｍ
ｌ (１ꎬｔ)＝ ０ꎬ (１３)

ｕｍ
ｌ (ｚꎬ０)＝ φｍ

ｌ (ｚ)ꎮ (１４)
注　 ｌ( ｌ＋１)ｕｍ

ｌ (－１ꎬｔ)＝ ０ 是一个本质极条件ꎬ它避免了球坐标变换带来的奇性ꎮ
１.２　 时间方向的一阶差分格式

记 ｕｌ ＝ｕｍ
ｌ (ｚꎬｔ)ꎬ ｑｌ ＝ｑｍ

ｌ (ｚꎬｔ)ꎬ φｌ ＝φｍ
ｌ (ｚ)ꎬ令 ｕｎ＋１

ｌ (ｚ)≈ｕｍ
ｌ (ｚꎬｔｎ＋１)ꎬ ｑｎ＋１

ｌ (ｚ)＝ ｑｍ
ｌ (ｚꎬｔｎ＋１)ꎬ ｔｎ ＝ ｎτ(ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ

􀆺ꎬＬ)ꎬ τ＝Ｔ / Ｌ 为时间步长增量ꎬ则式(１２)—(１４)在时间方向上的一阶差分格式为:
ｕｎ＋１
ｌ (ｚ)－ｕｎ

ｌ(ｚ)
τ

＝ －１６
Ｒ４Ｌ

２
ｌ ｕｎ＋１

ｌ (ｚ)＋α ４
Ｒ２Ｌｌｕｎ＋１

ｌ (ｚ)－βｕｎ＋１
ｌ (ｚ)＋ｑｎ＋１

ｌ (ｚ)ꎬ (１５)

ｌ( ｌ＋１)ｕｎ＋１
ｌ (－１)＝ ｕｎ＋１

ｌ (１)＝ ∂ｚｕｎ＋１
ｌ (１)＝ ０ꎬ (１６)

ｕ０
ｌ(ｚ)＝ φｌ(ｚ)ꎮ (１７)

１.３　 全离散格式

令 ω＝(ｚ＋１) ２ꎬ ｚ∈Ｉ＝(－１ꎬ１)是一个权函数ꎬ定义带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间为

Ｌ２
ω( Ｉ):＝ { ｐ: ∫

Ｉ
ωｐ２ｄｚ <∞ } ꎬ

Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ):＝{ｕｌ:Ｌｌｕｌ∈Ｌ２

ω( Ｉ)ꎬ ｌ( ｌ＋１)ｕｌ(－１)＝ ｕｌ(１)＝ ∂ｚｕｌ(１)＝ ０}ꎬ
相应的内积和范数分别为

(ｐꎬｑ) ω ＝ ∫
Ｉ
ωｐｑｄｚꎬ ‖ｐ‖ω ＝(ｐꎬｐ)

１
２
ω ꎻ

(ｕｌꎬｖｌ) ２ꎬωꎬｌ ＝ ∫
Ｉ
ωＬｌｕｌＬｌｖｌｄｚꎬ ‖ｕｌ‖２ꎬωꎬｌ ＝(ｕｌꎬｕｌ)

１
２
２ꎬωꎬｌꎮ

利用分部积分、极条件及边界条件ꎬ式(１５)—(１７)的变分形式为:找ｕｎ＋１
ｌ ∈Ｈ２

０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬ使得

Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｖｌ)＝ Ｆ ｌ(ｖｌ)ꎬ　 ∀ｖｌ∈Ｈ２

０ꎬωꎬｌꎬ (１８)
其中

Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｖｌ)＝

１６τ
Ｒ４ ∫Ｉ (ｚ ＋ １) ２ Ｌｌｕｎ＋１

ｌ Ｌｌｖｌｄｚ＋
４ατ
Ｒ２ ∫Ｉ (ｚ＋１) ２∂ｚｕｎ＋１

ｌ ∂ｚｖｌｄｚ

＋４ατ
Ｒ２ ∫Ｉ ｌ( ｌ＋１)ｕｎ＋１

ｌ ｖｌｄｚ＋(１＋τβ) ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ｕｎ＋１

ｌ ｖｌｄｚꎬ

Ｆ ｌ(ｖｌ)＝ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２(ｕｎ

ｌ ＋τｑｎ＋１
ｌ )ｖｌｄｚꎮ

设 ＰＮ 是一个 Ｎ 次多项式空间ꎬ定义逼近空间为 ＸＮ( ｌ)＝ ＰＮ∩Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬ则变分形式(１８)的离散格式为:

找ｕｎ＋１
ｌＮ ∈ＸＮ( ｌ)ꎬ使得
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Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌＮ ꎬｖｌＮ)＝ Ｆ ｌ(ｖｌＮ)ꎬ　 ∀ｖｌＮ∈ＸＮ( ｌ)ꎮ (１９)

２　 稳定性分析

２.１　 连续能量的稳定性

定理 １　 设∀ｕｌ∈Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬｕｌ 为式(１２)—(１４)的解ꎬ则下列能量估计式成立:

∫１
－１

(ｚ＋１) ２ｕ２
ｌ ｄｚ＋

３２
Ｒ４ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｌ) ２ｄｚｄｔ ≤ ∫１

－１
(ｚ＋１) ２φ２

ｌ ｄｚ＋
Ｒ２

１２α＋２βＲ２ ∫ ｔ

０
∫ １

－１
(ｚ＋１) ２ｑ２

ｌ ｄｚｄｔꎮ

证明　 将式(１２)两边同时乘以 ｕｌꎬ并对时间 ｔ 进行积分得

ｕ２
ｌ(ｚꎬｔ)－φ２

ｌ ＝ －３２
Ｒ４ ∫ ｔ

０
(Ｌ ２

ｌ ｕｌ)ｕｌｄｔ＋α
８
Ｒ２ ∫ ｔ

０
(Ｌｌｕｌ)ｕｌｄｔ－２β ∫ ｔ

０
ｕ２
ｌ ｄｔ＋２ ∫ ｔ

０
ｑｌｕｌｄｔꎮ (２０)

将式(２０)两边乘(ｚ＋１) ２ꎬ并对 ｚ 积分得

　 ∫１
－１
(ｚ＋１) ２ｕ２

ｌ ｄｚ＋
３２
Ｒ４ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ ＋ １) ２ (Ｌｌｕｌ) ２ｄｚｄｔ

＝ －α ８
Ｒ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (∂ｚｕｌ) ２ｄｚｄｔ－α ８

Ｒ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
ｌ( ｌ＋１)ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ

－２β ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ＋ ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｑｌｕｌｄｚｄｔ＋ ∫１

－１
(ｚ＋１) ２φ２

ｌ ｄｚꎮ

根据 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式及 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

　 ∫１
－１

(ｚ＋１) ２ｕ２
ｌ ｄｚ＋

３２
Ｒ４ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｌ) ２ｄｚｄｔ

≤－α ８
Ｒ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (∂ｚｕｌ) ２ｄｚｄｔ－α ８

Ｒ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
ｌ( ｌ＋１)ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ

－２β ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ＋
Ｒ２

１２α＋２βＲ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｑ２

ｌ ｄｚｄｔ

＋１２α＋２βＲ
２

Ｒ２ ∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ＋ ∫１
－１

(ｚ＋１) ２φ２
ｌ ｄｚꎮ (２１)

根据文献[２１]中的引理 ２ꎬ有

∫ ｔ

０
∫１

－１
(ｚ＋１) ２ｕ２

ｌ ｄｚｄｔ≤
２
３ ∫

ｔ

０
∫１

－１
(ｚ ＋ １) ２ (∂ｚｕｌ) ２ｄｚｄｔꎮ (２２)

将式(２２)代入式(２１)可证定理 １ 成立ꎮ
２.２　 离散格式能量的稳定性

本小节给出式(１５)—(１７)的能量稳定性分析ꎮ
定理 ２　 设 ０<τ≤２ꎬ ｕｎ＋１

ｌ ∈Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬ则下列能量估计式成立:

Ｅ(ｕｎ＋１
ｌ )≤Ｅ(φｌ)＋

Ｔ
２

ｍａｘ
ｔ∈(０ꎬＴ]

‖ｑｌ‖２
ωꎬ

其中

Ｅ(ｕｎ
ｌ )＝

８τ
Ｒ４‖Ｌｌｕｎ

ｌ ‖２
ω＋α

２τ
Ｒ２‖∂ｚｕｎ

ｌ ‖２
ω＋α

２τｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖ｕｎ

ｌ ‖２＋τβ
２
‖ｕｎ

ｌ ‖２
ωꎮ

证明　 将式(１５)两边乘 τ (ｚ＋１) ２ψｎ＋１
ｌ ꎬ并对 ｚ 积分ꎬ得

(ｕｎ＋１
ｌ －ｕｎ

ｌ ꎬψｎ＋１
ｌ ) ω ＝ －１６τ

Ｒ４ (Ｌｌｕｎ＋１
ｌ ꎬＬｌψｎ＋１

ｌ ) ω－α
４τ
Ｒ２(∂ｚｕｎ＋１

ｌ ꎬ∂ｚψｎ＋１
ｌ ) ω

－α ４τｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ (ｕｎ＋１

ｌ ꎬψｎ＋１
ｌ )－τβ (ｕｎ＋１

ｌ ꎬψｎ＋１
ｌ ) ω＋τ (ｑｎ＋１

ｌ ꎬψｎ＋１
ｌ ) ωꎮ (２３)

在式(２３)中取 ψｎ＋１
ｌ ＝ｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ ꎬ由恒等式
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(２ａꎬａ－ｂ)＝ ｜ ａ ｜ ２－ ｜ ｂ ｜ ２＋ ｜ ａ－ｂ ｜ ２ꎬ (２４)
得

‖ｕｎ＋１
ｌ －ｕｎ

ｌ ‖２
ω ＝ －８τ

Ｒ４(‖Ｌｌｕｎ＋１
ｌ ‖２

ω－‖Ｌｌｕｎ
ｌ ‖２

ω＋‖Ｌｌ(ｕｎ＋１
ｌ －ｕｎ

ｌ )‖２
ω)

－α ２τ
Ｒ２(‖∂ｚｕｎ＋１

ｌ ‖２
ω－‖∂ｚｕｎ

ｌ ‖２
ω＋‖∂ｚ(ｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ )‖２

ω)

－α ２τｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ (‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２－‖ｕｎ
ｌ ‖２＋‖ｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ ‖２)

－τβ
２
(‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２
ω－‖ｕｎ

ｌ ‖２
ω＋‖ｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ ‖２

ω)＋τ (ｑｎ＋１
ｌ ꎬｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ ) ωꎮ

　 　 由 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式及 Ｙｏｕｎｇ 不等式得

　 (１－ τ
２
)‖ｕｎ＋１

ｌ －ｕｎ
ｌ ‖２

ω＋
８τ
Ｒ４‖Ｌｌｕｎ＋１

ｌ ‖２
ω＋α

２τ
Ｒ２‖∂ｚｕｎ＋１

ｌ ‖２
ω＋α

２τｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２＋τβ
２
‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２
ω

≤８τ
Ｒ４‖Ｌｌｕｎ

ｌ ‖２
ω＋α

２τ
Ｒ２‖∂ｚｕｎ

ｌ ‖２
ω＋α

２τｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖ｕｎ

ｌ ‖２＋τβ
２
‖ｕｎ

ｌ ‖２
ω＋

τ
２
‖ｑｎ＋１

ｌ ‖２
ωꎬ

即 Ｅ(ｕｎ＋１
ｌ )≤Ｅ(ｕｎ

ｌ )＋
τ
２
‖ｑｎ＋１

ｌ ‖２
ωꎮ 由递推关系及初始条件可知定理 ２ 成立ꎮ

３　 解的存在唯一性与误差估计

为了表述方便ꎬ ａ≲ｂ 表示 ａ≤ｃｂꎬ其中 ｃ 为正的常数ꎮ
３.１　 解的存在唯一性

引理 １[２１] 　 对∀ｕｌꎬ ｖｌ∈Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬ下列等式成立:

∫
Ｉ
(ｚ ＋ １) ２ ＬｌｕｌＬｌｖｌｄｚ ＝ ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２∂２

ｚｕｌ∂２
ｚ ｖｌｄｚ＋２( ｌ２＋ｌ＋１) ∫

Ｉ
∂ｚｕｌ∂ｚｖｌｄｚ

＋ｌ( ｌ＋１)( ｌ２＋ｌ－２) ∫
Ｉ

１
(ｚ ＋ １) ２ ｕｌｖｌｄｚꎮ

引理 ２[２１] 　 对 ∀ ｕｌ ∈ Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)ꎬ下列不等式成立:

∫１
－１

(ｚ＋１) ２ｕ２
ｌ ｄｚ≲ ∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (∂ｚｕｌ) ２＋ｌ( ｌ＋１)ｕ２

ｌ ｄｚꎬ

∫１
－１

(ｚ＋１) ２ (∂ｚｕｌ) ２＋ｌ( ｌ＋１)ｕ２
ｌ ｄｚ≲ ∫１

－１
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｌ) ２ｄｚꎮ

引理 ３　 Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｖｌ)是定义在 Ｈ２

０ꎬωꎬｌ( Ｉ)×Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)上的连续正定的双线性形式ꎬ即

Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｖｌ) ≲‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２ꎬωꎬｌ‖ｖｌ‖２ꎬωꎬｌꎬ　 Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｕｎ＋１

ｌ )≳‖ｕｎ＋１
ｌ ‖２

２ꎬωꎬｌꎮ
证明　 根据引理 １、２ 及 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ一方面ꎬ

　 Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｖｌ) ≲ ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２ Ｌｌｕｎ＋１

ｌ Ｌｌｖｌ ｄｚ＋ ∫
Ｉ
ｌ( ｌ＋１) ｕｎ＋１

ｌ ｖｌ ｄｚ

＋ ∫
Ｉ
(ｚ ＋ １) ２ ∂ｚｕｎ＋１

ｌ ∂ｚｖｌ ｄｚ＋ ∫
Ｉ
(ｚ ＋ １) ２ ｕｎ＋１

ｌ ｖｌ ｄｚ

≲ [ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｎ＋１

ｌ ) ２＋ｌ( ｌ＋１)(ｕｎ＋１
ｌ ) ２＋(ｚ＋１) ２ (∂ｚｕｎ＋１

ｌ ) ２ ＋(ｚ＋１) ２ (ｕｎ＋１
ｌ ) ２ｄｚ ]

１
２

× [ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｖｌ) ２＋ｌ( ｌ＋１)(ｖｌ) ２＋(ｚ＋１) ２ (∂ｚｖｌ) ２＋(ｚ＋１) ２ (ｖｌ) ２ｄｚ ]

１
２

≲ [ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ ]
１
２ [ ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｖｌ) ２ｄｚ ]

１
２ ＝‖ｕｎ＋１

ｌ ‖２ꎬωꎬｌ‖ｖｌ‖２ꎬωꎬｌꎻ

另一方面ꎬ
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Ａ ｌ(ｕｎ＋１
ｌ ꎬｕｎ＋１

ｌ )＝ １６τ
Ｒ４ ∫Ｉ (ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ＋τα ４
Ｒ２ ∫Ｉ (ｚ ＋ １) ２ (∂ｚｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ

＋τα ４
Ｒ２ ∫Ｉ ｌ( ｌ＋１)(ｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ＋(１＋τβ) ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ

≳ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (Ｌｌｕｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ＝‖ｕｎ＋１
ｌ ‖２

２ꎬωꎬｌꎮ

证毕ꎮ
定理 ３　 若ｑｎ＋１

ｌ (ｚ)∈Ｌ２
ω( Ｉ)ꎬ则变分形式(１８)、(１９)分别存在唯一解 ｕｎ＋１

ｌ ( ｚ)∈Ｈ２
０ꎬωꎬｌ ( Ｉ)ꎬ ｕｎ＋１

ｌＮ ( ｚ)∈
ＸＮ( ｌ)ꎮ

证明　 根据 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、引理 ２ 及定理 ２ꎬ有

Ｆ ｌ(ｖｌ) ＝ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２(ｕｎ

ｌ ＋τｑｎ＋１
ｌ )ｖｌｄｚ

≤( ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｕｎ

ｌ ＋τｑｎ＋１
ｌ ) ２ｄｚ)

１
２( ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｖｌ) ２ｄｚ)

１
２

≲ [ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｕｎ

ｌ ) ２ｄｚ＋ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｑｎ＋１

ｌ ) ２ｄｚ ]
１
２ ( ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２ (ｖｌ) ２ｄｚ )

１
２

≲[Ｅ(ｕｎ
ｌ )＋‖ｑｎ＋１

ｌ ‖２
ω]

１
２ ‖ｖｌ‖ω≲‖ｖｌ‖２ꎬωꎬｌꎬ

即 Ｆ ｌ(ｖｌ)是定义在 Ｈ２
０ꎬωꎬｌ( Ｉ)上的有界线性泛函ꎮ 由引理 ３ 和 Ｌａｘ－Ｍｉｌｇｒａｍ 引理可知结论成立ꎮ

３.２　 误差分析

令 ωαꎬβ ＝(１－ｚ) α (１＋ｚ) β 是一个 Ｊａｃｏｂｉ 权函数ꎬ定义非一致带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

Ｈｓ
ωαꎬβꎬ∗( Ｉ):＝{ｐ:∂ｋ

ｚｐ∈Ｌ２
ωα＋ｋꎬβ＋ｋꎬ ０≤ｋ≤ｓ}ꎬ

相应的内积和范数分别为:

(ｐꎬｑ) ｓꎬωαꎬβꎬ∗ ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝０
(∂ｋ

ｚｐꎬ∂ｋ
ｚｑ) ωα＋ｋꎬβ＋ｋꎬ　 ‖ｐ‖ｓꎬωαꎬβꎬ∗ ＝ (ｐꎬｐ) ｓꎬωαꎬβꎬ∗ ꎮ

进一步地ꎬ定义非一致带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

Ｈｓ
ω－２ꎬ－２ꎬｌ( Ｉ):＝{ｐ∈Ｈ２

０ꎬωꎬｌ( Ｉ):∂ｋ
ｚｐ∈Ｌ２

ω－２＋ｋꎬ－２＋ｋꎬ ２≤ｋ≤ｓ}ꎬ
相应的内积和范数分别为:

(ｐꎬｑ) ｓꎬω－２ꎬ－２ꎬｌ ＝(ｐꎬｑ) ２ꎬωꎬｌ＋ ∑
ｓ

ｋ ＝１
(∂ｋ

ｚｐꎬ∂ｋ
ｚｑ) ω－２＋ｋꎬ－２＋ｋꎬ　 ‖ｐ‖ｓꎬω－２ꎬ－２ꎬｌ ＝ (ｐꎬｐ) ｓꎬω－２ꎬ－２ꎬｌ ꎮ

定义正交投影算子ΠＮꎬω－２ꎬ－２:Ｌ２
ω－２ꎬ－２( Ｉ)→ＱＮꎬ使得

(ｐ－ΠＮꎬω－２ꎬ－２ｐꎬｑＮ) ω－２ꎬ－２ ＝ ０ꎬ　 ∀ｑＮ∈ＱＮ:＝{ｑ∈ＰＮ:∂ｋ
ｚｑ(±１)＝ ０ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１}ꎮ

根据文献[２１]中的定理 ５、６ 和文献[２２]中的定理 １.８.２ꎬ有下面的引理ꎮ
引理 ４　 对∀ｐ∈Ｈｓ

ω－２ꎬ－２ꎬ∗( Ｉ)ꎬ则下列不等式成立:
‖∂２

ｚ(ΠＮꎬω－２ꎬ－２ｐ－ｐ)‖≲Ｎ２－ｓ‖∂ｓ
ｚｐ‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓꎮ (２５)

引理 ５　 对 ｌ＝ ０ꎬ１ꎬ存在一个投影算子Π２ꎬｌ
Ｎ :Ｈ２

０ꎬωꎬｌ( Ｉ)→ＸＮ( ｌ)使得 Π２ꎬｌ
Ｎ ｐ( ±１)＝ ｐ( ±１)ꎬ ∂ｚΠ２ꎬｌ

Ｎ ｐ( ±１)＝
∂ｚｐ(±１)ꎬ当 ｓ≥２ 时ꎬ对∀ｐ(ｚ)∈Ｈｓ

ω－２ꎬ－２ꎬｌ( Ｉ)ꎬ下列不等式成立:
‖∂２

ｚ(Π２ꎬｌ
Ｎ ｐ(ｚ)－ｐ(ｚ))‖≲Ｎ２－ｓ(‖∂ｓ

ｚｐ(ｚ)‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓ＋‖∂２
ｚｐ(ｚ)‖)ꎮ (２６)

下面给出全离散格式的误差估计ꎮ
定理 ４　 对∀ｕｌ(ｚꎬｔｋ)∈Ｈｓ

ω－２ꎬ－２ꎬｌ( Ｉ)ꎬ ｓ≥２ 时ꎬ全离散格式(１９)满足能量估计式

Ｅ(ｕｎ＋１
ｌＮ )≤Ｅ(φｌＮ)＋

Ｔ
２

ｍａｘ
ｔ∈(０ꎬＴ]

‖ｑｌＮ‖２
ω

及误差估计式

‖ｕｌ(ｚꎬｔｋ)－ｕｋ
ｌＮ‖ω ≲(τ＋Ｎ２－ｓ) [ ( ∫Ｔ

０
‖∂２

ｔ ｕｌ‖２
２ꎬωꎬｌｄｔ )

１
２ ＋ Ｔ ｍａｘ

ｔ∈(０ꎬＴ]
(‖∂ｓ

ｚｕｌ‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓ ＋‖∂２
ｚｕｌ‖)

＋ (∫Ｔ
０
(‖∂ｓ

ｚ(∂ｔｕｌ)‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓ ＋‖∂２
ｚ(∂ｔｕｌ)‖) ２ｄｔ )

１
２ ] ｅｘｐ ２Ｔ ＋ ２τ

１ － ２τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (２７)
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　 (τ∑
Ｍ

ｋ ＝０
‖ｕｌ(ｚꎬｔｋ) － ｕｋ

ｌＮ‖２
ω )

１
２

≲ (τ ＋ Ｎ２－ｓ) [ Ｔ (∫Ｔ
０
‖∂２

ｔ ｕｌ‖２
２ꎬωꎬｌｄｔ)

１
２ ＋ Ｔ ｍａｘ

ｔ∈(０ꎬＴ]
(‖∂ｓ

ｚｕｌ‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓ ＋‖∂２
ｚｕｌ‖)

＋ Ｔ (∫Ｔ
０
(‖∂ｓ

ｚ(∂ｔｕｌ)‖ω－２＋ｓꎬ－２＋ｓ ＋‖∂２
ｚ(∂ｔｕｌ)‖) ２ｄｔ)

１
２ ] ｅｘｐ ２Ｔ ＋ ２τ

１ － ２τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２８)

证明　 显然ꎮ 由于定理 ２ 的证明对于全离散格式(１９)也是有效的ꎬ因此仅对式(２７)、(２８)给出证明ꎮ
记

ｅ^ｎ＋１
Ｎ ＝ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－Π２ꎬｌ

Ｎ ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)ꎬ

􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ＝Π２ꎬｌ

Ｎ ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１
ｌＮ (ｚ)ꎬ

ｅｎ＋１
Ｎ ＝ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１

ｌＮ (ｚ)ꎬ

Ｒｎ＋１ ＝
ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｌ(ｚꎬｔｎ)

τ
－∂ｔｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)ꎮ (２９)

由式(２２)和 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ得

‖Ｒｎ＋１‖２
ω ＝ ∫

Ｉ
(ｚ ＋ １) ２ １

τ２ ( ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ

( ｔ－ｔｎ)∂２
ｔ ｕｌｄｔ )

２
ｄｚ

≤ １
τ２ ∫Ｉ (ｚ＋１) ２( ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
( ｔ－ｔｎ) ２ｄｔ ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
(∂２

ｔ ｕｌ) ２ｄｔ)ｄｚ

≤ τ
３ ∫

ｔ ｎ＋１

ｔｎ
∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２(∂２

ｔ ｕｌ) ２ｄｚｄｔ≤２τ
９ ∫

ｔ ｎ＋１

ｔｎ
∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２(∂ｚｕｌ) ２ｄｚｄｔ

≤２τ
９ ∫

ｔ ｎ＋１

ｔｎ
‖∂ｚ∂２

ｔ ｕｌ‖２
２ꎬωꎬｌｄｔꎮ

将式(１２)两边乘以(ｚ＋１) ２ψｌＮꎬ并对 ｚ 积分得

(∂ｔｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)ꎬψＩＮ) ω＋
１６
Ｒ４(Ｌｌｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)ꎬＬ１ΨＩＮ) ω－α

４
Ｒ２(Ｌｌｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)ꎬψＩＮ) ω

＋β(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１ꎬψＩＮ) ω－(ｑｎ＋１
ｌ ꎬψＩＮ) ω ＝ ０ꎬ 　 ∀ψＩＮ∈ＸＮ( ｌ)ꎮ (３０)

取式(１９)中 ｖｌＮ ＝ψｌＮꎬ得
ｕｎ＋１
ｌＮ －ｕｎ

ｌＮ

τ
ꎬψＩＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ω

＋１６
Ｒ４(Ｌｌｕｎ＋１

ｌＮ ꎬＬｌψｌＮ) ω－α
４
Ｒ２(Ｌｌｕｎ＋１

ｌＮ ꎬψｌＮ) ω

＋β(ｕｎ＋１
ｌＮ ꎬψｌＮ) ω－(ｑｎ＋１

ｌＮ ꎬψｌＮ) ω ＝ ０ꎬ 　 ∀ψｌＮ∈ＸＮ( ｌ)ꎮ (３１)
由式(３０)—(３１)得

(∂ｔｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－
ｕｎ＋１
ｌＮ －ｕｎ

ｌＮ

τ
ꎬψｌＮ) ω＋

１６
Ｒ４(Ｌｌ(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１

ｌＮ )ꎬＬｌψｌＮ) ω

＋α ４
Ｒ２(∂ｚ(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１ ｌＮ)ꎬ∂ｚψｌＮ) ω＋α

４ｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ (ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１

ｌＮ ꎬψｌＮ)

＋β(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１
ｌＮ ꎬψｌＮ) ω ＝ ０ꎬ　 ∀ψｌＮ∈ＸＮ( ｌ)ꎮ

由式(２９)得

　 １
τ
(􀭴ｅｎ＋１

Ｎ －􀭴ｅｎ
ＮꎬψｌＮ) ω＋

１６
Ｒ４(Ｌｌ(􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１
Ｎ )ꎬＬ１ψｌＮ) ω＋

４α
Ｒ２ (∂ｚ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋∂ｚ ｅ^ｎ＋１
Ｎ ꎬ∂ｚψｌＮ) ω

＋４αｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ (􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１
Ｎ ꎬψｌＮ)＋β(􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１
Ｎ ꎬψｌＮ) ω

＝(Ｒｎ＋１ꎬψｌＮ) ω＋
１
τ
((Π２ꎬｌ

Ｎ －Ｉ)(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｌ(ｚꎬｔｎ))ꎬψＩＮ) ωꎮ

取 ψｌＮ ＝ ２τ􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ꎬ由式(２４)得
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　 ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－‖􀭴ｅｎ
Ｎ‖２

ω＋
１６τ
Ｒ４ (‖Ｌｌ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω－‖Ｌｌ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋‖Ｌｌ(􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１
Ｎ )‖２

ω)

＋４ατ
Ｒ２ (‖∂ｚ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω－‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋‖∂ｚ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋∂ｚ ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ω)

＋４ατｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ (‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２－‖ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２＋‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２)

＋τβ(‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－‖ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ω＋‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ＋ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω)＋‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ －􀭴ｅｎ
Ｎ‖２

ω

＝ ２τ(Ｒｎ＋１ꎬ􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ) ω＋２((Π２ꎬｌ

Ｎ －Ｉ)(ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)－ｕｌ(ｚꎬｔｎ))ꎬ􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ) ωꎮ

利用 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式及 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

　 ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－‖􀭴ｅｎ
Ｎ‖２

ω＋
１６τ
Ｒ４ ‖Ｌｌ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４τα
Ｒ２ ‖∂ｚ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４ατｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２＋τβ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω

≤τ‖Ｒｎ＋１‖２
ω＋２τ‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋ ∫ｔｎ＋１

ｔｎ
‖(Π２ꎬｌ

Ｎ －Ｉ)∂ｔｕｌ‖２
ωｄｔ

＋１６τ
Ｒ４ ‖Ｌｌ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４τα
Ｒ２ ‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４ατｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２＋τβ‖ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ωꎮ (３２)
　 　 由引理 １ 及 Ｈａｒｄｙ 不等式(参见文献[２３]中的 Ｂ８.８)得

‖Ｌｌ ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ω≲‖∂２
ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋‖∂２

ｚ ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ω＋‖ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－１ꎬ
‖ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω≲‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω≲‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２≲‖∂２
ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２ꎬ
‖ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２
ω－１≲‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２ꎬ ‖ｅ^ｎ＋１
Ｎ ‖２≲‖∂ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２ꎮ (３３)
将式(３３)代入式(３２)ꎬ得

　 ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－‖􀭴ｅｎ
Ｎ‖２

ω＋
１６τ
Ｒ４ ‖Ｌｌ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４τα
Ｒ２ ‖∂ｚ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω＋

４ατｌ( ｌ＋１)
Ｒ２ ‖􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２

≲τ‖Ｒｎ＋１‖２
ω＋ ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
‖∂２

ｚ[(Π２ꎬｌ
Ｎ －Ｉ)∂ｔｕｌ]‖２

ωｄｔ＋２τ ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω＋τ‖∂２
ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２ꎬ

则有

　 ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω－‖􀭴ｅｎ
Ｎ‖２

ω＋
１６τ
Ｒ４ ‖Ｌｌ􀭴ｅｎ＋１

Ｎ ‖２
ω

≲τ‖Ｒｎ＋１‖２
ω＋ ∫ｔｎ＋１

ｔｎ
‖∂２

ｚ[(Π２ꎬｌ
Ｎ －Ｉ)∂ｔｕｌ]‖２

ωｄｔ＋２τ‖􀭴ｅｎ＋１
Ｎ ‖２

ω＋τ ‖∂２
ｚ ｅ^ｎ＋１

Ｎ ‖２ꎮ (３４)

将式(３４)中的 ｎ 从 ０~ ｋ－１(ｋ≤Ｔ / τ)累加ꎬ得

　 ‖􀭴ｅｋ
Ｎ‖２

ω＋
１６τ
Ｒ４ ∑

ｋ

ｎ ＝０
‖Ｌｌ􀭴ｅｎ

Ｎ‖２
ω

≲τ２ ∫Ｔ
０
‖∂ｚ(∂２

ｔ ｕｌ)‖２
２ꎬωꎬｌｄｔ＋ ∫Ｔ

０
‖∂２

ｚ[(Π２ꎬｌ
Ｎ －Ｉ)∂ｔｕｌ]‖２

ωｄｔ＋‖􀭴ｅ０
Ｎ‖２

ω

＋１６τ
Ｒ４ ‖Ｌｌ􀭴ｅ０

Ｎ‖２
ω＋τ∑

ｋ

ｎ ＝０
‖∂２

ｚ ｅ^ｎ
Ｎ‖２＋２τ∑

ｋ

ｎ ＝０
‖􀭴ｅｎ

Ｎ‖２
ωꎮ

取 ｕ０
ｌＮ ＝Π２ꎬｌ

Ｎ φｌꎬ则有‖􀭴ｅ０
Ｎ‖２

ω ＝ ０ꎬ利用离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理得

‖􀭴ｅｋ
Ｎ‖２

ω≲ [τ２ ∫Ｔ
０
‖∂２

ｔ ｕｌ‖２
２ꎬωꎬｌｄｔ＋ ∫Ｔ

０
‖∂２

ｚ[(Π２ꎬｌ
Ｎ －Ｉ)∂ｔｕｌ]‖２

ωｄｔ＋τ∑
ｋ

ｎ ＝０
‖∂２

ｚ ｅ^ｎ
Ｎ‖２

ω ] ｅｘｐ ２Ｔ＋２τ
１－２τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由三角不等式‖ｕｌ(ｚꎬｔｎ)－ｕｎ
ｌＮ(ｚ)‖ω≤‖􀭴ｅｎ

Ｎ‖ω＋‖ｅ^ｎ
Ｎ‖ω 和引理 ５ 可得式(２７)、(２８)ꎮ

４　 离散格式的有效实现

下面建立离散格式(１９)等价的矩阵形式ꎬＬｋ(ｚ)表示 ｋ 次 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式ꎬ构造逼近空间 ＸＮ( ｌ)中的一

组基函数:
φｋ(ｚ)＝ (１－ｚ２)[Ｌｋ(ｚ)－Ｌｋ＋２(ｚ)]ꎬ　 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ－４ꎬ
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φＮ－３(ｚ)＝
１
４
(１－ｚ２)(１－ｚ)ꎬ　 φＮ－２(ｚ)＝

１
４
(１－ｚ) ２ꎬ

则逼近空间为

ＸＮ( ｌ)＝ ｓｐａｎ{φ０(ｚ)ꎬφ１(ｚ)ꎬ􀆺ꎬφＮ－２－ｓｇｎ( ｌ)(ｚ)}ꎮ (３５)
记

ａｌ
ｉｊ ＝ ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２φ″ｊφ″ｉｄｚꎬ　 ｂｌ

ｉｊ ＝ ∫
Ｉ
φ′ｊφ′ｉｄｚꎬ　 ｃｌ

ｉｊ ＝ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２φ′ｊφ′ｉｄｚꎬ

ｄｌ
ｉｊ ＝ ∫

Ｉ
(ｚ＋１) ２φｉφｊｄｚꎬ　 ｇｌ

ｉｊ ＝ ∫
Ｉ

１
(ｚ＋１) ２φｊφｉｄｚꎬ　 ｈｌ

ｉｊ ＝ ∫
Ｉ
φｊφｉｄｚꎬ

ｆ ｌｉ ＝ ∫
Ｉ
(ｚ＋１) ２(ｕｎ

ｌＮ＋τｑｎ＋１
ｌ )φｉｄｚꎬ ( ｉꎬ ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ－２－ｓｇｎ( ｌ))ꎬ

将 ｕｎ＋１
ｌＮ 展开为

ｕｎ＋１
ｌＮ ＝ ∑

Ｎ－２－ｓｇｎ( ｌ)

ｉ ＝０
ｕｎ＋１
ｉｌ φｉ(ｚ)ꎮ (３６)

将式(３６)代入式(１９)ꎬ让 ｖｌＮ取遍 ＸＮ( ｌ)中的一组基函数ꎬ可得线性系统

１６τ
Ｒ４ [Ａｌ＋２( ｌ２＋ｌ＋１)Ｂｌ＋ｌ( ｌ＋１)( ｌ２＋ｌ－２)Ｇｌ]＋

４τα
Ｒ２ [Ｃｌ＋ｌ( ｌ＋１)Ｈｌ]＋(１＋τβ)Ｄｌ{ }Ｕｎ＋１

ｌ ＝Ｆｎ＋１
ｌ ꎬ (３７)

其中

Ａｌ ＝(ａｌ
ｉｊ)ꎬ　 Ｂｌ ＝(ｂｌ

ｉｊ)ꎬ　 Ｃｌ ＝(ｃｌ
ｉｊ)ꎬ　 Ｄｌ ＝(ｄｌ

ｉｊ)ꎬ　 Ｇｌ ＝(ｇｌ
ｉｊ)ꎬ　 Ｈｌ ＝(ｈｌ

ｉｊ)ꎬ
Ｕｎ＋１

ｌ ＝(ｕｎ＋１
０ｌ ꎬｕｎ＋１

１ｌ ꎬ􀆺ꎬｕｎ＋１
Ｎ－２－ｓｇｎ( ｌ)ꎬｌ) Ｔꎬ　 Ｆｎ＋１

ｌ ＝( ｆ ｎ＋１
０ｌ ꎬｆ ｎ＋１

１ｌ 􀆺ꎬｆ ｎ＋１
Ｎ－２－ｓｇｎ( ｌ)ꎬｌ) Ｔꎮ

由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的正交性可知式(３７)中的系数矩阵 Ａｌ、Ｂｌ、Ｃｌ、Ｄｌ、Ｇｌ、Ｈｌ 都是带状的稀疏矩阵ꎮ

５　 数值实验

为了表明差分谱逼近算法的稳定性与收敛性ꎬ本文在 Ｍａｔｌａｂ Ｒ２０１８ｂ 平台上进行一系列的数值测试ꎮ
设 ｕｎ＋１

ｌＮ (ｘ)为精确解 ｕ(ｘꎬｔ) 在 ｔ＝ ｔｎ＋１时刻的逼近解ꎬ由变量替换

ｘ１ ＝
ｚ＋１
２

Ｒ ｓｉｎ θ ｃｏｓϕꎬ　 ｘ２ ＝
ｚ＋１
２

Ｒ ｓｉｎ θ ｓｉｎ ϕꎬ　 ｘ３ ＝
ｚ＋１
２

Ｒ ｃｏｓ θ

及球谐函数展开有

ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)＝ ψ(ｚꎬθꎬϕꎬｔｎ＋１)＝∑
∞

ｌ ＝０
∑

ｌ

｜ ｍ｜ ＝０
ｕｌ(ｚꎬｔｎ＋１)Ｙｍ

ｌ (θꎬϕ)ꎬ

ｕｎ＋１
ＬＮ (ｘ)＝ ψｎ＋１

ＬＮ (ｚꎬθꎬϕ)＝ ∑
Ｌ

ｌ ＝０
∑

ｌ

｜ ｍ｜ ＝０
ｕｎ＋１
ｌＮ (ｚ)Ｙｍ

ｌ (θꎬϕ)ꎮ

定义 ｕ(ｘꎬｔｎ＋１) 与 ｕｎ＋１
ＬＮ (ｘ) 在 Ｌ∞ 范数下的误差为

ｅ(ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬｕｎ＋１
ＬＮ (ｘ))＝ ‖ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－ｕｎ＋１

ＬＮ (ｘ)‖Ｌ¥(Ω)＝ ‖ψ(ｒꎬθꎬϕꎬｔｎ＋１)－ψｎ＋１
ＬＮ (ｒꎬθꎬϕ)‖Ｌ∞ (Ｄ)ꎮ

例 １　 取 Ｒ＝ １ꎬ α＝β＝ ３ꎬ构造一个满足初边值条件的精确解 ｕ(ｘꎬｔ)＝ (ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３－１) ２ｅｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｔꎬ ｕ(ｘꎬｔ)

代入式(１)得到 ｇꎮ 当 τ＝ ０.００１ 时ꎬ对不同的 Ｌ 和 ＮꎬＬ 表示球谐函数的 １ 个截断ꎬ在表 １、２ 中分别列出了 ｔ＝
１ 和 ｔ＝ ２ 时逼近解与精确解之间的误差ꎮ 为了进一步表明算法的稳定性和收敛性ꎬ在图 １—４ 中给出了精确

解和逼近解在 θ＝π / ２ 时的图像及它们之间的误差图像ꎮ
表 １　 当 τ＝ ０.００１、 ｔ＝ １ 时例 １ 精确解与逼近解的误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｗｈｅｎ τ＝ ０.００１ ａｎｄ ｔ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
Ｎ Ｌ＝ ４ Ｌ＝ ６ Ｌ＝ ８ Ｌ＝ １０ Ｌ＝ １２
１０ ０.００１ ０５３ ２００ ０ ０.００２ ４０４ ６００ ０ ０.０３２ ４０２ ０００ ０ ０.１０７ ０３０ ０００ ０ ０.１２１ ９２０ ０００ ０
１５ ０.０００ ９８９ ９７０ ０ ０.０００ ００９ １５５ ８ ０.０００ ００５ ９９７ ０ ０.０００ １２４ ６４０ ０ ０.００２ ９３９ １００ ０
２０ ０.０００ ９８８ ７９０ ０ ０.０００ ００９ ２７５ ８ ０.０００ ００５ ９９９ ４ ０.０００ ００５ ９９９ ４ ０.０００ ００５ ９９９ ４
２５ ０.００１ ０００ ７００ ０ ０.０００ ００９ １９３ ３ ０.０００ ００６ ０００ ２ ０.０００ ００６ ０００ ２ ０.０００ ００６ ０００ ２
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表 ２　 当 τ＝ ０.００１、ｔ＝ ２ 时例 １ 精确解与逼近解的误差
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｗｈｅｎ τ＝ ０.００１ ａｎｄ ｔ＝ ２ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
Ｎ Ｌ＝ ４ Ｌ＝ ６ Ｌ＝ ８ Ｌ＝ １０ Ｌ＝ １２

１０ ０.００２ ８６２ ９００ ０ ０.００６ ５３６ ４００ ０ ０.０８８ ０７８ ０００ ０ ０.２９０ ９４０ ０００ ０ ０.３３１ ４００ ０００ ０

１５ ０.００２ ６９１ ０００ ０ ０.０００ ０２４ ８８８ ０ ０.０００ ０１６ ３０２ ０ ０.０００ ３３８ ８１０ ０ ０.００７ ９８９ ２００ ０

２０ ０.００２ ６８７ ８００ ０ ０.０００ ０２５ ２１４ ０ ０.０００ ０１６ ３０８ ０ ０.０００ ０１６ ３０８ ０ ０.０００ ０１６ ３０８ ０

２５ ０.００２ ７２０ ３００ ０ ０.０００ ０２４ ９９０ ０ ０.０００ ０１６ ３１０ ０ ０.０００ ０１６ ３１０ ０ ０.０００ ０１６ ３１０ ０

图 １　 当 Ｎ＝ ２０、 Ｌ＝ ８ 时例 １ 精确解 ｕ(ｘꎬｔ１０００)与逼近解 ｕ１０００
ＬＮ (ｘ)

Ｆｉｇ.１　 Ｗｈｅｎ Ｎ＝ ２０ ａｎｄ Ｌ＝ ８ꎬ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ１０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ１０００
ＬＮ (ｘ) ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

图 ２　 例 １ 中不同条件的精确解 ｕ(ｘꎬｔ１０００)与逼近解 ｕ１０００
ＬＮ (ｘ)的误差图像

Ｆｉｇ.２　 Ｅｒｒｏｒ ｉｍａｇｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ１０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ１０００
ＬＮ (ｘ)

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
图 ３　 当 Ｎ＝ ２０、 Ｌ＝ ８ 时例 １ 精确解 ｕ(ｘꎬｔ２０００)与逼近解 ｕ２０００

ＬＮ (ｘ)
Ｆｉｇ.３　 Ｗｈｅｎ Ｎ＝ ２０ ａｎｄ Ｌ＝ ８ꎬ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ２０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ２０００

ＬＮ (ｘ) ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
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图 ４　 例 １ 中不同条件的精确解 ｕ(ｘꎬｔ２０００)与逼近解 ｕ２０００
ＬＮ (ｘ)的误差图像

Ｆｉｇ.４　 Ｅｒｒｏｒ ｉｍａｇｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ２０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ２０００
ＬＮ (ｘ) ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

　 　 从表 １、２ 可知ꎬτ ＝ ０.００１、 Ｎ≥２０、 Ｌ≥６ 时ꎬ精确解与逼近解的误差达到了１０－５左右的精度ꎮ 由图 １—４
可知ꎬ差分谱逼近算法是稳定的和收敛的ꎮ

例 ２　 取 Ｒ＝１ꎬ α＝β＝３ 构造一个精确解ꎬτ＝０.００１ꎬ对不同的 Ｌ 和 Ｎꎬ分别在表 ３—４ 列出了 ｔ＝ １ 和 ｔ ＝ ２ 时

逼近解与精确解之间的误差ꎬ在图 ５－８ 中给出了精确解和逼近解在 θ＝π / ２ 的图像及它们之间的误差图像ꎮ
表 ３　 当 τ＝ ０.００１、 ｔ＝ １ 时ꎬ例 ２ 精确解与逼近解的误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｗｈｅｎ τ＝ ０.００１ ａｎｄ ｔ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２
Ｎ Ｌ＝ ２ Ｌ＝ ４ Ｌ＝ ６ Ｌ＝ ８ Ｌ＝ １０
１０ ０.０９１ ６６４ ３００ ０ ０.００４ ６５７ ３００ ０ ０.０１３ １５２ ０００ ０ ０.０２６ ２２３ ０００ ０ ０.０２３ ５２０ ０００ ０
１５ ０.０９１ ７６４ ６００ ０ ０.００４ ４２０ ８００ ０ ０.０００ １９１ ９１０ ０ ０.０００ １２４ ９４０ ０ ０.００１ １５１ ７００ ０
２０ ０.０９１ ７１６ ４００ ０ ０.００４ ３７４ ７００ ０ ０.０００ １９６ １４０ ０ ０.０００ ００５ ５１９ ５ ０.０００ ００１ １９２ ９
２５ ０.０９１ ６７４ ５００ ０ ０.００４ ３９９ ３００ ０ ０.０００ １９７ ０８０ ０ ０.０００ ００５ ４２０ ２ ０.０００ ００１ １９２ ９

图 ５　 当 Ｎ＝ ２０、 Ｌ＝ ８ 时例 ２ 精确解 ｕ(ｘꎬｔ１０００)与逼近解 ｕ１０００
ＬＮ (ｘ)

Ｆｉｇ.５　 Ｗｈｅｎ Ｎ＝ ２０ ａｎｄ Ｌ＝ ８ꎬ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ１０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ１０００
ＬＮ (ｘ) ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ６　 例 ２ 中不同条件的精确解 ｕ(ｘꎬ ｔ１０００)与逼近解 ｕ１０００
ＬＮ (ｘ)的误差图像

Ｆｉｇ.６　 Ｅｒｒｏｒ ｉｍａｇｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ１０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ１０００
ＬＮ (ｘ) ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２
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表 ４　 当 τ＝ ０.００１、ｔ＝ ２ 时例 ２ 精确解与逼近解的误差
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｗｈｅｎ τ＝ ０.００１ ａｎｄ ｔ＝ ２ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２
Ｎ Ｌ＝ ２ Ｌ＝ ４ Ｌ＝ ６ Ｌ＝ ８ Ｌ＝ １０
１０ ０.０７７ ８８７ ５００ ００ ０.００４ ０３４ ５００ ００ ０.０１３ ５１３ ０００ ００ ０.０２６ ４７７ ０００ ００ ０.０２４ ０８８ ０００ ００
１５ ０.０７８ ０６９ ８００ ００ ０.００３ ６２６ ２００ ００ ０.０００ １６０ ８２０ ００ ０.０００ １０２ ７２０ ００ ０.００１ ０３１ ８００ ００
２０ ０.０７８ ０６２ ２００ ００ ０.００３ ５８３ ５００ ００ ０.０００ １５７ ６３０ ００ ０.０００ ００４ ６７２ ５０ ０.０００ ００１ ２６６ ８９
２５ ０.０７８ ０４７ １００ ００ ０.００３ ６１５ ４８０ ００ ０.０００ １５８ ８５３ ００ ０.０００ ００４ ５９３ ４３ ０.０００ ００１ ２６７ １３

图 ７　 当 Ｎ＝ ２０、 Ｌ＝ ８ 时例 ２ 精确解 ｕ(ｘꎬｔ２０００)与逼近解 ｕ２０００
ＬＮ (ｘ)

Ｆｉｇ.７　 Ｗｈｅｎ Ｎ＝ ２０ ａｎｄ Ｌ＝ ８ꎬ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ２０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ２０００
ＬＮ (ｘ) ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ８　 例 ２ 中不同条件的精确解 ｕ(ｘꎬｔ２０００)与逼近解 ｕ２０００
ＬＮ (ｘ)的误差图像

Ｆｉｇ.８　 Ｅｒｒｏｒ ｉｍａｇｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ(ｘꎬｔ２０００) ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ２０００
ＬＮ (ｘ) ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

　 　 从表 ３、４ 可知ꎬ当 τ＝ ０.００１、 Ｎ≥２０、 Ｌ≥８ 时ꎬ精确解与逼近解的误差达到了１０－６的精度ꎮ 从图 ５—８ 可

知ꎬ差分谱逼近算法是稳定的和收敛的ꎮ

６　 结语

本文提出了球域上四阶抛物问题基于降维格式的一种差分谱逼近ꎮ 该方法的主要思想是利用球谐函数

展开将原问题分解为一系列解耦的一维四阶抛物问题ꎮ 对每个一维四阶抛物问题ꎬ证明了离散格式的能量

稳定性和逼近解的误差估计ꎮ 该方法将一个三维四阶问题化为一系列解耦的一维四阶问题ꎬ 不仅大大地减

少了自由度ꎬ还节约了大量的计算时间和内存容量ꎮ 本文提出的差分谱逼近算法还可应用到一些复杂的非

线性四阶抛物问题ꎬ这是将来研究的目标ꎮ
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