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删失分位数回归模型中的多变点估计
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摘要:针对删失分位数回归模型中的变点个数、位置及模型参数同时估计问题ꎬ基于线性化技术得到参数的有效估计ꎬ消除目

标函数不可导与非凸的困难ꎮ 该方法能捕捉响应变量受到某一协变量的影响而存在的多个变点ꎬ能更好理解复杂非线性关系

的同时保持较快的收敛速度ꎬ兼顾灵活性与可解释性ꎮ 数值模拟验证估计方法在不同分位点、同(异)方差情形下具备有效性

和稳健性ꎬ实证分析发现存在 ２ 个变点ꎬ并对其进行解释ꎮ
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０　 引言

分位数回归模型放松了对误差分布的限制ꎬ解决了强影响值的影响ꎬ能更加稳健地反映分布尾部的特

征ꎬ受到了众多学者的关注[１]ꎮ 在研究中常会遇到某种因素导致数据存在删失ꎬ需要开展删失数据分位数

回归模型的研究ꎮ 文献[２]针对响应变量存在固定删失时提出了删失 Ｔｏｂｉｔ 回归模型估计方法ꎬ并拓展至删

失分位数回归模型中[３]ꎬ 一些学者采用重新分配删失权重方法提出了递归加权分位数回归估计[４]ꎬ在删失

数据中提出分位数回归模型估计[５]ꎬ结合工具变量对删失分位数回归模型提出有效估计[６]ꎬ基于神经网络

方法与数据增强方法构造删失分位数回归模型估计[７￣８]ꎮ 删失分位数回归模型隐含回归函数保持线性结构ꎬ
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但新技术实施、经济金融危机蔓延等外部冲击可能使得模型结构发生改变ꎬ从而产生变点ꎬ 此时该模型无法

准确衡量非线性特征ꎬ因此有必要研究含变点的删失分位数回归模型ꎮ
　 　 以往变点研究多从单变点开始ꎬ变点估计方法有格点搜索法[９￣１０] 、光滑化方法[１１￣１２] 与线性化技术[１３]

等ꎮ 格点搜索法在变点位置估计时具有一定灵活性ꎬ但变点位置估计迭代速度有待提高ꎬ且变点位置估

计的实际意义解释性不强ꎬ光滑化方法可以得到相合估计ꎬ导致效率损失ꎮ 线性化方法将目标函数中不

可导项进行线性化转换ꎬ简单易行且算法收敛速度快ꎮ 文献[１４]借鉴线性化技术在分位数回归模型中得

到模型参数和变点估计ꎮ 上述研究大多基于单变点展开ꎬ通常假设变点个数是外生的ꎬ考虑到风险冲击

下模型结构可能存在不只一个变点ꎬ因此有必要研究变点个数的估计方法ꎮ 线性化技术结合广义贝叶斯

信息准则可得到变点个数估计[１５￣１７] ꎬ文献[１８]在删失数据分段线性 Ｔｏｂｉｔ 回归模型中通过贝叶斯信息准

则得到变点个数、位置及模型参数估计ꎮ 线性化技术弥补了存在变点时目标函数不可导和非凸困难ꎬ方法

灵活ꎬ得到了广泛应用ꎮ
研究删失分位数回归模型中的变点个数及位置估计能更好地解释模型结构变动ꎬ提供有效的多变点个

数估计方法ꎬ对分析变点效应的内在机制、揭示数据本质特征等方面有着重要的理论意义和实践价值ꎮ 本文

的研究价值主要有以下 ３ 个方面:一是在删失分位数回归模型中提出了未知的变点个数估计方法ꎬ结合变点

位置估计与检验方法可完全解决删失分位数回归模型中的变点问题ꎬ丰富和完善了变点估计理论与应用范

围ꎻ二是分段线性模型结构简化了非线性特征ꎬ保证了模型的易解释与灵活性ꎻ三是内生的多变点假设更符

合真实情况ꎬ能有效解释交叉效应ꎬ为实证研究提供了支撑ꎮ

１　 单变点删失分位数回归模型估计与模拟

１.１　 单变点删失分位数回归模型

设(Ｔｉꎬｘｉꎬｚｉ)ꎬｉ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｎꎬ是总体(Ｔꎬｘꎬｚ)中独立同分布的样本序列ꎬＴｉ 是响应变量ꎬｘｉ、ｚｉ 分别是 １ 维和

ｐ 维协变量ꎬＴｉ 在未知位置 ｔ 处存在变点ꎬτ 为分位数(０<τ<１)ꎮ 单变点删失分位数回归模型如下:
Ｙｉ ＝ｍｉｎ{ＴｉꎬＣ}ꎬ　 δｉ ＝ Ｉ(Ｔｉ<Ｃ)ꎬ

Ｔｉ ＝α＋βｘｉ＋γ(ｘｉ－ｔ) ＋＋ζＴｚｉ＋ｅｉꎬ

ＱＴｉ(τ ｜ ｘｉꎬｚｉ)＝ α＋βｘｉ＋γ(ｘｉ－ｔ) ＋＋ζＴｚｉꎬ
其中ꎬＣ 和 δ 为删失常量和删失指标ꎬ(ｘｉ－ｔ) ＋ ＝ (ｘｉ－ｔ) Ｉ(ｘｉ>ｔ)ꎬＩ(􀅰)为示性函数ꎬｅｉ 为误差项且 Ｅ(ｅｉ)＝ ０ꎬ
Ｖａｒ(ｅｉ)<∞ ꎬ当 γ≠０ 时模型存在变点ꎮ 令 ξ ＝ (αꎬ βꎬγꎬζＴ) Ｔ 表示模型参数ꎬθ ＝ ( ξＴꎬ ｔ) Ｔ 表示所有参数ꎬ
νｉ( ｔ)＝ (１ꎬｘｉꎬ(ｘｉ－ ｔ) ＋ꎬｚｉ) Ｔꎮ 为了方便ꎬ记 ｇ( νｉꎻθ( τ)) ＝ ｍｉｎ{Ｃꎬｇ∗( νｉꎻθ( τ))}ꎬ其中 ｇ∗( νｉꎻθ( τ)) ＝
ξＴνｉ( ｔ)ꎮ

若 θ^＝( ξ^Ｔꎬｔ^) Ｔ 表示变点及模型参数估计ꎬ则 θ^ 可由最小化目标函数(１)得到ꎬ即

θ^＝ ａｒｇ ｍｉｎ
θ
∑

ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｍｉｎ{Ｃꎬｇ∗(νｉꎻθ(τ))})＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
∑

ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｇ(νｉꎻθ(τ)))ꎬ (１)

其中损失函数为 ρτ(ｕ)＝ ｕ(τ－Ｉ(ｕ<０))ꎮ
１.２　 估计方法

由于目标函数(１)在变点处不可导且非凸ꎬ因此利用线性化技术将不可导的示性函数在初始值 ｔ(０)处线

性展开ꎬ即
(ｘｉ－ｔ) ＋≈(ｘｉ－ｔ(０)) ＋＋(－１) Ｉ(ｘｉ>ｔ(０))( ｔ－ｔ(０))ꎮ

目标函数(１)中的 ｇ∗(νｉꎻθ(τ))可写成

ｇ∗(νｉꎻθ(τ))＝ α＋βｘｉ＋γｑｉ＋γ１ｐｉ＋ζＴｚｉꎬ

其中ꎬγ１ ＝γ( ｔ－ｔ(０))ꎬ ｑｉ ＝(ｘｉ－ｔ(０)) ＋ꎬ ｐｉ ＝ －Ｉ(ｘｉ>ｔ(０))ꎬ通过最小化新的目标函数(２)来估计 ξ^(１)

∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｍｉｎ{Ｃꎬα＋βｘｉ＋γｑｉ＋γ１ｐｉ＋ζＴｚｉ})ꎮ (２)
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变点 ｔ 可迭代得到ꎬ即 ｔ(１)＝ ｔ(０) ＋γ(１)
１ / γ(１)ꎬ重复上述过程直至收敛ꎬ参数估计见算法 １ꎮ

　 　 算法 １　 单变点迭代算法

步骤 １　 给定初始参数 ξ^(０)＝ ( α^(０)ꎬ β^(０)ꎬγ^(０)ꎬγ(０)
１ ꎬζ^(０)Ｔ) Ｔ 及ｔ^(０)ꎬ为保证收敛不妨令γ(０)

１ ＝ ０.０１ꎮ
步骤 ２　 第 ｋ 步ꎬ固定ｔ^(ｋ)最小化目标函数(３)更新回归系数估计

ξ^(ｋ)( ｔ)＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ξ
∑

ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｍｉｎ(Ｃꎬα＋βｘｉ＋γｑ(ｋ)

ｉ ＋γ１ｐ(ｋ)
ｉ ＋ζＴｚｉ))ꎬ (３)

其中ꎬｑ(ｋ)
ｉ ＝(ｘｉ－ｔ(ｋ)) ＋ꎬ ｐ(ｋ)

ｉ ＝ －Ｉ(ｘｉ>ｔ(ｋ))ꎮ
步骤 ３　 更新变点估计ꎬｔ^(ｋ＋１)＝ ｔ^(ｋ) ＋γ(ｋ＋１)

１ / γ^(ｋ＋１)ꎮ
步骤 ４　 重复步骤 ２、３ꎬ直至算法收敛ꎮ

　 　 变点 ｔ 的标准误差可通过 ｄｅｌｔａ 方法得到ꎬ

ＳＥ( ｔ^)＝ Ｖａｒ(γ１)＋Ｖａｒ(γ１)
γ１

γ^
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－２
γ１

γ^
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃｏｖ( γ^ꎬγ１)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１ / ２

/ ｜ γ^ ｜ ꎮ (４)

算法 １ 收敛时ꎬ系数 γ１→０ꎬ式(４)可简化为 ＳＥ( ｔ^)＝ ＳＥ(γ１) / ｜ γ^ ｜ ꎬ变点的置信区间估计为[ ｔ^－ϕα / ２ＳＥ( ｔ^)ꎬｔ^＋
ϕα / ２ＳＥ( ｔ^)]ꎬϕα / ２是标准正态分布的(１－α / ２)分位数ꎮ
１.３　 数值模拟

为了验证单变点估计算法的有效性和稳健性ꎬ设置同方差与异方差情形的数据生成过程ꎮ
同方差情形: Ｔｉ ＝α＋βｘｉ＋γ(ｘｉ－ｔ) ＋＋λωｉ＋ｅｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
异方差情形: Ｔｉ ＝α＋βｘｉ＋γ(ｘｉ－ｔ) ＋＋λωｉ＋(０.５＋０.２ｘｉ)ｅｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
假设 ｘｉ ~Ｕ(－２ꎬ４)ꎬ ｔ＝ １.５ꎬ ωｉ ~Ｎ(１ꎬ２２)ꎬ (αꎬβꎬγꎬλ) Ｔ ＝(１ꎬ２ꎬ－３ꎬ４) Ｔꎬ ｅｉ ~Ｎ(０ꎬ１)ꎬ Ｃ＝ ３５ꎬ模型的删

失度为 ３５％ꎮ 设置 ｎ＝ ２００ꎬ５００ꎬ τ＝ ０.２５ꎬ０.５０ꎬ０.７５ꎬ重复次数 ５００ 次ꎬ模拟结果见表 １ꎮ
表 １　 多变点模拟结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｃｈａｎｇｅ ｐｏｉｎｔ

　 (ｎꎬτ) ＣＯＥＦ
同方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ

异方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ

α ０.０２１ ０.１９７ ０.１９９ ０.９２２ －０.０３５ ０.２６８ ０.２７５ ０.８２６

β ０.００６ ０.０７６ ０.０７３ ０.９３４ －０.０２８ ０.０８８ ０.０９７ ０.９０６

(２００ꎬ０.２５) γ －０.０１９ ０.２１２ ０.２２８ ０.９３２ ０.０２３ ０.３４４ ０.３０９ ０.９２２

ζ ０.００３ ０.０３８ ０.０３６ ０.９４４ －０.００９ ０.０３３ ０.０３４ ０.９２４

ｔ －０.０１３ ０.１７４ ０.１７７ ０.９３２ －０.０１８ ０.２０６ ０.１８６ ０.８９８

α ０.００９ ０.１９４ ０.１９２ ０.９３２ ０.００５ ０.２１０ ０.２１６ ０.９３０

β ０.００３ ０.０７０ ０.０７２ ０.９５２ ０.０２９ ０.１６３ ０.１５２ ０.９３８

(２００ꎬ０.５０) γ ０.００５ ０.１９８ ０.２０９ ０.９４８ －０.００６ ０.２６９ ０.２７５ ０.９４０

λ －０.００１ ０.０３４ ０.０３６ ０.９５８ ０.００４ ０.０３７ ０.０４４ ０.９６６

ｔ －０.００７ ０.１６５ ０.１６３ ０.９５０ －０.０２３ ０.１７４ ０.１５８ ０.９１２

α ０.０１９ ０.２１０ ０.２０８ ０.９０８ ０.０１４ ０.２３４ ０.２３８ ０.９００

β ０.００４ ０.０７６ ０.０７９ ０.９３４ －０.０３９ ０.１６２ ０.１７６ ０.８７４

(２００ꎬ０.７５) γ －０.０１３ ０.２２０ ０.２３６ ０.９１０ ０.０４４ ０.３９５ ０.３４３ ０.９０２

λ ０.００５ ０.０３７ ０.０４１ ０.９５０ －０.００８ ０.０４７ ０.０４８ ０.９３０

ｔ －０.０２２ ０.１９０ ０.１８５ ０.９０２ －０.０３９ ０.１９６ ０.１９４ ０.９００

α －０.０１５ ０.１６７ ０.１６１ ０.９３０ －０.０３２ ０.１７１ ０.１６２ ０.９２０

β ０.００５ ０.０６３ ０.０６４ ０.９４６ －０.０１１ ０.０８１ ０.０７９ ０.９４０

(５００ꎬ０.２５) γ ０.００７ ０.１５２ ０.１６３ ０.９３６ －０.０３１ ０.２１３ ０.２１９ ０.９２２

λ －０.００８ ０.０２６ ０.０２９ ０.９５８ －０.０１５ ０.０３１ ０.０３３ ０.９５０

ｔ －０.００３ ０.１１６ ０.１１８ ０.９２０ －０.０１３ ０.１１５ ０.１１５ ０.９１０
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表 １(续)

　 (ｎꎬτ) ＣＯＥＦ
同方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ

异方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ

α －０.００４ ０.１１６ ０.１１４ ０.９３８ ０.００５ ０.１３２ ０.１２９ ０.９３２

β ０.００１ ０.０４１ ０.０４３ ０.９６４ ０.００６ ０.０３２ ０.０３１ ０.９３０

(５００ꎬ０.５０) γ ０.００１ ０.１２３ ０.１２６ ０.９５４ ０.００７ ０.１９６ ０.１８７ ０.９６０

λ －０.００１ ０.０２２ ０.０２１ ０.９６０ －０.００５ ０.０２６ ０.０２９ ０.９５２

ｔ －０.００２ ０.１０２ ０.０９８ ０.９５２ －０.００６ ０.１０６ ０.０９９ ０.９１６

α ０.０２１ ０.１９０ ０.１８９ ０.９１６ ０.０３９ ０.１４９ ０.１４４ ０.８９８

β ０.００８ ０.０７７ ０.０７５ ０.９４２ ０.０１３ ０.１２１ ０.１０８ ０.９３０

(５００ꎬ０.７５) γ ０.００５ ０.１５９ ０.１６７ ０.９３０ －０.０１８ ０.１９９ ０.２０４ ０.９１８

λ －０.００４ ０.０２５ ０.０２８ ０.９４６ ０.０１１ ０.０３１ ０.０２９ ０.９２０

ｔ －０.０１７ ０.１２９ ０.１２０ ０.９１６ －０.０２０ ０.１３７ ０.１０８ ０.９１２

　 　 表 １ 中包含偏差( ｂｉａｓꎬ ＢＩＡＳ)、标准差( ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎꎬ ＳＤ)、标准误差( ｅｓｔｉｍａｔｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｅｒｒｏｒꎬ
ＥＳＥ)、９５％置信区间覆盖率(ｃｏｖｅｒａｇｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙꎬ ＣＰ)模拟结果ꎮ 当 ｎ ＝ ２００、 τ ＝ ０.５０ 且误差为同方差时ꎬ
ＢＩＡＳ和 ＳＤ 均很小ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 均很接近ꎬＣＰ 在 ９５％附近ꎬ表明估计结果有效ꎮ 当 ｎ＝ ２００、 τ＝ ０.５０ 且误差为

异方差时ꎬＢＩＡＳ 和 ＳＤ 仍然不大ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 接近ꎬＣＰ 比同方差时略差ꎬ表明估计结果在异方差情况下较为

稳定ꎬ但估计效果不如同方差好ꎮ 当 ｎ＝ ２００、 τ＝ ０.２５ 和 ０.７５ 时ꎬＢＩＡＳ 和 ＳＤ 比 τ＝ ０.５０ 时估计结果稍差ꎬ但
在可接受范围之内ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 仍较为接近ꎬ说明估计具有稳健性ꎮ 当 ｎ ＝ ５００ 时ꎬ估计的 ＢＩＡＳ、ＳＤ、ＥＳＥ 减

小ꎬＣＰ 增大ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 仍很接近ꎮ
总体上看ꎬ当保持其他因素不变时ꎬ同方差的估计效果比异方差效果好ꎬτ＝ ０.５０ 时的估计效果优于 τ 为

０.２５ 和 ０.７５ꎮ 随着样本量增加ꎬＢＩＡＳ、ＳＤ 和 ＥＳＥ 都呈减小趋势ꎬＣＰ 呈现增大趋势ꎬ且 ＳＤ 与 ＥＳＥ 较为接近ꎬ
表明估计方法的有效性与稳健性ꎮ

２　 多变点删失分位数回归模型参数估计与模拟

２.１　 多变点删失分位数回归模型

令 ｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｍ 分别表示 ｍ 个未知变点ꎬξ＝(αꎬβꎬγ１ꎬγ２ꎬ􀆺ꎬγｍꎬζＴ) Ｔ 为未知参数ꎬθ＝(ξＴꎬｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｍ) Ｔꎬ
νｉ( ｔ)＝ (１ꎬｘｉꎬ(ｘｉ－ｔ１) ＋ꎬ􀆺ꎬ(ｘｉ－ｔｍ) ＋ꎬｚｉ) Ｔꎬ令

ｆ(νｉꎻθ(τ))＝ ｍｉｎ{Ｃꎬ ｆ∗(νｉꎻθ(τ))}ꎬ

ｆ∗(νｉꎻθ(τ))＝ α＋β ｘｉ＋∑
ｍ

ｋ ＝１
γｋ(ｘｉ－ｔｋ) ＋＋ζＴｚｉꎮ

类似地ꎬ通过最小化目标函数(５)得到参数估计

θ^ｎ(τ)＝ ａｒｇ ｍｉｎ
θ
∑

ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｆ(νｉꎻθ(τ)))ꎮ (５)

２.２　 估计方法

为了得到多变点个数与位置估计ꎬ本节分为两部分加以解决ꎮ 首先ꎬ假设变点个数 ｍ 已知但变点位置

未知ꎬ此时采用单变点估计方法解决ꎬ即
(ｘｉ－ｔ(１)ｋ ) ＋≈(ｘｉ－ｔ(０)ｋ ) ＋＋(－１) Ｉ(ｘｉ>ｔ(０)ｋ )( ｔ(１)ｋ －ｔ(０)ｋ )ꎬ

目标函数(５)中的 ｆ∗(νｉꎻθ(τ))可写成

ｆ∗(νｉꎻθ(τ))＝ α＋β ｘｉ＋∑
ｍ

ｋ ＝１
γｋＰ ｉｋ＋∑

ｍ

ｋ ＝１
δｋＱｉｋ＋ζＴｚｉꎬ (６)

其中ꎬＰ ｉｋ ＝(ｘｉ－ｔ(０)ｋ ) ＋ꎬ Ｑｉｋ ＝ －Ｉ(ｘｉ>ｔ(０)ｋ )ꎬ δｋ ＝γｋ( ｔｋ－ｔ(０)ｋ )ꎮ 除变点以外的参数估计可通过最小化如下新的目

标函数(７)得到
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∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ(ｙｉ－ｍｉｎ(Ｃꎬα＋β ｘｉ＋∑

ｍ

ｋ ＝１
γｋＰ ｉｋ＋∑

ｍ

ｋ ＝１
δｋＱｉｋ＋ζＴｚｉ))ꎮ (７)

变点 ｔｋ 由下述公式迭代得到 ｔ(１)ｋ ＝ ｔ(０)ｋ ＋δ(１)
ｋ / γ(１)

ｋ ꎬ重复上述过程直至收敛ꎬ变点 ｍ 已知时模型参数与变点位

置估计方法见算法 ２ꎮ
算法 ２　 变点个数已知时的迭代算法

步骤 １　 给定变点初始值( ｔ(０)１ ꎬｔ(０)２ ꎬ􀆺ꎬｔ(０)ｍ )ꎮ
步骤 ２　 对第 ｓ 步ꎬ通过最小化目标函数(７)得到参数估计

ξ^(ｓ)＝ ( α^(ｓ)ꎬ β^(ｓ)ꎬγ(ｓ)
１ ꎬγ(ｓ)

２ ꎬ􀆺ꎬγ(ｓ)
ｍ ꎬδ(ｓ)

１ ꎬδ(ｓ)
２ ꎬ􀆺ꎬδ(ｓ)

ｍ ꎬζ^(ｓ)) Ｔꎮ
步骤 ３　 更新变点估计 ｔ^(ｓ＋１)ｋ ꎬ即 ｔ^(ｓ＋１)ｋ ＝ ｔ^(ｓ)ｋ ＋γ(ｓ＋１)

ｋ / δ(ｓ＋１)
ｋ ꎮ

步骤 ４　 重复步骤 ２、３ꎬ直至算法收敛ꎮ
　 　 其次ꎬ当变点个数未知时ꎬ设定初始变点个数 Ｍ 远大于真实值 ｍꎬ赋值( ｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔＭ) Ｔ 均匀地分布在定

义域内ꎮ 利用算法 ２ 进行估计ꎬ每次迭代可获得新的变点位置估计( ｔ′１ꎬｔ′２ꎬ􀆺ꎬｔ′Ｍ) Ｔ 与系数估计(γ′１ꎬγ′２ꎬ􀆺ꎬ
γ′Ｍ) Ｔꎬ需要注意的是以下 ２ 类变点估计须剔除ꎮ

１) 当 ｔｋ 处不存在变点ꎬγｋ→０ꎬ迭代后将无实际意义须剔除ꎮ
２) 当迭代后( ｔ′１ꎬｔ′２ꎬ􀆺ꎬｔ′Ｍ) Ｔ 估计中若干变点位置相差较小时ꎬ保留一个ꎬ其余剔除ꎮ
剔除上述变点后ꎬ假设还剩余 Ｍ１ 个变点ꎮ 为了进一步得到变点个数估计ꎬ利用贝叶斯信息准则将变点

个数( ｔ′１ꎬｔ′２ꎬ􀆺ꎬｔ′Ｍ１
) Ｔ 估计问题转化为变量选择问题ꎬ得到 Ｍ２ 个变点ꎬ即为变点个数估计ꎮ 贝叶斯信息准则

(Ｂａｙｅｓｉａｎ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎꎬ ＢＩＣ)为

ＢＩＣ＝ ｌｏｇ( σ^２)＋ｅｄｆ
ｌｏｇ(ｎ)

ｎ
Ｃｎꎬ

其中ꎬσ^２ 为残差的方差估计ꎬｎ 表示样本容量ꎬｅｄｆ为模型自由度ꎬｅｄｆ ＝ １＋２Ｍ２ꎬＭ２ 表示模型的变点个数ꎬＣｎ ＝
ｌｏｇ[ ｌｏｇ(ｎ)]ꎮ 变点个数未知时的估计方法见算法 ３ꎮ

算法 ３　 变点个数未知时的迭代算法

步骤 １　 给定初始变点集ꎬ变点个数为 Ｍꎬ真实变点个数 ｍꎬ且 ｍ≪Ｍꎮ
步骤 ２　 通过目标函数(７)得到模型参数估计ꎮ
步骤 ３　 剔除不符合要求的变点后ꎬ变点个数为 Ｍ１ꎮ
步骤 ４　 通过贝叶斯信息准则得到 Ｍ２ 个变点ꎬ即变点个数估计ꎮ
步骤 ５　 利用估计的变点个数ꎬ通过算法 ２ 得到变点位置与模型参数估计ꎮ

　 　 变点 ｔｋ 的标准误差可通过 ｄｅｌｔａ 方法计算 [１６]ꎬ即

ＳＥ( ｔ^ ｋ)＝ Ｖａｒ( δ^ｋ)＋Ｖａｒ( δ^)
δ^ｋ
γ^ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－２
δ^ｋ
γ^ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃｏｖ( γ^ｋꎬδ^ｋ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１ / ２

/ ｜ γ^ｋ ｜ ꎮ (８)

当算法 ３ 收敛时ꎬ^δｋ→０ꎬ式(８)变为 ＳＥ( ｔ^ｋ)＝ ＳＥ(δ^ｋ) / ｜ γ^ｋ ｜ ꎬ^ｔｋ 的置信区间为 [ ｔ^ｋ－ϕα / ２ＳＥ( ｔ^ｋ)ꎬ^ｔｋ＋ϕα / ２ＳＥ( ｔ^ｋ)]ꎮ
２.３　 数值模拟

本节先给出变点个数模拟结果ꎬ然后给出模型参数与变点位置模拟结果ꎮ
１) 变点个数模拟

假设 ｘｉ ~Ｕ(－２ꎬ４)ꎬ ωｉ ~Ｎ(１ꎬ２２)ꎬ模型参数(αꎬβꎬγ１ꎬγ２ꎬλ)Ｔ ＝(１ꎬ２ꎬ－３ꎬ４ꎬ１)Ｔꎬ 变点( ｔ１ꎬｔ２)Ｔ ＝ (０ꎬ２)Ｔꎬ
固定删失值 Ｃ＝ １０ꎬ 删失度为 ２０％ꎮ 数据生成过程如下

Ｙｉ ＝ｍｉｎ{ＴｉꎬＣ}ꎬ　 δｉ ＝ Ｉ(Ｔｉ<Ｃ)ꎬ
Ｔｉ ＝α＋β ｘｉ＋γ１(ｘｉ－ｔ１) ＋＋γ２(ｘｉ－ｔ２) ＋＋λωｉ＋ｅｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

分别在误差项为 ｅ~Ｎ(０ꎬ１)和 ｅ~ (０.５＋０.２ｘ)Ｎ(０ꎬ１)进行模拟ꎬ设置重复次数为 ５００ꎬ在样本量分别为 ２００、
５００ 的情况下估计变点个数和变点位置ꎬ结果见表 ２ꎬ其中准确率记为 ＡＲ ( ａｃｃｕｒａｃｙ ｒａｔｅ)ꎬ定义为

∑Ｉ( Ｋ^＝ ２) / ５００ꎮ
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表 ２　 变点个数估计的准确率及变点位置估计
Ｔａｂｌｅ ２　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｈａｎｇｅ ｐｏｉｎｔｓ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

　 (ｎꎬτ)
同方差

ｔ１
ＢＩＡＳ ＳＤ

ｔ２
ＢＩＡＳ ＳＤ

ＡＲ

异方差

ｔ１
ＢＩＡＳ ＳＤ

ｔ２
ＢＩＡＳ ＳＤ

ＡＲ

(２００ꎬ０.２５) －０.３３１ ０.１８６ －０.３９５ ０.１６２ ０.５４ ０.８６３ ０.３５９ ０.２４２ ０.２０５ ０.４０
(２００ꎬ０.５０) ０.１７８ ０.０７３ ０.１０１ ０.１０４ ０.７５ －０.２４６ ０.１８７ －０.１９７ ０.１４９ ０.５５
(２００ꎬ０.７５) ０.２６６ ０.１６５ －０.０２８ ０.１５０ ０.５６ ０.７８５ ０.２７７ －０.２９８ ０.２１５ ０.４５
(５００ꎬ０.２５) ０.１４５ ０.０８３ ０.１８１ ０.１１２ ０.７５ ０.４５２ ０.２３０ －０.２１８ ０.１３６ ０.４２
(５００ꎬ０.５０) ０.１１５ ０.０６９ ０.０５２ ０.０９９ ０.７８ ０.２３６ ０.１５９ ０.１４６ ０.１３４ ０.６６
(５００ꎬ０.７５) －０.２１５ ０.０９６ －０.１６３ ０.１０８ ０.６０ －０.３９４ ０.２２７ ０.１８３ ０.１９１ ０.４８

　 　 由表 ２ 可知ꎬ当 ｎ＝ ２００、 τ＝ ０.５０ 时ꎬ变点个数估计的准确率 ＡＲ 为 ７５％ꎻ当 ｎ＝ ５００、 τ＝ ０.５０ 时ꎬＡＲ 达到

７８％ꎬ 估计结果较为稳健ꎻ同等样本量下ꎬτ＝０.２５ 与 τ ＝ ０.７５ 时变点个数估计的准确率均低于 τ ＝ ０.５０ꎮ 另外ꎬ
变点位置估计的 ＢＩＡＳ 和 ＳＤ 均不大ꎬ 且随着样本量的增加而减小ꎮ 综上可知ꎬ变点个数估计有效且稳健ꎮ

２) 变点位置、模型参数模拟

在两变点删失回归模型中分别对同方差及异方差情形进行模拟ꎮ
同方差情形: Ｔｉ ＝α＋βｘｉ＋γ１(ｘｉ－ｔ１) ＋＋γ２(ｘｉ－ｔ２)＋λμｉ＋ｅｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
异方差情形: Ｔｉ ＝α＋βｘｉ＋γ１(ｘｉ－ｔ１) ＋＋γ２(ｘｉ－ｔ２)＋λμｉ＋(０.５＋０.２ｘｉ)ｅｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
其他参数设置与前述相同ꎬ模拟结果如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 多变点模拟结果
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｈａｎｇｅ ｐｏｉｎｔｓ

　 (ｎꎬτ) ＣＯＥＦ
同方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ
异方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ
α ０.０６８ ０.３７３ ０.３４２ ０.９２２ ０.０８８ ０.５２３ ０.５４９ ０.８２０
β ０.０１８ ０.１１９ ０.１１８ ０.９４ －０.０２４ ０.２５２ ０.１９８ ０.８７０
γ１ －０.０３６ ０.５５８ ０.４８７ ０.８８４ ０.０５４ ０.７６６ ０.６７８ ０.８１０

(２００ꎬ０.２５) γ２ －０.０５１ ０.５６４ ０.５４７ ０.９１８ －０.０６３ ０.７８１ ０.６３９ ０.８４６
λ ０.００２ ０.０３７ ０.０３８ ０.９４２ ０.０１２ ０.０６３ ０.０７１ ０.８９０
ｔ１ －０.０５２ ０.２８８ ０.２２５ ０.８７４ ０.０８ ０.３４２ ０.３３７ ０.７９８
ｔ２ ０.０５８ ０.２４７ ０.１８３ ０.８４６ ０.０６７ ０.２９４ ０.３２５ ０.８２２
α －０.０１６ ０.３２６ ０.３３２ ０.９３４ ０.０２２ ０.４７６ ０.４６１ ０.９０２
β ０.００５ ０.１０６ ０.１１ ０.９４６ ０.００９ ０.１４７ ０.１５３ ０.９３０
γ１ ０.０３１ ０.５３３ ０.４７３ ０.９２２ ０.０５７ ０.６７９ ０.５５１ ０.９０４

(２００ꎬ０.５０) γ２ －０.００５ ０.５５４ ０.５２２ ０.９３４ －０.００８ ０.６６９ ０.６２８ ０.９２４
λ －０.００１ ０.０３５ ０.０３７ ０.９５２ ０.００４ ０.０５２ ０.０５３ ０.９４０
ｔ１ ０.０２６ ０.２５６ ０.２１７ ０.９０８ －０.０２１ ０.３９８ ０.２６１ ０.８７８
ｔ２ ０.０２ ０.２１２ ０.１７５ ０.９２２ ０.０３９ ０.２１８ ０.３０２ ０.９１６
α ０.０２５ ０.４０４ ０.３６３ ０.９３ －０.０６１ ０.５４８ ０.６５９ ０.８７０
β －０.０１２ ０.１２９ ０.１２２ ０.９３２ ０.０４１ ０.２０１ ０.１９３ ０.９０６
γ１ ０.０３７ ０.５３４ ０.５１４ ０.９１６ ０.０４ ０.６９８ ０.６６５ ０.８９０

(２００ꎬ０.７５) γ２ ０.０６６ ０.５６３ ０.５７ ０.９２４ －０.０７３ ０.６５１ ０.６９３ ０.８８０
λ ０.００２ ０.０４ ０.０４１ ０.９５ ０.００９ ０.０６６ ０.０７３ ０.９２０
ｔ１ ０.０６４ ０.２８２ ０.２４ ０.９ ０.０７３ ０.３６２ ０.４１９ ０.８６８
ｔ２ －０.０３６ ０.２０９ ０.１８６ ０.９１２ ０.０５１ ０.３４３ ０.３１４ ０.８１０
α ０.０２７ ０.２２１ ０.２０７ ０.９２８ －０.０９６ ０.３１８ ０.３９５ ０.８６２
β －０.００４ ０.０７３ ０.０７１ ０.９３６ ０.０１９ ０.１５２ ０.１５９ ０.９１０
γ１ ０.０１２ ０.３２１ ０.３０６ ０.９３ ０.０４ ０.４７８ ０.４６５ ０.８３０

(５００ꎬ０.２５) γ２ －０.０１８ ０.３３３ ０.３３５ ０.９３４ ０.０３１ ０.３９５ ０.３５４ ０.９０８
λ ０.００１ ０.０２３ ０.０２４ ０.９５２ ０.００７ ０.０７９ ０.０６６ ０.９１０
ｔ１ ０.０１２ ０.１６ ０.１３５ ０.９０６ －０.０５３ ０.２４２ ０.２３７ ０.８１６
ｔ２ ０.０１２ ０.１２５ ０.１１１ ０.９０８ ０.０２７ ０.２７４ ０.２８３ ０.８５２
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表 ３(续)

　 (ｎꎬτ) ＣＯＥＦ
同方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ
异方差

ＢＩＡＳ ＳＤ ＥＳＥ ＣＰ
α ０.０１４ ０.１８７ ０.１９５ ０.９３６ ０.０３７ ０.２２２ ０.２３６ ０.９０４
β ０.００４ ０.０６３ ０.０６７ ０.９４８ ０.０１ ０.１３３ ０.１２６ ０.９４２
γ１ ０.００５ ０.２８５ ０.２８４ ０.９３４ ０.０３６ ０.３４６ ０.３３９ ０.９１６

(５００ꎬ０.５０) γ２ －０.００３ ０.３０５ ０.３１４ ０.９３８ ０.０１５ ０.４２８ ０.３９８ ０.９１４
λ ０.００１ ０.０２２ ０.０２３ ０.９５６ －０.００３ ０.０５６ ０.０６１ ０.９５６
ｔ１ －０.００７ ０.１４２ ０.１２５ ０.９２２ －０.０１４ ０.１８１ ０.２０９ ０.９０４
ｔ２ ０.００９ ０.１０８ ０.１０２ ０.９２８ ０.０２２ ０.１３３ ０.１１６ ０.８９６
α ０.０２１ ０.２３２ ０.２１４ ０.９３４ －０.０３３ ０.３４９ ０.３５３ ０.８８６
β ０.００６ ０.０７５ ０.０７３ ０.９３８ ０.０１１ ０.１９６ ０.２０１ ０.９２２
γ１ ０.０３１ ０.３２９ ０.３１７ ０.９２６ ０.０４３ ０.３３８ ０.３９５ ０.８６０

(５００ꎬ０.７５) γ２ －０.００５ ０.３５９ ０.３４７ ０.９３２ －０.００９ ０.３８１ ０.３３３ ０.９０８
λ －０.００３ ０.０２４ ０.０２５ ０.９５ ０.０１１ ０.０５９ ０.０６６ ０.９２０
ｔ１ －０.０１８ ０.１４９ ０.１４ ０.９２８ －０.０３０ ０.２４２ ０.１３７ ０.８６０
ｔ２ ０.０１ ０.１２３ ０.１１４ ０.９１６ ０.０２７ ０.２７４ ０.２０４ ０.８６２

　 　 由表 ３ 可知ꎬ在 ｎ＝ ２００、 τ＝ ０.５０、误差为同方差时ꎬ变点位置、模型参数估计的 ＢＩＡＳ 和 ＳＤ 都很小ꎬＳＤ
与 ＥＳＥ 均很接近ꎬＣＰ 接近 ９５％ꎬ表明估计方法有效ꎻ异方差情形时 ＢＩＡＳ 较小ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 接近ꎬＣＰ 较好ꎬ但
比同方差的结果稍差ꎬ表明估计稳健ꎮ 另外ꎬ当 τ ＝ ０.２５ꎬ０.７５ 时ꎬ估计的 ＢＩＡＳ、ＳＤ 和 ＥＳＥ 比 τ ＝ ０.５０ 时的

大ꎬ同时 ＣＰ 结果略小ꎬ表明 τ ＝ ０.５０ 比其他分位数时的估计结果更好ꎮ 当样本量增大到 ５００ 时ꎬ估计的

ＢＩＡＳ、ＳＤ、ＥＳＥ 呈现减小趋势ꎬＣＰ 呈现增大趋势ꎬＳＤ 与 ＥＳＥ 接近ꎬ表明估计有效ꎮ

３　 居民健康状况实证分析

基于本文方法对我国居民健康状况进行实证分析ꎬ数据来源于 ２０１８ 年北京大学中国健康与养老追踪调

查数据(Ｃｈｉｎａ Ｈｅａｌｔｈ ａｎｄ Ｒｅｔｉｒｅｍｅｎｔ Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ Ｓｔｕｄｙꎬ ＣＨＡＲＬＳ)ꎮ 考虑到数据中包含受访户拒绝回答、不
知道如何回答及空缺值等情况ꎬ对数据进行预处理后得到 １４ ７２０ 个数据样本ꎮ 为更准确地度量居民健康状

况的影响因素及影响程度ꎬ研究中剔除了健康状况最差的个体数据ꎮ 另外ꎬ为了测度不同健康水平下居民健

康状况的影响因素动态特征ꎬ采用本文模型进行实证分析ꎮ
已有研究表明ꎬ健康状况随着年龄增加而变差ꎬ男性的健康状况略好于女性的 [１９]ꎮ 本文将自报健康状

况、５ 种残疾问题(包含躯体残疾、智力缺陷等)、１４ 种慢性病(包含高血压、糖尿病等)等多个变量按简单随

机平均加权作为客观健康状况ꎬ 设置响应变量 Ｔ 为拟合后的客观健康状况ꎬＴ 的值越小代表客观健康状况

越好ꎮ 因年龄、性别、居住环境、受教育程度以及婚姻状况对健康状况均有较大影响ꎬ故将其设置为解释变

量ꎬ 即 ｘ(２０１８ 年的年龄)、ｚ１(性别:１ 男ꎬ２ 女)、ｚ２(居住位置:１ 城镇中心ꎬ２ 城乡结合ꎬ３ 农村)、ｚ３(受教育程

度:１ 未受过教育ꎬ２ 未读完小学ꎬ３ 私塾毕业ꎬ４ 小学毕业ꎬ５ 初中毕业ꎬ６ 高中毕业ꎬ７ 中专毕业ꎬ８ 大专毕业ꎬ９
本科毕业ꎬ１０ 硕士毕业ꎬ１１ 博士毕业)、ｚ４(婚姻状况:１ 已婚与配偶居住ꎬ２ 已婚但因工作等其他原因暂时未

和配偶一起居住ꎬ３ 分居ꎬ４ 离异ꎬ５ 丧偶ꎬ６ 从未结婚)ꎮ 居民健康状况描述性统计分析结果见表 ４ꎮ
表 ４　 居民健康状况数据描述性统计

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｖｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｏｆ ｒｅｓｉｄｅｎｔ ｈｅａｌｔｈ ｓｔａｔｕｓ ｄａｔａ
健康状况数据 最小值 ０.２５ 分位数 中位数 均值 ０.７５ 分位数 最大值

客观健康状况 (Ｔ) ０.００ １.００ ２.００ ２.１３ ３.００ １７.００
２０１８ 年年龄 (ｘ) ２１.００ ５２.００ ５８.００ ５９.７４ ６６.００ ９５.００
性别 (ｚ１) １.００ １.００ ２.００ １.５２ ２.００ ２.００
居住位置 (ｚ２) １.００ ２.００ ３.００ ２.５１ ３.００ ３.００
教育程度 (ｚ３) １.００ ２.００ ４.００ ３.９２ ５.００ １１.００
婚姻状况 (ｚ４) １.００ １.００ １.００ １.５５ １.００ ６.００
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　 　 由表 ４ 可知ꎬ客观健康状况的最大值为 １７ꎬ分位数为 ０.７５ 时为 ３ꎬ故在本实证中个人健康状况较好的比

例非常大ꎬ设置 Ｃ＝ １０ꎮ 客观健康状况均值与中位数接近ꎬ年龄平均值为中年水平ꎬ女性与男性数据比例相

当ꎬ居住位置农村占比较大ꎬ教育程度平均值为小学毕业ꎬ婚姻状况已婚与配偶居住比例大ꎮ
为了研究不同客观健康状况下的影响因素与影响程度ꎬ假定存在多个变点ꎬ不妨设 Ｍ＝ ５ꎬ模型如下:

Ｔｉ ＝α＋β ｘ＋∑
Ｍ

ｉ ＝１
γｉ(ｘ－ｔｉ) ＋＋ζＴｚｉ＋ｅｉꎮ

表 ５ 给出了 τ 分别为 ０.２５、０.５、０.７５ 下的估计结果ꎬ第 ２—４ 列表示 τ ＝ ０.２５ 时的模型参数估计、标准差

及 ｐ 值ꎮ 从表 ５ 可见ꎬ除分位数为 ０.７５ 时的居住位置估计符号与其他分位数时不同之外ꎬ其他估计结果符

号相同ꎬ估计结果接近ꎮ 表 ５ 可得以下结论ꎮ
表 ５　 居民健康状况数据估计结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｒｅｓｉｄｅｎｔ ｈｅａｌｔｈ ｓｔａｔｕｓ ｄａｔａ

系数
τ＝ ０.２５

估计值 标准差 ｐ 值

τ＝ ０.５０
估计值 标准差 ｐ 值

τ＝ ０.７５
估计值 标准差 ｐ 值

α １４.０６６ ０.９０５ ０.０００ １２.８８２ ０.８２１ ０.０００ １２.８８５ ０.８７２ ０.０００
β ０.０１８ ０.０５９ ０.０３５ ０.０４９ ０.０３４ ０.０１５ ０.１００ ０.０３９ ０.００３
γ１ ０.０６８ ０.０６１ ０.０４１ ０.０２８ ０.０４１ ０.０４９ ０.００７ ０.０４２ ０.０８５
γ２ ０.０２２ ０.０７０ ０.０３９ ０.１２７ ０.１０７ ０.０２３ ０.２０５ ０.１８３ ０.０２６
ζ１ ０.１０１ ０.１５８ ０.０２１ ０.１５２ ０.１６９ ０.０３６ ０.３００ ０.２１２ ０.０１７
ζ２ ０.１２５ ０.１０８ ０.０２９ ０.０２１ ０.１０５ ０.０１７ －０.１２７ ０.１３１ ０.０３４
ζ３ －０.２５１ ０.０５３ ０.０００ －０.２８５ ０.０４９ ０.０００ －０.３７７ ０.０５６ ０.０００
ζ４ ０.０９０ ０.０７１ ０.０５３ ０.０５７ ０.０７６ ０.０４５ ０.１０５ ０.０８９ ０.０２８
ｔ１ ５１.２０１ ０.３１７ ０.０２８ ５５.２３９ ０.２９０ ０.０３７ ５６.７５２ ０.４１６ ０.０４１
ｔ２ ７４.９５３ ０.２８５ ０.０４５ ７６.９９５ ０.２５６ ０.０４１ ７８.１０１ ０.３８３ ０.０５９

　 　 １) 在保持其他变量不变的情况下ꎬ以分位数为 ０.５０ 为例ꎬ 性别与客观健康状况呈现正相关关系ꎬ即男

性健康状况好于女性ꎮ 城镇居民、高教育程度、已婚共同居住的健康状况更好ꎮ
２) 对于不同健康水平的居民来说ꎬ按照分位数为 ０.２５、０.５０、０.７５ 划分为健康水平高、中及低三类ꎮ 对

于健康水平高的群体来说ꎬ男性比女性的健康水平要减少 ０.１０１ 个单位ꎬ居住位置从农村到城镇每增加一个

单位健康水平只增加 ０.１２５ 个单位ꎬ教育程度每增加一级健康水平减少 ０.２５１ 个单位ꎬ婚姻情况增加一个单

位健康水平增加 ０.０９ 个单位ꎮ
３) 随着年龄增加ꎬ健康状况存在 ２ 个变点ꎮ 对客观健康状况高的群体ꎬ无变点时 β ＝ ０.０１８ꎬ即年龄与客

观健康状况存在弱的正相关关系ꎻ在第 １ 个变点时ꎬ年龄系数为 β＋γ１ ＝ ０.０８６ꎬ即年龄与客观健康状况的正相

关关系增强ꎻ在第 ２ 个变点时ꎬ年龄的系数变为 β＋γ１＋γ２ ＝ ０.１０８ꎬ即年龄与客观健康状况的正相关关系进一

步增强ꎮ 上述结果表明随着年龄增大ꎬ客观健康状况数值增大速度变快ꎬ健康状况越差ꎬ符合实际情况ꎮ 当

τ＝ ０.５０、０.７５时ꎬ２ 个变点前后年龄的估计逐渐增大ꎬ即随年龄增长健康状况变差ꎮ

４　 结语与展望

本文在删失分位数回归模型中基于线性化技术提出了一种解决多变点个数、位置及模型参数的估计方

法ꎬ 数值模拟结果验证了同(异)方差、不同分位数、不同样本量下该方法具备有效性和稳健性ꎬ 对居民健康

状况的实证分析表明客观健康状况与年龄存在非线性关系ꎬ在不同分位数下均存在 ２ 个变点ꎮ
本文方法可从以下方面进行拓展:一是多变点个数估计时ꎬ虽然线性化技术迭代速度快ꎬ结合贝叶斯信

息准则可有效得到变点个数估计ꎬ但目标函数在变点处不可导使得参数估计的大样本性质难以得到ꎬ可考虑

使用其他方法得到变点位置估计ꎬ推导多变点的大样本性质ꎻ二是放松对单个协变量存在的限制ꎬ研究多个

协变量存在多变点情况ꎬ即
Ｔｉ ＝αＴＸｉ＋βＴＺ ｉ＋γＴ(Ｚ ｉ－ｔ) ＋＋ｅｉꎬ

其中ꎬＺ ｉ 是有变点的协变量ꎬβ 是相应的参数向量ꎬｔ 为多个变点ꎬ利用本文方法不难将模型拓展至多协变量
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存在多变点的模型ꎬ即
(Ｚ ｉ－ｔ) ＋ ＝(Ｚ ｉ－ｔ(０)) ＋－Ｉ(Ｚ ｉ>ｔ(０))( ｔ－ｔ(０))ꎬ

此时变点位置和变点个数估计方法与算法 １—３ 类似ꎬ不再赘述ꎮ
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