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ｍａｄ(Ｇ)≤
１３
４
的图的均匀染色

吴弦禧ꎬ黄丹君
(浙江师范大学数学科学学院ꎬ 浙江 金华 ３２１００４)

摘要:图 Ｇ 的均匀 ｋ￣染色是图 Ｇ 的一个正常 ｋ￣点染色且满足任意 ２ 个色类的顶点数之差的绝对值至多为 １ꎮ 若 Ｇ 存在一个

均匀 ｋ￣染色ꎬ则称 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 图 Ｇ 的最大平均度是图 Ｇ 的所有非空子图的平均度的最大值ꎬ用 ｍａｄ(Ｇ)表示ꎮ 本文

运用权转移的方法证明 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４

的图是均匀 ｋ￣可染的ꎬ其中 ｋ≥ｍａｘ{Δ(Ｇ)ꎬ６}ꎬ且 Δ(Ｇ)是图 Ｇ 的最大度ꎮ
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ｆｅｒ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ｗｉｔｈ ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４

ｉｓ ｅｑｕｉｔａｂｌｙ ｋ￣ｃｏｌｏｒａｂｌｅ ｆｏｒ ｋ≥ｍａｘ{Δ(Ｇ)ꎬ６}ꎬ ｗｈｅｒｅ Δ(Ｇ) ｉｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｇｒｅｅ

ｏｆ Ｇ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｅｑｕｉｔａｂｌｅ ｋ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇꎻ ｍａｘｉｍｕｍ ａｖｅｒａｇｅ ｄｅｇｒｅｅꎻ ｄｉｓｃｈａｒｇｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ

１　 引言与预备知识

本文只考虑无向、有限的简单图ꎮ 对于一个给定的图 Ｇꎬ分别用 Ｖ(Ｇ)、Ｅ(Ｇ)、δ(Ｇ)和 Δ(Ｇ)(简写为

Δ)表示图 Ｇ 的点集、边集、最小度和最大度ꎮ 设 ｖ∈Ｖ(Ｇ)且 Ｓ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬ用 ｄＳ(ｖ)表示 Ｓ 中与 ｖ 相邻的顶点个

数ꎬ用 ｄ(ｖ)表示 Ｇ 中与 ｖ 相邻的顶点个数ꎬ即 ｖ 的度数ꎮ 用 ＮＧ(ｖ)表示 Ｇ 中与 ｖ 相邻的顶点组成的集合ꎬ故
｜ＮＧ(ｖ) ｜ ＝ｄ(ｖ)ꎮ 如果一个点 ｖ 满足 ｄ(ｖ)＝ ｋ(ｄ(ｖ)≥ｋ 或 ｄ(ｖ)≤ｋ)ꎬ那么称点 ｖ 为 ｋ￣点(ｋ＋ ￣点或 ｋ－ ￣点)ꎮ

令 ａｄ(Ｇ)＝
∑

ｖ∈Ｖ(Ｇ)
ｄ(ｖ)

｜ Ｖ(Ｇ) ｜
ꎬ 并称之为图 Ｇ 的平均度ꎮ 图 Ｇ 的最大平均度 ｍａｄ(Ｇ)是指 Ｇ 的所有非空子图的平

均度的最大值ꎬ即 ｍａｄ(Ｇ)＝ ｍａｘ{ａｄ(Ｈ) ｜Ｈ⊆Ｇ}ꎮ 另外ꎬ我们用 ｎｉ(Ｇ)表示图 Ｇ 中 ｉ￣点的个数ꎮ
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　 　 图 Ｇ 的一个正常 ｋ￣点染色是指一个映射 ϕ:Ｖ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ使得对任意 ２ 个相邻的点 ｘ 和 ｙ 都有

ϕ(ｘ)≠ϕ(ｙ)ꎮ 图 Ｇ 的点色数是使 Ｇ 有一个正常 ｋ￣点染色的最小正整数 ｋꎬ记作 χ(Ｇ)ꎮ 对于图 Ｇ 的一个 ｋ￣
点染色 ϕꎬ用 Ｖ ｉ(１≤ｉ≤ｋ)表示图 Ｇ 中染颜色 ｉ 的顶点组成的集合ꎬ则每个 Ｖ ｉ(１≤ｉ≤ｋ)都是一个独立集ꎮ 若

对任意 ｉꎬｊ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}都有 ｜Ｖ ｉ ｜ － ｜Ｖ ｊ ｜ ≤１ꎬ则称 ϕ 是图 Ｇ 的一个均匀 ｋ￣染色ꎬ或称图 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染

的ꎮ 图 Ｇ 的均匀色数是使 Ｇ 有一个均匀 ｋ￣染色的最小正整数 ｋꎬ记作 χｅ(Ｇ)ꎮ 显然ꎬ χｅ(Ｇ)≥χ(Ｇ)ꎬ且不等

式可以严格成立ꎮ
均匀染色的概念是由 Ｍｅｙｅｒ[１]提出的ꎬ同时ꎬ他还提出了以下猜想ꎮ
猜想 １[１] 　 若 Ｇ 是一个连通图ꎬ且 Ｇ 既不是奇圈也不是完全图ꎬ则 χｅ(Ｇ)≤Δꎮ
Ｅｒｄöｓ[２]提出如下猜想:对任意的 ｋ≥Δꎬ任意一个最大度为 Δ 的图都是均匀(ｋ＋１) ￣可染的ꎮ 该猜想被

Ｈａｊｎａｌ 等[３]所证实ꎮ Ｋｉｅｒｓｔｅａｄ 等[４]应用算法分析对上述猜想给出了一个简短的证明ꎮ
Ｃｈｅｎ 等[５]进一步提出了以下猜想ꎮ
猜想 ２[５] 　 若 Ｇ 是一个连通图ꎬ且 Ｇ 既不是 Ｋｍ 和 Ｃ２ｍ＋１ꎬ也不是 Ｋ２ｍ＋１ꎬ２ｍ＋１(ｍ≥１)ꎬ则 Ｇ 是均匀 Δ￣可

染的ꎮ
同时ꎬＣｈｅｎ 等[５] 还证明了猜想 ２ 对 Δ≤３ 的图成立ꎮ Ｋｉｅｒｓｔｅａｄ 等[６] 将此结果改进到了 Δ≤４ꎮ Ｃｈｅｎ

等[７]和 Ｌｉｈ 等[８] 分别证明了猜想 ２ 对树及二部图成立ꎮ Ｗａｎｇ 等[９] 证明了猜想 ２ 对线图成立ꎮ
Ｋｏｓｔｏｃｈｋａ[１０￣１１]证明了猜想 ２ 对外平面图成立和对 Δ≥１４ｄ＋１ 的 ｄ￣退化图成立ꎮ １９９８ 年ꎬＺｈａｎｇ 等[１２]证明了

猜想 ２ 对 Δ≥１３ 的平面图成立ꎮ Ｎａｋｐｒａｓｉｔ[１３]将文献[１２]的结果改进到了 Δ≥９ꎮ Ｋｏｓｔｏｃｈｋａ 等[１４] 进一步证

明了猜想 ２ 对 Δ≥８ 的平面图成立ꎮ Ｚｈａｎｇ[１５]首次考虑了 １￣平面图的均匀染色ꎬ证明了猜想 ２ 对 Δ≥１７ 的 １￣
平面图成立ꎮ Ｚｈａｎｇ 等[１６]将文献[１５]的结果改进到了 Δ≥１５ꎮ 最近ꎬＣｒａｎｓｔｏｎ 等[１７]进一步证明了猜想 ２ 对

Δ≥１３ 的 １￣平面图成立ꎮ 此外ꎬ还有一些学者考虑了最大平均度限制条件下的图的均匀染色ꎮ Ｄｏｎｇ 等[１８]

证明了 ｍａｄ(Ｇ)≤３ 的图是均匀 ｋ￣可染的ꎬ其中 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ５}ꎮ Ｄｏｎｇ 等[１９] 证明了 ｍａｄ(Ｇ) <３ 的图是均匀

ｋ￣可染的ꎬ其中 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ４}ꎬ同时ꎬ他们还证明了 ｍａｄ(Ｇ)<１２
５
的图是均匀 ｋ￣可染的ꎬ其中 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ３}ꎮ

本文考虑具有较小最大平均度的图的均匀染色ꎬ运用权转移方法证明了 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
的图是均匀 ｋ￣可

染的ꎬ其中 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ６}ꎮ

２　 结构引理

引理 １[２０] 　 令 Ｓ＝{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｋ}⊆Ｖ(Ｇ)ꎬ其中 ｖ１、ｖ２、􀆺、ｖｋ 是图 Ｇ 中 ｋ 个不同的点ꎮ 若 Ｇ－Ｓ 是均匀 ｋ￣
可染的ꎬ且对任意 １≤ｉ≤ｋꎬ都有 ｜ＮＧ(ｖｉ)－Ｓ ｜≤ｋ－ｉꎬ则 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ

引理 ２[３￣４] 　 当 ｋ≥Δ＋１ 时ꎬ任意一个最大度为 Δ 的图都是均匀 ｋ￣可染的ꎮ

引理 ３　 若图 Ｇ 满足 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
ꎬ则 Ｇ 是 ３￣退化的ꎮ

证明　 设 Ｇ′是 Ｇ 的任一子图ꎬ因为 δ(Ｇ′)≤
∑

ｖ∈Ｖ(Ｇ′)
ｄ(ｖ)

｜ Ｖ(Ｇ′) ｜
＝ ａｄ(Ｇ′)≤ｍａｄ(Ｇ)≤１３

４
ꎬ所以 δ(Ｇ′)≤３ꎬ故 Ｇ

是 ３￣退化图ꎮ
引理 ４　 令 Ｖ１ 是 Ｇ 中 １￣点组成的集合ꎬＶ２ 是 ２＋ ￣点组成的集合ꎬ对∀ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ定义初始权 ｗ( ｖ) ＝

ｄ(ｖ)－１３
４
ꎮ 经过一系列权转移规则后ꎬ设点 ｖ 的新权为ｗ′(ｖ)ꎮ 若满足 ∑

ｖ∈Ｖ(Ｇ)
ｗ(ｖ)＝ ∑

ｖ∈Ｖ(Ｇ)
ｗ′(ｖ)ꎬ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ) ≥

∑
ｖ∈Ｖ１

(ｗ(ｖ)＋ ｄＶ２
(ｖ)) 且∑

ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ) > ０ꎬ 则 ｍａｄ(Ｇ)>１３
４
ꎮ

证明　 由 Ｖ１、Ｖ２ 的定义可见 Ｖ１∪Ｖ２ ＝Ｖ(Ｇ)且 ∑
ｖ∈Ｖ１

ｄＶ２
(ｖ) ＝｜ Ｅ(Ｖ１ꎬＶ２) ｜ ＝∑

ｖ∈Ｖ２

ｄＶ１
(ｖ)ꎬ其中 Ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)＝

{ｅ ｜ ｅ＝ ｘｙ∈Ｅ(Ｇ)且 ｘ∈Ｖ１ꎬ ｙ∈Ｖ２}ꎬ因此ꎬ
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∑
ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ∑

ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

ｖ∈Ｖ１

(ｗ(ｖ)＋ｄＶ２
(ｖ))－ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)

＝ ∑
ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｜Ｅ(Ｖ１ꎬＶ２) ｜ ＋ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ(ｖ)－ ∑
ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)

＝ ∑
ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
＋ｄＶ１

(ｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ(ｖ)－ ∑
ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)

＝ ∑
ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ(ｖ)－ ∑
ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)

＝ ∑
ｖ∈Ｖ

ｗ(ｖ)－ ∑
ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)

＝ ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎬ

从而ꎬ

０< ∑
ｖ∈Ｖ２

ｄＶ２
(ｖ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｜Ｖ２ ｜􀅰 ａｄ(Ｇ[Ｖ２])－

１３
４

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

则 ａｄ(Ｇ[Ｖ２])>
１３
４
ꎬ故 ｍａｄ(Ｇ)≥ａｄ(Ｇ[Ｖ２])>

１３
４
ꎮ

引理 ５　 设连通图 Ｇ 满足 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
ꎬ ｜Ｖ(Ｇ) ｜≥７ꎬ Δ≥６ꎬ则 Ｇ 至少包含图 １ 中的子图形 Ｈ１、Ｈ２、􀆺、

Ｈ３０之一ꎮ
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图 １　 引理 ５ 中的子图形 Ｈ１、Ｈ２、􀆺、Ｈ３０

Ｆｉｇ.１　 Ｓｕｂｇｒａｐｈ Ｈ１ꎬ Ｈ２ꎬ 􀆺ꎬ Ｈ３０ ｉｎ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ５

　 　 注　 子图形不同于子图ꎬ而是指图 Ｇ 至少包含如上 Ｈ１—Ｈ３０中的结构之一ꎮ 图 １ 的每个子图形都满足:
(１) 实心点的度数如图所示ꎻ (２) 空心点的度数除特别说明外可属于区间[ｄꎬΔ]中的任何整数ꎬ其中 ｄ 为空

心点的度数ꎻ (３) 标号为 ｘｋ、ｘｋ－１、ｘｋ－２的点不会相互重合ꎮ

证明　 采用反证法ꎬ假设引理 ５ 不成立ꎮ 令 Ｇ 是一个反例图ꎬ即 Ｇ 是 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
ꎬ ｜Ｖ(Ｇ) ｜≥７ꎬ Δ≥６

的连通图ꎬ但它不含子图形 Ｈ１、Ｈ２、􀆺、Ｈ３０中的任何一个ꎮ
运用权转移方法来推出矛盾ꎮ 首先ꎬ在 Ｖ(Ｇ)上定义一个初始权函数 ｗ:对 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ令 ｗ(ｖ)＝ ｄ(ｖ) －

１３
４
ꎮ 故

∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｄ(ｖ)－１３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｜Ｖ(Ｇ) ｜􀅰 ｍａｄ(Ｇ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤｜Ｖ(Ｇ) ｜􀅰 ｍａｄ(Ｇ)－１３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０ꎮ

由引理 ３ 可知ꎬδ(Ｇ)≤３ꎮ 根据 δ(Ｇ)的值ꎬ可将证明分为以下几种情况ꎮ
情况 １　 δ(Ｇ)＝ ３ꎮ
定义如下的权转移规则:

Ｒ１　 每个 ４￣点给相邻的 ３￣点转
１
８
ꎻ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３￣点转

１
４
ꎮ

利用断言 １.１ 证明 ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)>０ꎮ

断言 １.１　 设 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ则:
(１) 若 ｄ(ｖ)＝ ３ꎬ则 ｗ′(ｖ)≥０ꎮ

(２) 若 ｄ(ｖ)＝ ４ꎬ则 ｗ′(ｖ)≥ １
４
ꎮ

(３) 若 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ꎬ则 ｗ′(ｖ)≥ ３
４
ｋ－１３

４
ꎮ

证明　 假设 ｄ(ｖ)＝ ３ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ － １
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１ 知ꎬｖ 至少与 １ 个 ５＋ ￣点邻ꎬ或者 ｖ 至少与 ２ 个 ４￣点

邻ꎬ因此ꎬ由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥－ １
４
＋ｍｉｎ １

４
ꎬ ２× １

８{ } ＝ ０ꎮ

假设 ｄ(ｖ)＝ ４ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ ３
４
ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
－４× １

８
＝ １

４
ꎮ
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假设 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ ｋ－１３
４
ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥ｋ－１３

４
－ １
４
ｋ＝ ３

４
ｋ－１３

４
ꎮ

由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎬ故由断言 １.１ 知ꎬ０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)>０ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ反例不存在ꎬ即引

理 ５ 成立ꎮ
情况 ２　 δ(Ｇ)＝ ２ 且 ｎ２(Ｇ)＝ １ꎮ
与情况 １ 定义相同的权转移规则ꎮ

设 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ若 ｄ( ｖ) ＝ ２ꎬ则 ｗ′( ｖ) ＝ ｗ( ｖ) ＝ － ５
４
ꎮ 若 ｄ( ｖ) ＝ ｋ≥３ꎬ则由断言 １.１ 可知:当 ｋ ＝ ３ 时ꎬ

ｗ′(ｖ)≥０ꎻ当 ｋ＝ ４ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ １
４
ꎻ当 ｋ≥５ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
ｋ－１３

４
ꎬ故

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ５
４
＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋２ｎ７(Ｇ)＋􀆺ꎬ (１)

因此 ｎ７＋(Ｇ) ＝ ０ꎮ 由 Δ≥６ 知ꎬｎ６(Ｇ) ＝ １ꎬ故由式(１)知ꎻｎ５(Ｇ) ＝ ｎ４(Ｇ) ＝ ０ꎮ 又因为 ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ ≥７ꎬ所以

ｎ３(Ｇ)＝ ｜Ｖ(Ｇ) ｜ －２≥５ꎬ因此 Ｇ 中的 ２￣点 ｕ 必与 ３￣点 ｖ 邻ꎮ 若边 ｕｖ 含在 ３￣圈中ꎬ则 Ｇ 含子图形 Ｈ２ꎬ矛盾ꎮ
若边 ｕｖ 不在 ３￣圈中ꎬ则 Ｇ 含子图形 Ｈ３ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ反例不存在ꎬ即引理 ５ 成立ꎮ

情况 ３　 δ(Ｇ)＝ ２ 且 ｎ２(Ｇ)＝ ２ꎮ
定义如下的权转移规则:

Ｒ１　 每个 ４￣点给相邻的 ３－ ￣点转
１
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３－ ￣点转

１
４
ꎮ

设 ｕ１、ｕ２ 为图 Ｇ 的 ２ 个 ２￣点ꎬ则 ｗ(ｕ１)＝ ｗ(ｕ２)＝ － ５
４
ꎮ 与断言 １.１ 类似可证:当 ｄ(ｖ)＝ ３ 时ꎬｗ′(ｖ)≥０ꎻ

当 ｄ(ｖ)＝ ４时ꎬｗ′(ｖ)≥ １
４
ꎻ当 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
ｋ－１３

４
ꎮ

情况 ３.１　 ｕ１ｕ２∈Ｅ(Ｇ)且边 ｕ１ｕ２ 在 ３￣圈 ｕ１ｕ２ｗ 中ꎮ

由 Ｇ 不含 Ｈ４ 知ꎬｄ(ｗ)≥５ꎬ由 Ｒ１ 知ꎬｗ′(ｕｉ)＝ － ５
４
＋ １
４

＝ －１ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ５ 知ꎬｗ 除 ｕ１ 和 ｕ２ 外的

其余邻点均为 ５＋ ￣点ꎬ故 ｎ５＋(Ｇ)≥ｄ(ｗ)－１≥４ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－１＋(－１)＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－２＋ １
２
×３＋ ５

４
×１＝ ３

４
>０ꎮ

情况 ３.２　 ｕ１ｕ２∈Ｅ(Ｇ)但边 ｕ１ｕ２ 不在 ３￣圈中ꎮ
令 ｖｉ 是 ｕｉ 的不同于 ｕ３－ｉ的邻点ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ６ 知ꎬｍａｘ{ｄ(ｖ１)ꎬｄ(ｖ２)}≥５ꎮ 不妨设 ｄ(ｖ１)≥５ꎮ

由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｕ１)＝ － ５
４
＋ １
４

＝ －１ꎬ ｗ′(ｕ２)≥－ ５
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ５ 知ꎬｖ１ 除 ｕ１ 外的其余邻点均为 ５＋ ￣点ꎬ故

ｎ５＋(Ｇ)≥ｄ(ｖ１)≥５ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－１＋ － ５
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥ － ９
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
×４＋ ５

４
＝ １>０ꎮ

情况 ３.３　 ｕ１ｕ２∉Ｅ(Ｇ)且 ＮＧ(ｕ１)∩ＮＧ(ｕ２)＝ {ｕ}ꎮ

由 Ｇ 不含 Ｈ４ 知ꎬｄ(ｕ)≥５ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｕｉ)≥－ ５
４
＋ １
４

＝ －１ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ７ 知ꎬｕ 除 ｕ１ 和 ｕ２

外的其余邻点均为 ４＋ ￣点ꎮ 故 ｎ４＋(Ｇ)≥ｄ(ｕ)－１ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－１＋(－１)＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺 (２)
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当 ｄ(ｕ)≥６ 时ꎬ有 ｎ４＋(Ｇ)≥５ꎮ 由(２)知ꎬ０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－２＋ １
４
×４＋ ５

４
＝ １

４
>０ꎬ矛盾ꎮ 当 ｄ(ｕ)＝ ５ 时ꎬ

有 ｎ４＋(Ｇ)≥４ꎮ 由(２)知ꎬ０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－２＋ １
４
×２＋ １

２
＋ ５
４

＝ １
４
>０ꎬ矛盾ꎮ

情况 ３.４　 ｕ１ｕ２∉Ｅ(Ｇ)且 ＮＧ(ｕ１)∩ＮＧ(ｕ２)＝ ⌀ꎮ
假设 ｕ１ 和 ｕ２ 至少有一个点与 ３￣点邻ꎬ不妨设 ｕ１ 与 ３￣点邻ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ８ 知ꎬｕ１ 的另一个邻点是 ５＋ ￣点ꎮ

由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｕ１)＝ － ５
４
＋ １
４

＝ －１ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ９ 知ꎬｕ２ 的 ２ 个邻点均为 ５＋ ￣点ꎬ故 ｎ５＋(Ｇ)≥３ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬ

ｗ′(ｕ２)＝ － ５
４
＋２× １

４
＝ － ３

４
ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－１＋ － ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－ ７
４
＋ １
２
×２＋ ５

４
＝ １

２
>０ꎮ

假设 ｕｉ 的邻点均为 ４＋ ￣点ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥４ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１０知ꎬｕ１ 和 ｕ２ 至多同时邻 ２ 个 ４￣点ꎬ则

ｎ５＋(Ｇ)≥２ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｕ１)＋ｗ′(ｕ２)≥ － ５
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×２＋２× １

４
＋２× １

８
＝ － ７

４
ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有

下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ７
４
＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－ ７
４
＋ １
４
×２＋ １

２
＋ ５
４

＝ １
２
>０ꎮ

综上所得ꎬ反例不存在ꎬ即引理 ５ 成立ꎮ
情况 ４　 δ(Ｇ)＝ ２ 且 ｎ２(Ｇ)≥３ꎮ
定义如下的权转移规则:

Ｒ１　 每个 ４￣点给相邻的 ２￣点转
５
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ２￣点转

５
４
ꎮ

Ｒ２　 每个 ４￣点给相邻的 ３￣点转
１
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３￣点转

１
４
ꎮ

由 Ｇ 不含子图形 Ｈ１１知ꎬ断言 ４.１ 成立ꎮ
断言 ４.１　 ２￣点不与 ２￣点邻ꎮ
断言 ４.２　 ４＋ ￣点 ｖ 至多与 １ 个 ２￣点邻ꎮ
证明　 对于 ４＋ ￣点 ｖꎬ若 ｖ 邻 ２ 个 ２￣点ꎬ而 ｎ２(Ｇ)≥３ꎬ则 Ｇ 含子图形 Ｈ１２ꎬ与假设矛盾ꎮ
断言 ４.３　 ∀ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ有 ｗ′(ｖ)≥０ꎮ

证明　 假设 ｄ( ｖ) ＝ ２ꎬ则 ｗ( ｖ) ＝ － ５
４
ꎮ 由断言 ４.１ 知ꎬｖ 不与 ２￣点邻ꎮ 若 ｖ 与 ５＋ ￣点邻ꎬ则由 Ｒ１ 知ꎬ

ｗ′(ｖ)≥－ ５
４
＋ ５
４

＝ ０ꎮ 下设 ｖ 不与 ５＋ ￣点邻ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ８ 知ꎬｖ 的 ２ 个邻点皆为 ４￣点ꎮ 由 Ｒ１ 知ꎬｗ′(ｖ)＝ － ５
４
＋

２× ５
８

＝ ０ꎮ

假设 ｄ(ｖ)＝ ３ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ － １
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１ 知ꎬｖ 至少与 １ 个 ５＋ ￣点邻ꎬ或者 ｖ 至少与 ２ 个 ４￣点邻ꎬ因此ꎬ

由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥－ １
４
＋ｍｉｎ １

４
ꎬ ２× １

８{ } ＝ ０ꎮ 设 ｄ(ｖ)≥４ꎬ由断言 ４.２ 知ꎬｖ 至多与 １ 个 ２￣点邻ꎮ 若 ｖ 不与

２￣点邻ꎬ则类似断言 １.１ 的证明可得:当 ｄ(ｖ)＝ ４ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ １
４
ꎻ当 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
ｋ－１３

４
>０ꎮ
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下面考虑 ｖ 邻 １ 个 ２￣点的情况ꎮ

假设 ｄ(ｖ)＝ ４ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ ３
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１３知ꎬｖ 至多与 １ 个 ３￣点邻ꎮ 由 Ｒ１ 和 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
－

５
８
－ １
８

＝ ０ꎮ

假设 ｄ(ｖ)＝ ５ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ ７
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１４知ꎬｖ 至多与 ２ 个 ３￣点邻ꎮ 由 Ｒ１ 和 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥ ７

４
－

５
４
－２× １

４
＝ ０ꎮ

假设 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥６ꎬ则 ｗ(ｖ)＝ ｋ－１３
４
ꎮ 由 Ｒ１ 和 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ)≥ｋ－１３

４
－ ５
４
－ １
４
(ｋ－１)＝ ３

４
ｋ－１７

４
≥ ３

４
×６－

１７
４

＝ １
４
ꎮ

由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎬ因此ꎬ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)>０ꎬ从而 ０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)>０ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ反例不

存在ꎬ即引理 ５ 成立ꎮ
情况 ５　 δ(Ｇ)＝ １ꎬ ｎ１(Ｇ)＝ １ 且 ０≤ｎ２(Ｇ)≤１ꎮ

设 ｖ０ 为图 Ｇ 的 １￣点ꎬ则 ｗ(ｖ０)＝ － ９
４
ꎬ称与 ｖ０ 相邻的 ３＋ ￣点为主点ꎮ 定义如下的权转移规则:

Ｒ１　 每个 ４￣点给相邻的 ３￣点转
１
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３￣点转

１
４
ꎮ

记经过 Ｒ１ 后主点 ｗ 的权为 β(ｗ)ꎮ
Ｒ２　 主点 ｗ 将多余的权 β(ｗ)转给 ｖ０ꎮ
情况 ５.１　 ｎ２(Ｇ)＝ ０ꎬ则 ｖ０ 的邻点 ｕ 为主点ꎮ 设 ｖ∈Ｖ(Ｇ) －{ｖ０ꎬｕ}ꎬ由断言 １.１ 可知:当 ｄ(ｖ)＝ ３ 时ꎬ

ｗ′(ｖ)≥０ꎻ当 ｄ(ｖ)＝ ４ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ １
４
ꎻ当 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ 时ꎬｗ′(ｖ)≥ ３

４
ｋ－１３

４
ꎮ

假设 ｄ(ｕ)＝ ３ꎬ则 ｗ(ｕ)＝ － １
４
ꎮ 令 ｕ１ 和 ｕ２ 是 ｕ 的不同于 ｖ０ 的邻点ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ１５知ꎬｄ(ｕｉ)≥５ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎮ

由 Ｒ１ 可得ꎬβ(ｕ)＝ － １
４
＋２× １

４
＝ １

４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)＝ － ９

４
＋ １
４

＝ －２ 且 ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 由 Ｇ 不含

Ｈ１６知ꎬｕｉ 除 ｕ 外的其余邻点皆为 ４＋ ￣点ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎮ 故 ｎ４＋(Ｇ)≥５ꎮ 由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－２＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－２＋ １
４
×４＋ ５

４
＝ １

４
>０ꎮ

假设 ｄ(ｕ)＝ ４ꎬ则 ｗ(ｕ)＝ ３
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１７知ꎬｕ 除 ｖ０ 外的其余邻点皆为 ４＋ ￣点ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥４ꎮ 此时ꎬ

β(ｕ)＝ ｗ(ｕ)＝ ３
４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)＝ － ９

４
＋ ３
４

＝－ ３
２
且 ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 又由 Δ≥６ 可知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ

于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ３
２
＋ １
４
(ｎ４(Ｇ)－１)＋ １

２
ｎ５(Ｇ)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－ ３
２
＋ １
４
×２＋ ５

４
＝ １

４
>０ꎮ

假设 ｄ(ｕ)＝ ５ꎬ则 ｗ(ｕ)＝ ７
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１８可知ꎬｕ 至少与 ３ 个 ４＋ ￣点邻ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥４ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬ
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β(ｕ)≥ｗ(ｕ)－ １
４

＝ ７
４
－ １
４

＝ ３
２
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)≥－ ９

４
＋ ３
２

＝ － ３
４
且 ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 又由 Δ≥６ 可

知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ３
４
＋ １
４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
(ｎ５(Ｇ)－１)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－ ３
４
＋ １
４
×２＋ ５

４
＝ １>０ꎮ

假设 ｄ(ｕ)≥６ꎬ则 ｗ(ｕ)＝ ｄ(ｕ)－１３
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１８知ꎬｕ 至多与 １ 个 ３￣点邻ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥ｄ(ｕ) －１ꎮ 由

Ｒ１ 可得ꎬβ(ｕ)≥ｗ(ｕ)－ １
４

＝ ｄ( ｕ) －１４
４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′( ｖ０) ＝ － ９

４
＋β( ｕ)≥－ ９

４
＋ｄ( ｕ) －１４

４
＝ ｄ( ｕ) －２３

４
且

ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥ｄ(ｕ)－２３
４
≥６－２３

４
＝ １

４
>０ꎮ

情况 ５.２　 ｎ２(Ｇ)＝ １ꎮ

记 ｖ１ 为 Ｇ 中的 ２￣点ꎬ则 ｗ(ｖ１)＝ － ５
４
ꎬ则 ｖ０ 的邻点 ｕ 为 ２￣点或主点ꎮ 设 ｘ∈Ｖ(Ｇ) －{ｖ０ꎬｕꎬｖ１}ꎬ由断言

１.１可知:当 ｄ(ｘ)＝ ３ 时ꎬｗ′(ｘ)≥０ꎻ当 ｄ(ｘ)＝ ４ 时ꎬｗ′(ｘ)≥ １
４
ꎻ当 ｄ(ｘ)＝ ｋ≥５ 时ꎬｗ′(ｘ)≥ ３

４
ｋ－１３

４
ꎮ

假设 ｄ(ｕ)＝ ２ꎬ则 ｗ(ｕ)＝ － ５
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ１９知ꎬｎ３(Ｇ)＝ ０ꎬ则 ｎ４＋(Ｇ)＝ ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ －２≥５ꎬ故∀ｖ∈Ｖ(Ｇ)－

{ｖ０ꎬｕ}ꎬ ｗ′(ｖ)＝ ｗ(ｖ)＝ ｄ(ｖ)－１３
４
ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ９
４
＋ － ５

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３

４
ｎ４(Ｇ)＋ ７

４
ｎ５(Ｇ)＋１１

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－１４
４
＋ ３
４
×４＋１１

４
＝ ９

４
>０ꎮ

假设 ｄ(ｕ)≥３ꎬ则 ｕ 为主点ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ２０知ꎬｄ(ｕ)≥４ꎮ

当 ｄ(ｕ)＝ ４ 时ꎬ有 ｗ(ｕ)＝ ３
４
ꎮ 记 ｕ１、ｕ２、ｕ３ 为 ｕ 除 ｖ０ 外的其余邻点ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ２１知ꎬｄ(ｕｉ)≥５ꎬ ｉ∈{１ꎬ

２ꎬ３}ꎬ故 ｎ５＋(Ｇ)≥３ꎬ因此ꎬβ(ｕ)＝ ｗ(ｕ)＝ ３
４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)＝ － ９

４
＋ ３
４

＝ － ３
２
且ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ

由 Ｇ 不含 Ｈ２２知ꎬｕｉ 的邻点均为 ４＋ ￣点ꎬ故 ｗ′(ｕｉ)＝ ｗ(ｕｉ)＝ ｄ(ｕｉ)－
１３
４
≥５－１３

４
＝ ７

４
ꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ３}ꎮ 于是有下述

矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ ３
２
＋ － ５

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ７

４
×３＝ ５

２
>０ꎮ

当 ｄ(ｕ)＝ ５ 时ꎬ有 ｗ( ｕ) ＝ ７
４
ꎮ 记 ｕ１、ｕ２、ｕ３、ｕ４ 为 ｕ 除 ｖ０ 外的其余邻点ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ２３ 和 Ｈ２４ 知ꎬ

ｄ(ｕｉ)≥４ꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ４}ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥５ꎬ因此ꎬβ(ｕ)＝ ｗ(ｕ)＝ ７
４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)＝ － ９

４
＋

７
４

＝ － １
２
且 ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥－ １
２
＋ － ５

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４
ｎ４(Ｇ)＋ １

２
(ｎ５(Ｇ)－１)＋ ５

４
ｎ６(Ｇ)＋􀆺

≥－ ７
４
＋ １
４
×３＋ ５

４
＝ １

４
>０ꎮ



　 第 ２ 期 吴弦禧ꎬ等: ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
的图的均匀染色 ４９　　　 　

当 ｄ(ｕ)＝ ｋ≥６ 时ꎬ有 ｗ(ｕ)＝ ｋ－１３
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ２４知ꎬｕ 不与 ３￣点邻ꎬ故 ｎ４＋(Ｇ)≥ｋ－１ꎬ因此ꎬ β(ｕ)＝

ｗ(ｕ)＝ ｋ－１３
４
ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′(ｖ０)＝ － ９

４
＋β(ｕ)＝ － ９

４
＋ｋ－１３

４
＝ ｋ－２２

４
且 ｗ′(ｕ)＝ ０ꎮ 于是有下述矛盾:

０≥ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ(ｖ)＝ ∑
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｗ′(ｖ)≥ｋ－２２
４
＋ － ５

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４
(ｋ－２)

≥６－２２
４
＋ － ５

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

４
×４＝ １

４
>０ꎮ

综上所得ꎬ反例不存在ꎬ即引理 ５ 成立ꎮ
情况 ６　 δ(Ｇ)＝ １ꎬ ｎ１(Ｇ)＝ １ 且 ｎ２(Ｇ)≥２ꎮ
定义如下的权转移规则:
Ｒ１　 每个 ５＋ ￣点给相邻的 １￣点转 １ꎮ

Ｒ２　 每个 ５＋ ￣点给相邻的 ２￣点转
５
８
ꎮ

Ｒ３　 每个 ４￣点给相邻的 ３￣点转
１
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３￣点转

１
４
ꎮ

令 Ｖ１ ＝{ｖ０}且 Ｖ２ ＝Ｖ(Ｇ)－Ｖ１ꎬ其中 ｖ０ 是 Ｇ 的 １￣点ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ１９和 Ｈ２５可知ꎬｖ０ 的邻点是 ５＋ ￣点ꎮ 由 Ｒ１

可得ꎬｗ′(ｖ０) ＝ ｗ( ｖ０) ＋１ ＝ ｗ( ｖ０) ＋ｄＶ２
( ｖ０)ꎮ 我们将在断言 ６.１ 中证明 ∑

ｖ∈Ｖ２

ｗ′( ｖ) >０ꎬ从而由引理 ４ 知ꎬ

ｍａｄ(Ｇ)>１３
４
ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ引理 ５ 成立ꎮ

断言 ６.１　 ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎮ

证明　 假设 ｄ( ｖ) ＝ ２ꎬ则 ｗ( ｖ) ＝ － ５
４
ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ２６知ꎬｖ 不与 ４－ ￣点邻ꎮ 由 Ｒ２ 可得ꎬｗ′( ｖ) ＝ － ５

４
＋

２× ５
８

＝ ０ꎮ

当 ｄ(ｖ)＝ ３ 或 ｄ(ｖ)＝ ４ 时ꎬ与断言 １.１ 类似可证 ｗ′(ｖ)≥０ꎮ 假设 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ１２及 Ｈ２４知ꎬｖ

至多与 １ 个 ２－ ￣点邻ꎮ 当 ｖ 不与 ２－ ￣点邻时ꎬ与断言 １.１ 类似可证 ｗ′(ｖ)≥ ３
４
ｋ－１３

４
>０ꎮ 下设 ｖ 与 １ 个 ２－ ￣点邻ꎬ

若 ｖ 与 １￣点邻ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ２４知ꎬｖ 的其他邻点均为 ４＋ ￣点ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)＝ ｋ－１３
４
－１ ＝ ｋ－１７

４
≥５－１７

４
＝ ３

４
ꎮ

若 ｖ 与 １ 个 ２￣点邻ꎬ则由 Ｒ２ 和 Ｒ３ 可得ꎬ有 ｗ′(ｖ)≥ｋ－１３
４
－ ５
８
－ １
４
(ｋ－１)＝ ３

４
ｋ－２９

８
≥ ３

４
×５－２９

８
＝ １

８
ꎮ

又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎬ因此ꎬ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎮ

情况 ７　 δ(Ｇ)＝ １ 且 ｎ１(Ｇ)≥２ꎮ
由 Ｇ 不含 Ｈ２７知ꎬｎ１(Ｇ)＝ ２ 且 ｎ２(Ｇ)＝ ０ꎮ 定义如下的权转移规则:
Ｒ１　 每个 ５＋ ￣点给相邻的 １￣点转 １ꎮ

Ｒ２　 每个 ４￣点给相邻的 ３￣点转
１
８
ꎬ每个 ５＋ ￣点给相邻的 ３￣点转

１
４
ꎮ

令 Ｖ１ 是 １￣点组成的集合ꎬＶ２ ＝Ｖ(Ｇ)－Ｖ１ 是 ３＋ ￣点组成的集合ꎮ 令 ｖ∈Ｖ１ꎬ由 Ｇ 连通且 Ｇ 不含 Ｈ２８知ꎬｖ 的

邻点都是 ５＋ ￣点ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)＝ ｗ(ｖ)＋１＝ｗ(ｖ)＋ｄＶ２
(ｖ)ꎬ因此ꎬ ∑

ｖ∈Ｖ１

ｗ′(ｖ)≥ ∑
ｖ∈Ｖ１

(ｗ(ｖ) ＋ｄＶ２
(ｖ))ꎮ 此

外ꎬ本文将在断言 ７.１ 中证明 ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎬ从而由引理 ４ 知ꎬｍａｄ(Ｇ)>１３
４
ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ引理 ５ 成立ꎮ

断言 ７.１　 ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎮ
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证明　 当 ｄ(ｖ)＝ ３ 或 ｄ(ｖ)＝ ４ 时ꎬ与断言 １.１ 类似可证 ｗ′(ｖ)≥０ꎮ 假设 ｄ(ｖ)＝ ｋ≥５ꎬ当 ｖ 不与 １￣点邻

时ꎬ类似断言 １.１ 可证 ｗ′(ｖ)≥ ３
４
ｋ－１３

４
>０ꎮ 下设 ｖ 与 １￣点邻ꎬ若 ｖ 与 １ 个 １￣点邻ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ２４知ꎬｖ 的其他

邻点均为 ４＋ ￣点ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ) ＝ ｋ－１３
４

－１ ＝ ｋ－１７
４
≥５－１７

４
＝ ３

４
ꎮ 若 ｖ 与 ２ 个 １￣点邻ꎬ由 Ｇ 不含 Ｈ２９知ꎬ

ｄ(ｖ)≠５ꎬ则 ｄ(ｖ)≥６ꎮ 由 Ｇ 不含 Ｈ３０知ꎬｖ 不与 ３￣点邻ꎮ 由 Ｒ１ 可得ꎬｗ′(ｖ)＝ ｋ－１３
４
－２×１ ＝ ｋ－２１

４
≥６－２１

４
＝ ３

４
ꎮ

又由 Δ≥６ 知ꎬｎ６＋(Ｇ)≥１ꎬ因此ꎬ∑
ｖ∈Ｖ２

ｗ′(ｖ)>０ꎮ

３　 主要定理的证明

定理 １　 若图 Ｇ 满足 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
ꎬ则当 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ６}时ꎬ图 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ

证明　 采用反证法ꎬ假设 Ｇ 是点数最少的反例图ꎮ 若 Ｇ 的每个连通分支至多 ６ 个点ꎬ则 Δ≤５ꎮ 对任意

ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ６} ＝ ６≥Δ＋１ꎬ由引理 ２ 知ꎬ图 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 若 Ｇ 有一个连通分支至少 ７ 个点ꎬ当 Δ≤５ 时ꎬ
同上讨论可得图 Ｇ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 考虑 Δ≥６ꎮ 由引理 ５ 知ꎬ图 Ｇ 至少包含 Ｈ１、Ｈ２、􀆺、Ｈ３０中的一个子图

形ꎮ 下面寻找有 ｋ 个顶点的子集 Ｓꎮ 首先ꎬ按如下方式定义 Ｓ′ꎮ
若 Ｇ 包含子图形 Ｈｉꎬ ｉ∈{１０ꎬ１４}ꎬ令 Ｓ′＝{ｘｋꎬｘｋ－１ꎬｘｋ－２ꎬｘｋ－３ꎬｘｋ－４ꎬｘ１}ꎻ
若 Ｇ 包含子图形 Ｈｉꎬ ｉ∈{１ꎬ６ꎬ８ꎬ９ꎬ１３ꎬ２１ꎬ２５ꎬ２６}ꎬ令 Ｓ′＝{ｘｋꎬｘｋ－１ꎬｘｋ－２ꎬｘｋ－３ꎬｘ１}ꎻ
若 Ｇ 包含子图形 Ｈｉꎬ ｉ∈{２ꎬ３ꎬ５ꎬ７ꎬ１２ꎬ１８ꎬ２２ꎬ２４}ꎬ令 Ｓ′＝{ｘｋꎬｘｋ－１ꎬｘｋ－２ꎬｘ２ꎬｘ１}ꎻ
若 Ｇ 包含子图形 Ｈｉꎬ ｉ∈{４ꎬ１１ꎬ１５ꎬ１６ꎬ１７ꎬ１９ꎬ２０ꎬ２３ꎬ２７ꎬ２８ꎬ２９ꎬ３０}ꎬ令 Ｓ′＝{ｘｋꎬｘｋ－１ꎬｘｋ－２ꎬｘ１}ꎮ

接着ꎬ从 Ｓ′出发构造集合 Ｓꎮ 由引理 ３ 知ꎬＧ 是 ３￣退化的ꎬ所以 Ｇ－Ｓ′也是 ３￣退化的ꎮ 在 Ｇ－Ｓ′中取最小度点ꎬ
然后在所得的子图中再取最小度点ꎬ这样重复取点ꎬ可以得到集合 Ｓ＝{ｘｋꎬｘｋ－１ꎬｘｋ－２ꎬ􀆺ꎬｘ２ꎬｘ１}ꎮ

容易验证ꎬ对∀ｘｉ∈Ｓꎬ １≤ｉ≤ｋ 有 ｜ＮＧ(ｘｉ)－Ｓ ｜≤ｋ－ｉꎮ
令 Ｈ＝Ｇ－Ｓ⊆Ｇꎬ Ｖ(Ｈ)⊆Ｖ(Ｇ)ꎬ则 Δ(Ｈ)≤Δꎮ 若 Δ(Ｈ)<Δꎬ则 ｋ≥ｍａｘ{Δꎬ６}≥Δ≥Δ(Ｈ)＋１ꎮ 由引理 ２

知ꎬＨ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 若 Δ(Ｈ)＝ Δꎬ由 Ｇ 的极小性知ꎬＨ 是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 由引理 １ 可知ꎬＧ 是均匀 ｋ￣可
染的ꎮ

推论 １　 若图 Ｇ 满足 ｍａｄ(Ｇ)≤１３
４
ꎬ当 Δ≥６ 时ꎬ图 Ｇ 是均匀 Δ￣可染的ꎮ
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