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４ / ２ 模型下目标给付型养老金计划的最优投资和给付策略

韩婧怡ꎬ常浩∗ꎬ陈祯
(天津工业大学数学科学学院ꎬ 天津 ３００３８７)

摘要:４ / ２ 随机波动率下的目标给付型养老金( ｔａｒｇｅｔ ｂｅｎｅｆｉｔ ｐｅｎｓｉｏｎꎬ ＴＢＰ)计划包含在职成员和退休成员ꎬ在职成员向养老基

金缴纳固定费用ꎬ退休成员从基金中领取相应养老金ꎬ退休成员的给付水平取决于基金的投资情况ꎮ 假设养老金可以投资于

一种无风险资产和一种股票ꎬ股票的价格过程遵循 ４ / ２ 随机波动率模型ꎮ 运用随机最优控制理论ꎬ得到最优投资和给付调整

策略的显式解ꎬ应用数值算例分析各模型参数对最优投资和给付调整策略的影响ꎮ 该研究为随机波动率模型下的其他复杂

投资问题的解决提供方法论基础ꎬ也为基金管理者的资产配置和风险管理提供参考依据ꎮ
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０　 引言

健全的养老金保障体系在维护社会稳定和推动经济发展方面起着至关重要的作用ꎮ 目前ꎬ基于养老金

方面的研究主要集中在传统的确定收益型(ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｅｎｅｆｉｔꎬ ＤＢ) 养老金计划和确定缴费型 (ｄｅｆｉｎｅｄ ｃｏｎｔｒｉ￣
ｂｕｔｉｏｎꎬ ＤＣ)养老金计划ꎮ 这方面的研究成果很丰富ꎬ有兴趣的读者可以参考文献[１￣７]ꎮ 这 ２ 种传统养老

金计划都存在一定的局限性: ＤＢ 型计划保证给付的稳定性ꎬ要求基金管理者承担全部风险ꎻ而在 ＤＣ 型计

划里ꎬ退休后养老金的收益由基金投资情况决定ꎬ导致成员需要承担全部的投资风险ꎬ面临退休后给付水平

的不稳定性ꎮ 为了完善这 ２ 类养老金计划的不足ꎬ许多工业化国家推出目标给付型养老金计划( ｔａｒｇｅｔ ｂｅｎｅ￣



　 ５０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

ｆｉｔ ｐｅｎｓｉｏｎꎬ ＴＢＰ) 计划ꎬ这是一种将 ＤＢ 型养老金计划和 ＤＣ 型养老金计划相结合的新型混合型养老金计

划ꎮ ＴＢＰ 计划具有固定的缴费ꎬ目标给付水平通常受工资影响ꎬ而实际给付取决于养老金的投资情况ꎮ
Ｃｈｅｎ 等[８]利用最优控制方法推导出了 ＴＢＰ 计划的最优周期策略ꎬ研究表明 ＴＢＰ 计划最突出的优点是具备

风险分担结构ꎮ Ｗａｎｇ 等[９]、Ｗａｎｇ 等[１０]研究发现最优投资和给付调整策略能够根据基金投资情况和模型

目标调整缴费以及退休给付策略ꎬ从而有效实现代际风险分担ꎮ Ｇｏｌｌｉｅｒ[１１] 研究发现ꎬ好的风险分担结构并

不会降低每一代人所承担的风险ꎬ相反ꎬ它增加了成员缴费的预期回报ꎮ Ｃｕｉ 等[１２] 引入多期的世代交叠模

型ꎬ研究混合型养老金计划的代际风险分担功能ꎮ Ｒｏｎｇ 等[１３] 在偏差型目标函数下研究了受寿命延长和生

育率下降影响的 ＴＢＰ 计划ꎮ Ｌｉｕ 等[１４] 在 Ｒｏｎｇ 等[１３] 的基础上ꎬ加入一种与寿命挂钩的资产ꎬ研究如何借助

风险分担结构和投资策略管理长寿风险ꎮ
在实际金融市场中ꎬ股票价格的波动率通常不再是一个常数ꎬ而是一个随机过程ꎮ Ｈｅｓｔｏｎ 随机波动率

模型 (Ｈｅｓｔｏｎ 模型) 是经典的随机波动率 (ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙꎬ ＳＶ) 模型ꎬ但是ꎬ在使用 Ｈｅｓｔｏｎ 模型校准真

实数据时通常会违反 Ｆｅｌｌｅｒ 条件ꎮ 此外ꎬ在市场压力时期ꎬ随着瞬时波动率上升ꎬ偏斜会趋于平缓ꎬ使得

Ｈｅｓｔｏｎ模型无法产生具有高波动性的极端路径ꎮ 为了克服上述局限性ꎬＨｅｓｔｏｎ[１５] 进一步将 Ｈｅｓｔｏｎ 模型扩展

到 ３ / ２ 随机波动率模型 (３ / ２ 模型)ꎬ３ / ２ 模型把瞬时波动率建模为 Ｃｏｘ－Ｉｎｇｅｒｓｏｌｌ－Ｒｏｓｓ(ＣＩＲ)过程的逆过

程ꎬ允许存在瞬时波动性峰值的极端路径ꎬ但是ꎬ３ / ２ 模型无法拟合资产价格的低波动特征ꎮ ２０１７ 年ꎬ
Ｇｒａｓｓｅｌｌｉ[１６]针对 Ｈｅｓｔｏｎ 模型和 ３ / ２ 模型的局限性ꎬ首次提出 ４ / ２ 随机波动率模型 (４ / ２ 模型)ꎮ 该模型包含

Ｈｅｓｔｏｎ 模型和 ３ / ２ 模型ꎬ可以更好地拟合隐含波动率曲面的动态过程ꎬ近年来在投资组合领域得到广泛应

用ꎮ Ｃｈｅｎｇ 等[１７]在 ４ / ２ 模型下引入模型的不确定性ꎬ研究鲁棒最优投资组合问题ꎮ Ｃｈｅｎｇ 等[１８]探讨了在效

用最大化准则和 ４ / ２ 模型下的最优投资策略ꎮ Ｌｉｎ 等[１９]在 ４ / ２ 模型的基础上引入跳跃模型ꎬ研究衍生品定

价问题ꎮ Ｗａｎｇ 等[２０]在均值－方差准则下ꎬ研究股票价格由 ４ / ２ 模型驱动的投资－再保险问题ꎮ Ｚｈａｎｇ[２１] 考

虑随机利率和随机波动率ꎬ研究在均值－方差准则下的衍生品交易对资产－负债管理绩效的影响ꎮ Ｈａｔａ
等[２２]研究在 ４ / ２ 模型下带有延迟的保险公司的最优投资和再保险策略ꎮ

本文考虑 ＴＢＰ 计划的目标函数包含 ３ 个方面ꎬ分别是给付水平的充足性(实际给付达到或高于目标给

付)、给付的稳定性以及代际公平性ꎮ 基金管理者的目标是尽可能缩减给付与预设目标之间的累积平方和

偏差ꎬ尽可能减少终端不连续性风险ꎮ 本文在偏差型目标函数下ꎬ首次将 ４ / ２ 模型引入带有随机工资的 ＴＢＰ
计划问题中ꎬ假设金融市场包含一种风险资产和一种无风险资产ꎬ应用随机最优控制原理ꎬ推导出最优投资

和给付调整策略的显式解ꎮ 最后ꎬ给出数值算例来说明不同参数对最优投资和给付调整策略的影响ꎮ
本文的主要贡献有:(ⅰ) 将 Ｗａｎｇ 等[９]股票价格过程扩展到 ４ / ２ 模型ꎬ首次将 ４ / ２ 模型引入带有随机

工资的 ＴＢＰ 计划研究中ꎻ (ⅱ) 在偏差型目标函数下得到了最优投资策略和最优给付调整策略的闭式解ꎻ
(ⅲ) 对 Ｈｅｓｔｏｎ 模型、３ / ２ 模型和 ４ / ２ 模型下的最优策略进行比较ꎬ提供波动率参数对最优策略的敏感性

分析ꎮ

１　 模型设定

假设金融市场是无摩擦的ꎬ经济环境中的不确定性由定义在一个完备概率空间(ΩꎬＦꎬＦｔꎬＰ)上独立的

标准布朗运动刻画ꎬ表示为 Ｗ( ｔ)＝ (Ｗ１( ｔ)ꎬＷ２( ｔ))ꎬ Ｆｔ 表示一个右连续的布朗域流ꎬ表示养老金计划发起

人在 ｔ 时刻可获得的信息ꎮ Ｐ 表示定义在 Ω 上的历史概率测度ꎬ[０ꎬＴ]表示有限投资期ꎮ
１.１　 金融市场

假设金融市场包含一种无风险资产(银行账户)和一种风险资产(股票)ꎮ
无风险资产的价格过程 Ｓ０( ｔ) 满足如下微分方程:

ｄＳ０( ｔ)＝ Ｓ０( ｔ)ｒｄｔꎬ　 Ｓ０(０)＝ ｓ０ ＝ １ꎬ (１)
其中 ｒ>０ 为无风险利率ꎮ

股票的价格过程 Ｓ１( ｔ)由 ４ / ２ 模型驱动ꎬ表示为

ｄＳ１( ｔ)
Ｓ１( ｔ)

＝ (ｒ＋λ(ｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２))ｄｔ＋ ｃ１ Ｖ( ｔ) ＋
ｃ２

Ｖ( ｔ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄＷ１( ｔ)ꎬ　 Ｓ１(０)＝ ｓ１>０ꎬ (２)
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ｄＶ( ｔ)＝ ｋ(θｖ－Ｖ( ｔ))ｄｔ＋σｖ Ｖ( ｔ) ｄＷ２( ｔ)ꎬ　 Ｖ(０)＝ ｖ０>０ꎬ (３)

其中ꎬｃ１、ｃ２ 和 λ 都是正常数ꎬλ Ｖ( ｔ) 为风险的市场价格ꎮ Ｖ( ｔ)是一个平方根过程ꎬｋ>０ 表示均值回复率ꎬ
θｖ>０ 表示长期均值回复水平ꎮ 假设 Ｗ１( ｔ)和 Ｗ２( ｔ)的相关系数为 ρꎬ ρ∈[－１ꎬ１]ꎮ
１.２　 随机工资

假设 ｔ 时刻退休成员的工资 Ｌ( ｔ)满足如下随机微分方程:
ｄＬ( ｔ)
Ｌ( ｔ)

＝ ｒＬ＋σＬλ(ｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２)[ ] ｄｔ＋σＬ ｃ１ Ｖ( ｔ) ＋
ｃ２

Ｖ( ｔ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄＷ１( ｔ)ꎬ (４)

其中ꎬ边界条件为 Ｌ(０)＝ ｌ０>０ꎬｒＬ 和 σＬ 是正常数ꎮ
１.３　 ＴＢＰ 计划

参考 Ｗａｎｇ 等[９]所描述的 ＴＢＰ 养老金计划ꎬ该计划由在职成员和退休成员共同组成ꎮ 在职成员的缴费

存入养老基金的集体账户ꎬ同时ꎬ养老基金向退休成员支付养老金ꎮ 假设成员加入 ＴＢＰ 计划的年龄为 ａꎬ所
有成员的最大年龄为 ωꎮ 为了简单起见ꎬ模型假设每个在职成员存活到退休年龄 ｂ 的概率均为 １ꎬ人类死亡

率数据库(ｈｕｍａｎ ｍｏｒｔａｌｉｔｙ ｄａｔａｂａｓｅꎬ ＨＭＤ)中的数据表明ꎬ许多国家 ６５ 岁之前的存活概率接近 １ꎮ 用 ｎ( ｔ)
表示 ｔ 时刻年龄为 ａ 的新加入成员的密度ꎬｓ( ｔ)表示生存函数ꎬ那么ꎬｔ 时刻年龄为 ｘ 的成员密度可以表示为

ｎ( ｔ－(ｘ－ａ))ｓ(ｘ)ꎬ　 ｘ>ａꎬ (５)
其中ꎬｔ－(ｘ－ａ)表示新成员加入计划的时间ꎬ当 ｔ≥０ 时ꎬｔ－(ｘ－ａ)可能为负ꎬ说明在 ｔ 时刻年龄为 ｘ 的成员在

ｘ－ａ年前加入计划ꎬ则 ｔ 时刻在职成员总数可表示为

Ａ( ｔ)＝ ∫ ｂ

ａ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｄｘꎮ (６)

同理ꎬｔ 时刻退休成员总数可以表示为

Ｒ( ｔ)＝ ∫ω

ｂ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｄｘꎮ

ＴＢＰ 计划为退休成员提供终身养老金ꎬ从退休年龄 ｂ 开始给付ꎮ 对于 ｔ 时刻退休且最终工资为 Ｌ( ｔ)的
成员ꎬ假设每年养老金的初始给付率是 ｐ( ｔ)Ｌ( ｔ)ꎬ其中ꎬｐ( ｔ)是一个由基金管理者动态调整的控制变量ꎬ表
示 ｔ 时刻新退休成员的瞬时替代率ꎮ

为了确定 ｔ 时刻对 ｘ 岁退休成员的给付率ꎬ定义 􀭹Ｌ(ｘꎬｔ)表示成员退休时的假定工资ꎬ表示如下:
􀭹Ｌ(ｘꎬｔ)＝ Ｌ( ｔ)ｅ－ｒＬ(ｘ－ｂ)ꎬ 　 ｔ≥０ꎬ ｘ≥ｂꎬ (７)

将 ｔ 时刻退休的成员工资作为起点ꎬ并使用指数增长率 ｒＬ 进行预测ꎮ
此外ꎬ本文还假设该计划以固定的年费率 ξ 进行生活费用调整ꎬ用 ｅξ(ｘ－ｂ)表示ꎬ因此ꎬｔ 时刻年龄为 ｘ 的于

ｘ－ｂ 年前退休的成员的养老金给付率可以表示为

Ｂ(ｘꎬｔ)＝ ｐ( ｔ)􀭹Ｌ(ｘꎬｔ)ｅξ(ｘ－ｂ)＝ ｐ( ｔ)Ｌ( ｔ)ｅ－(ｒＬ－ξ)(ｘ－ｂ)ꎬ　 ｘ≥ｂꎮ (８)
假设 Ｂ∗为该计划在时刻 ０ 预先设定的总给付目标ꎬ表示向退休成员提供的初始给付率ꎮ 这一目标在通

货膨胀指数 β 下呈指数增长ꎬ在时刻 ｔ>０ 的总目标给付为 Ｂ∗ｅβｔꎮ
ｔ 时刻所有退休成员的实际总给付率 Ｂ( ｔ)可以根据式(７)给出的年龄 ｂ 至年龄 ω 之间所有年龄组的调

整给付率计算ꎬ表示如下:

Ｂ( ｔ)＝ ∫ω

ｂ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)Ｂ(ｘꎬｔ)ｄｘ＝ ∫ω

ｂ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｐ(ｘ)Ｌ( ｔ)ｅ－(ｒＬ－ξ)(ｘ－ｂ)ｄｘ＝ Ｉ( ｔ)ｐ( ｔ)Ｌ( ｔ)ꎬ　 ｔ≥０ꎬ

(９)
其中ꎬＩ( ｔ)>０ 是关于 ｔ 的函数ꎬ它将初始给付率 Ｂ(ｘꎬｔ)与总给付率 Ｂ( ｔ)联系起来ꎬ定义如下:

Ｉ( ｔ)＝ ∫ω

ｂ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｅ－(ｒＬ－ξ)(ｘ－ｂ)ｄｘꎬ (１０)

当人口稳定时ꎬＩ( ｔ)是正常数ꎮ
用 ｃ０ 表示每个在职成员在 ０ 时刻的瞬时缴费率ꎬ假设成员缴费随着时间呈指数型增长ꎬ且该指数增长

率与工资指数增长率相同ꎮ 该假设出于 ３ 个方面的考虑:(１) 虽然工资存在随机波动ꎬ但实际上这些波动不

会非常剧烈ꎬ因此ꎬ为了方便计算缴费而忽略它们是合理的ꎻ(２) 本文更多关注给付风险ꎬ而不是缴费风险ꎻ
(３) 以这种方式简化本文的模型能够保证推导出最优控制问题的显式解ꎮ 综上ꎬｔ 时刻所有在职成员的总
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瞬时缴费率由下式给出:

Ｃ( ｔ)＝ ∫ｂ
ａ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｃ０ｅｒＬｔｄｘ＝Ｄ( ｔ)ｅｒＬｔꎬ 　 ｔ≥０ꎬ (１１)

其中 Ｄ( ｔ)>０ 是关于 ｔ 的函数ꎬ表示为

Ｄ( ｔ)＝ ｃ０ ∫ｂ
ａ
ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)ｓ(ｘ)ｄｘ＝ ｃ０Ａ( ｔ)ꎬ

其中 Ａ( ｔ)由式(６)给出ꎮ 当计划成员人数稳定ꎬ即 ｎ( ｔ－ｘ＋ａ)为常数时ꎬＤ( ｔ)是一个正常数ꎬ因此ꎬ总缴费率

以每位成员缴费率相同的速率呈指数型增长ꎮ
１.４　 随机控制问题

假设基金管理者可将养老基金分别投资于式(１)、(２)所描述的无风险资产和风险资产ꎬ并使用基金向

退休成员发放养老金ꎮ π( ｔ)表示基金管理者在 ｔ 时刻投资股票的数额ꎬＸ( ｔ)表示在采用投资策略 π( ｔ)后在

ｔ 时刻的养老金财富水平ꎬ表示如下:

ｄＸ( ｔ)＝ π( ｔ)
ｄＳ１( ｔ)
Ｓ１( ｔ)

＋(Ｘ( ｔ)－π( ｔ))
ｄＳ０( ｔ)
Ｓ０( ｔ)

＋(Ｃ( ｔ)－Ｂ( ｔ))ｄｔ

＝[π( ｔ)λ(ｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２)＋Ｘ( ｔ)ｒ＋Ｄ( ｔ)ｅｒＬｔ－Ｉ( ｔ)ｐ( ｔ)Ｌ( ｔ)]ｄｔ

＋π( ｔ) ｃ１ Ｖ( ｔ) ＋
ｃ２

Ｖ( ｔ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄＷ１( ｔ)ꎬ (１２)

其中ꎬ基金的初始财富为 Ｘ(０)＝ ｘ０ꎬ定义(π( ｔ)ꎬｐ( ｔ))为基金管理者在 ０ 时刻到 Ｔ 时刻采取的策略ꎮ 该策略

包括投资策略 π( ｔ)和给付调整策略 ｐ( ｔ)ꎬ定义可容许策略如下:
定义 １ (可容许策略)　 (π( ｔ)ꎬｐ( ｔ))被称作可容许策略ꎬ如果它满足下列条件:
(ⅰ) 对于任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ ｐ( ｔ)≥０ꎬ (π( ｔ)ꎬｐ( ｔ))关于 Ｆｔ 是循序可测过程ꎻ

(ⅱ) Ｅ [ ∫Ｔ
０
π２( ｔ)(ｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２) ２ / Ｖ( ｔ)ｄｔ ] <∞ ꎻ

(ⅲ) 式(１２)存在唯一解ꎮ
用 Π 表示所有可容许策略的集合ꎮ
本文的模型同时考虑养老金计划的 ２ 个目标:一个是最小化贴现后的总给付 Ｂ( ｔ)＝ Ｉ( ｔ)ｐ( ｔ)Ｌ( ｔ)与总

目标给付 Ｂ∗ｅβｔ之间的偏差ꎬ其中ꎬＢ∗表示由基金管理者设定的初始目标给付ꎬβ>０ 表示目标给付的增长率ꎻ
另一个目标是最大限度地降低养老金计划的不连续性风险ꎬ该风险由基金贴现后的实际终端财富水平Ｘ(Ｔ)
与基金预期终端财富水平 ｘ０ｅｒＴ之间的平方差来衡量ꎮ 为了实现这些目标ꎬ基金管理者需要选择最优的给付

调整策略和投资策略ꎬ则 ｔ 时刻的目标函数 Ｈ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)可以表示为

Ｈ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ Ｅπꎬｐ { ∫Ｔ
ｔ
[(Ｂ(ｓ)－Ｂ∗ｅβｓ) ２－λ１(Ｂ(ｓ)－Ｂ∗ｅβｓ)]ｅ－ｒｓｄｓ＋λ２ (Ｘ(Ｔ)－ｘ０ｅｒＴ) ２ｅ－ｒＴ } ꎬ (１３)

其中ꎬ边界条件为 Ｈ(Ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ λ２(Ｘ(Ｔ)－ｘ０ｅｒＴ) ２ｅ－ｒＴꎻλ１ 和 λ２ 是非负常数ꎬ分别表示养老金计划 ２ 个目标

的惩罚权重ꎮ 权重的选择反映了给付稳定性、给付充足性和代际公平性之间的平衡ꎮ
然后ꎬ定义值函数 Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)表示如下:

Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ):＝ ｍｉｎ
(πꎬｐ)∈Π

Ｈ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)ꎮ (１４)

２　 优化问题求解

本章主要研究 ＴＢＰ 计划的最优策略ꎮ 应用随机控制理论推导出优化问题(１４)满足的哈密顿－雅可比－
贝尔曼 (Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ－Ｂｅｌｌｍａｎꎬ ＨＪＢ)方程如下:

ｍｉｎ
(πꎬｐ)∈Π

{Ａ(πꎬｐ) Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)} ＝ ０ꎬ (１５)

其中ꎬ
　 　 　 　 　 Ａ(πꎬｐ) Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ Ｊｔ＋[πλ(ｃ１ｖ＋ｃ２)＋ｒｘ＋Ｄ( ｔ)ｅｒＬｔ－ｐＩ( ｔ) ｌ]Ｊｘ
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＋[ｒＬ＋λσＬ(ｃ１ｖ＋ｃ２)] ｌＪｌ＋ｋ(θｖ－ｖ)Ｊｖ＋
１
２
π２ ｃ１ ｖ ＋

ｃ２

ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

Ｊｘｘ

＋ １
２
σ２

Ｌ ｃ１ ｖ ＋
ｃ２

ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

ｌ２Ｊｌｌ＋
１
２
σ２

ｖｖＪｖｖ＋πσＬ ｃ１ ｖ ＋
ｃ２

ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

ｌＪｘｌ

＋πρσｖ(ｃ１ｖ＋ｃ２)Ｊｘｖ＋ρσｖσＬ(ｃ１ｖ＋ｃ２) ｌＪｌｖ

＋[(ｐＩ( ｔ) ｌ－Ｂ∗ｅβｔ) ２－λ１(ｐＩ( ｔ) ｌ－Ｂ∗ｅβｔ)]ｅ－ｒｔꎬ (１６)
为了简化ꎬ将 π( ｔ)和 ｐ( ｔ)缩写为 π 和 ｐꎬ边界条件为

Ｊ(Ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ λ２ (ｘ－ｘ０ｅｒＴ) ２ｅ－ｒＴꎬ (１７)
其中ꎬＪｔ、Ｊｘ、Ｊｌ、Ｊｖ、Ｊｘｘ、Ｊｌｌ、Ｊｖｖ、Ｊｘｌ、Ｊｘｖ和 Ｊｌｖ为 Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)对相应变量的偏导数ꎮ

定理 １ (验证定理) 　 若存在一个函数 Ｖ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)∈Ｃ １ꎬ２ꎬ２ꎬ２([０ꎬＴ] ×Ｒ＋ ×Ｒ＋ ×Ｒ＋)满足式(１５)、 (１６)ꎬ
则 Ｖ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)≥Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)ꎻ若存在一个控制(π∗ꎬｐ∗)ꎬ使得∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ满足

(π∗ꎬｐ∗)∈ａｒｇ ｍｉｎ
(πꎬｐ)∈Π

Ａ(πꎬｐ)Ｖ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)ꎬ

则 Ｖ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)ꎬ且(π∗ꎬｐ∗)是最优投资和给付调整策略ꎮ
定理 １ 的证明过程可以参考文献[１７]ꎮ
经过求解方程(１５)ꎬ可得如下结论ꎮ
定理 ２　 最优控制问题(１４)的最优投资和给付调整策略分别表示为

π∗( ｔ)＝ －ｖ(ｘ－ｇ( ｔ))
ｃ１ｖ＋ｃ２

λ＋ρσｖ

ｆｖ( ｔꎬｖ)
ｆ( ｔꎬｖ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１８)

ｐ∗( ｔ)＝ １
ｌ􀅰Ｉ( ｔ) λ２ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ))＋Ｂ∗ｅβｔ＋

λ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１９)

且相应的值函数可以表示为

Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ λ２ｅ
－ｒｔ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ)) ２＋ｕ( ｔ)ꎬ (２０)

其中ꎬ ｆ( ｔꎬｖ)、ｇ( ｔ)和 ｕ( ｔ)分别由式(Ａ２６)—(Ａ２８)给出ꎮ
证明:见附录 Ａꎮ
注 １　 式(１８)给出的最优资产配置策略 π∗( ｔ)表明ꎬπ∗( ｔ)与 ｔ 时刻的工资水平 ｌ 无关ꎮ 根据式(９)、

(１９)ꎬ对于 ｔ 时刻所有退休成员的最优总给付ꎬ即调整后的实际总给付可以表示为

Ｂ∗( ｔ)＝ Ｉ( ｔ)ｐ∗( ｔ)􀅰ｌ＝λ２ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ))＋Ｂ∗ｅβｔ＋
λ１

２
ꎬ (２１)

由式(２１)可以看出 ｔ 时刻总给付水平与工资水平 ｌ 也无关ꎮ 式(２０)中的值函数也独立于 ｔ 时刻的工资水平

ｌꎬ表明工资的波动实际上被最优给付调整因子 ｐ∗( ｔ)对冲ꎬ因此退休成员的工资模型对 π∗( ｔ)、Ｂ∗( ｔ)和值

函数没有影响ꎮ
注 ２　 式(１９)两边同时乘 ｌＩ( ｔ)可以发现ꎬｔ 时刻最优给付支出率由 ３ 个部分组成: 第一部分 Ｂ∗ｅβｔ为计

划规定的给付目标ꎻ第二部分
λ１

２
为基于成员风险厌恶程度的静态调整ꎻ第三部分 λ２ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ))为将当

前计划总资产相对于计划期望的盈余(亏损)分摊到剩余年限的动态调整ꎬ并在期末按比例将剩余部分作为

遗产基金的一部分ꎮ
注 ３　 根据定理 ２ꎬ得到常数工资情形的特例情况ꎬ当 σＬ ＝ ０ 时ꎬ随机工资模型退化为常数工资模型ꎮ 当

工资以速率 ｒＬ 呈指数型增长而不考虑随机波动时ꎬｔ 时刻的工资可以表示为

Ｌ( ｔ)＝ ｌ０ｅｒＬｔꎬ　 ｔ≥０ꎬ (２２)
其中ꎬｌ０ 表示 ｔ＝ ０ 时的初始工资ꎬ则财富过程(１２)退化为

ｄＸ１( ｔ)＝ π( ｔ)λ(ｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２)＋Ｘ１( ｔ)ｒ＋ｅｒＬｔ(Ｄ( ｔ)－ｐ( ｔ) ｌ０􀅰Ｉ( ｔ))[ ] ｄｔ

＋π( ｔ) ｃ１ Ｖ( ｔ) ＋
ｃ２

Ｖ( ｔ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄＷ１( ｔ) ꎬ　 Ｘ１(０)＝ ｘ０ꎮ
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经过类似定理 ２ 的求解过程ꎬ可得如下推论ꎮ
推论 １　 对于工资过程遵循式(２２)的最优控制问题(１４)ꎬ最优资产配置策略和最优给付调整策略可以

表示为

π∗
１ ( ｔ)＝ －ｖ(ｘ－ｇ( ｔ))

ｃ１ｖ＋ｃ２
λ＋ρσｖ

ｆｖ( ｔꎬｖ)
ｆ( ｔꎬｖ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｐ∗
１ ( ｔ)＝

１
ｌ０􀅰Ｉ( ｔ) λ２ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ))＋Ｂ∗ｅβｔ＋

λ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

相应的值函数表示为

Ｊ１( ｔꎬｘꎬｖ)＝ ｆ( ｔꎬｖ)λ２ｅ
－ｒｔ(ｘ－ｇ( ｔ)) ２＋ｕ( ｔ)ꎬ

其中ꎬｆ( ｔꎬｖ)、ｇ( ｔ)和 ｕ( ｔ)分别由式(Ａ２６)—(Ａ２８)给出ꎮ

３　 数值算例

本章将应用数值算例分析最优策略对特定参数值变化的敏感性ꎮ
假设 Ａ(ｘ)遵循冈珀茨－麦克哈姆法则(Ｇｏｍｐｅｒｔｚ－Ｍａｋｅｈａｍ̓ｓ ｌａｗ)ꎬ成员在年龄为 ｘ 时的死亡率表示为

μ(ｘ)＝ Ａ＋Ｂｃｘꎬ生存函数表示为

ｓ(ｘ)＝ ｅ －∫ｘ－ａ０
μ(ａ＋ｓ)ｄｓ ＝ ｅ－Ａ(ｘ－ａ)－ Ｂ

ｌｎ ｃ(ｃ
ｘ－ｃａ)ꎬ　 ａ≤ｘ≤ωꎬ

满足 ｓ(ａ)＝ １ꎬ且当 ｘ>ω 时ꎬｓ(ｘ)＝ ０ꎮ
参考文献 [９]ꎬ假设 Ａ ＝ ０. ０００ ２２ꎬ Ｂ ＝ ２. ７ × １０－６ꎬ ｃ ＝ １. １２４ꎬ ａ ＝ ３０ꎮ 其他参数值参考 Ｗａｎｇ[９] 和

Ｇｒａｓｓｅｌｌｉ[１６]ꎬ将金融市场模型参数值假设为:ｒ ＝ ０.０４ꎬ ｓ０ ＝ １ꎬ λ ＝ ２ꎬ ｃ１ ＝ ０.９０５ １ꎬ ｃ２ ＝ ０.００２ ３ꎬ ｋ ＝ １.８ꎬ θｖ ＝
０.０４ꎬ σｖ ＝ ０.０４ꎬ ｖ０ ＝ ０.００３ꎬ ρ ＝ －０.７ꎬ ｓ１ ＝ ６７ꎮ 随机工资模型参数值假设为:ｒＬ ＝ ０.０６ꎬ σＬ ＝ ０.０３ꎬ ｌ０ ＝ ５.５ꎮ
ＴＢＰ 计划其他参数值假设为:Ｔ＝ １０ꎬ ｒ＝ ６５ꎬ ω ＝ １００ꎬ ｎ( ｔ)＝ １００ꎬ Ａ( ｔ)≈３４５ꎬ Ｒ( ｔ)≈２１４ꎬ Ｂ∗ ＝ ５００ꎬ β ＝ ０.
０２ꎬ ξ＝ ０.０２ꎬ λ１ ＝ ５ꎬ λ２ ＝ ０.３ꎬ ｘ０ ＝ ４ ０００ꎬ ｃ０ ＝ ０.０１５ꎮ
３.１　 惩罚因子对最优投资和给付调整策略的影响

本节将探讨 λ１ 和 λ２ 对最优投资策略和最优给付调整策略的影响ꎬλ１ 是实际给付与目标给付负偏差的

惩罚权重ꎬλ２ 是终端不连续性风险的权重ꎮ 若 λ１ ＝ ０ꎬ则目标函数退化为实际给付与预设目标之间的期望的

最小值ꎮ
根据式(１３)中定义的目标函数ꎬ权重 λ１ 可以理解为计划成员的风险厌恶水平ꎬλ１ 越大说明计划成员的

风险厌恶程度越高ꎮ 权重 λ２ 可以理解为计划成员对终端未给付的大量代际补贴的厌恶程度ꎬ当 λ２ 较低时ꎬ
说明成员愿意接受高额的代际补贴ꎬ倾向和后代分担更多的盈余(亏损)ꎮ

图 １ 展示了参数 λ１ 对最优投资策略 π∗( ｔ)和最优给付调整策略 ｐ∗( ｔ)的影响ꎮ π∗( ｔ)随着 λ１ 的增大

而增大ꎬλ１ 越大说明计划成员希望获得超过目标给付的收益ꎬ因此基金管理者会增加股票的投资来提高回

报率ꎮ 该结论与传统的凸效用优化框架下的结果不一致ꎬ成员的风险厌恶程度越高ꎬ个人承担的风险就越

少ꎬ然而ꎬ考虑到本文模型中与参数 λ１ 相关的线性惩罚ꎬ计划可以通过减少目标给付的短缺来中和较高的

λ１ 值ꎬ即基金管理者可以通过在股票上投入更多资金来获得更高的风险溢价ꎮ 此外ꎬ基金管理者在早期为了

促进财富的快速积累ꎬ对股票的配置采取较为激进的投资策略ꎮ 随着时间推移ꎬ资产在剩余期限内可以稳定维

持在目标给付水平附近并在期末达到目标给付水平ꎬ所以基金管理者在后期会逐渐缩减股票的投资比例ꎮ
ｐ∗(ｔ)和 λ１ 呈正相关关系ꎬ说明当计划成员的风险厌恶水平较高时ꎬ计划成员获得的收益大于目标给付ꎮ

图 ２ 刻画了参数 λ２ 对 π∗( ｔ)和 ｐ∗( ｔ)的影响ꎬ可以看出 π∗( ｔ)和 λ２ 呈负相关关系ꎬ与 Ｇｏｌｌｉｅｒ[１１]的研究

结果相同ꎬ对代际风险分担的偏好导致更多的风险分担ꎮ λ２ 决定盈余(亏损)部分分摊到跨期支付中或保留

在遗产基金中的比例ꎮ λ２ 越大(即对代际风险分担的厌恶程度越高)ꎬ说明成员的风险分担意愿越低ꎬ计划

成员不希望从后代借入 /借出太多收益ꎬ盈余(亏损)部分分摊到对当前退休成员的给付中的比例就越小ꎬ而
留给后代的比例越大ꎬ所以 ｐ∗( ｔ)与 λ２ 呈负相关关系ꎮ 当计划有盈余时出现反例ꎬ此时计划成员倾向于后

代分享盈余ꎬ风险分担厌恶水平降低(λ２ 降低)ꎬ基金管理者会减少当前退休成员的收益(ｐ∗( ｔ)减小)ꎮ
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图 １　 参数 λ１ 对 π∗( ｔ)和 ｐ∗( ｔ)的影响
Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ１ ｏｎ π∗( ｔ) ａｎｄ ｐ∗( ｔ)

图 ２　 参数 λ２ 对 π∗( ｔ)和 ｐ∗( ｔ)的影响
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ２ ｏｎ π∗( ｔ) ａｎｄ ｐ∗( ｔ)

３.２　 Ｈｅｓｔｏｎ 模型、３ / ２ 模型和 ４ / ２ 模型下最优投资策略和最优给付调整策略比较

图 ３ 对比了 Ｈｅｓｔｏｎ 模型、３ / ２ 模型和 ４ / ２ 模型下的最优投资策略和最优给付调整策略ꎮ 当 ｃ１ ＝ ０.９０５ １ꎬ
ｃ２ ＝ ０ 时ꎬ４ / ２ 模型退化为 Ｈｅｓｔｏｎ 模型ꎻ当 ｃ１ ＝ ０ꎬ ｃ２ ＝ ０.００２ ３ 时ꎬ４ / ２ 模型退化为 ３ / ２ 模型ꎮ 数值分析表明ꎬ
当股票过程遵循 ４ / ２ 模型时ꎬ股票的投资比例和给付最少ꎮ 由式(１８)可知ꎬｃ１Ｖ( ｔ)＋ｃ２ 与股票的最优投资金

额成反比ꎮ 相反ꎬ３ / ２ 模型对应的最优投资策略中ꎬ股票的投资金额显著较大ꎮ

图 ３　 参数 ｃ１ 和 ｃ２ 对 π∗( ｔ)和 ｐ∗( ｔ)的影响
Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｃ１ ａｎｄ ｃ２ ｏｎ π∗( ｔ) ａｎｄ ｐ∗( ｔ)
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４　 结论

本文考虑了带有随机工资的最优投资选择策略和最优给付调整策略问题ꎬ养老金支付取决于计划的财

务状况ꎬ不同代际间进行风险分担ꎮ 本文在 Ｗａｎｇ[９]的基础上引入随机波动ꎬ假设股票的价格过程由 ４ / ２ 模

型所驱动ꎬ同时考虑了给付充足性、给付稳定性和代际公平性这 ３ 个目标ꎬ利用随机控制理论构建相应的

ＨＪＢ 方程ꎬ推导出最优投资和给付调整策略的闭式解ꎮ 最后ꎬ运用数值算例说明对于合理的初始财富水平和

缴费水平ꎬ本文所得到的最优策略可以有效地实现上述目标ꎬ使得养老金计划维持稳定和充足的给付水平ꎮ
研究结果表明:(ⅰ) 最优投资策略 π∗( ｔ)和最优给付调整策略 ｐ∗( ｔ)与惩罚权重 λ１ 呈正相关关系ꎬ与惩罚

权重 λ２ 呈负相关关系ꎻ(ⅱ) 与 ３ / ２ 模型和 Ｈｅｓｔｏｎ 模型对比ꎬ４ / ２ 模型下的股票投资金额最少ꎬ基金管理者

对退休成员的给付也最少ꎮ
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(编辑:李艺)
附录 Ａ
　 　 定理 ２ 的证明　 根据一阶条件ꎬ可以得到

π∗ ＝ － λｖ
ｃ１ｖ＋ｃ２

􀅰
Ｊｘ

Ｊｘｘ
＋σＬ ｌ

Ｊｘｌ

Ｊｘｘ
＋
ρσｖｖ
ｃ１ｖ＋ｃ２

􀅰
Ｊｘｖ

Ｊｘｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (Ａ１)

ｐ∗ ＝ １
ｌＩ( ｔ)

１
２
ｅｒｔＪｘ＋Ｂ∗ｅβｔ＋

λ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (Ａ２)

将式(Ａ１)、(Ａ２)代入式(１５)ꎬ得到

　 Ｊｔ＋ ｒｘ＋Ｄ( ｔ)ｅｒＬｔ－Ｂ∗ｅβｔ－
λ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｊｘ－

１
４
ｅｒｔＪ２

ｘ＋(ｒＬ＋σＬλ(ｃ１ｖ＋ｃ２)) ｌＪｌ

＋ｋ(θｖ－ｖ)Ｊｖ＋
１
２
σ２

Ｌ ｃ１ ｖ ＋
ｃ２

ｖ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

ｌ２Ｊｌｌ＋
１
２
σ２

ｖｖＪｖｖ＋ρσｖσＬ(ｃ１ｖ＋ｃ２) ｌＪｌｖ

－ １
２
(ｃ１ｖ＋ｃ２) ２

ｖ
λｖ

ｃ１ｖ＋ｃ２
􀅰

Ｊｘ

Ｊｘｘ
＋σＬ ｌ

Ｊｘｌ

Ｊｘｘ
＋
ρσｖｖ
ｃ１ｖ＋ｃ２

􀅰
Ｊｘｖ

Ｊｘｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｊｘｘ－
１
４
ｅ－ｒｔλ２

１ ＝ ０ꎮ
(Ａ３)

然后ꎬ根据边界条件式(１７)ꎬ假设式(Ａ３)解的形式为

Ｊ( ｔꎬｘꎬｌꎬｖ)＝ λ２ｅ
－ｒｔ ｆ( ｔꎬｖ)(ｘ－ｇ( ｔ)－ｈ( ｔ) ｌ) ２＋ｕ( ｔ)ꎬ (Ａ４)

其中ꎬ边界条件为

ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎬ 　 ｇ(Ｔ)＝ ｘ０ｅｒＴꎬ　 ｈ(Ｔ)＝ ０ꎬ　 ｕ(Ｔ)＝ ０ꎮ (Ａ５)
将式(Ａ４)代入式(Ａ３)ꎬ并按照 (ｘ－ｇ－ｈｌ) ２ 和 ２ｆ(ｘ－ｇ－ｈｌ) 进行分离变量后ꎬ得到如下微分方程组:

ｆｔ＋(ｒ－λ２ｖ) ｆ－λ２ ｆ ２＋(ｋ(θｖ－ｖ)－２ρλσｖｖ) ｆｖ－ρ２σｖ
２ｖ

ｆ ２ｖ
ｆ
＋ １
２
σ２

ｖｖｆｖｖ ＝ ０ꎬ 　 ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎬ (Ａ６)

ｇｔ－ｒｇ－Ｄ( ｔ)ｅｒＬｔ＋Ｂ∗ｅβｔ＋
λ１

２
＝ ０ꎬ　 ｇ(Ｔ)＝ ｘ０ｅｒＴꎬ (Ａ７)

ｈｔ＋(ｒＬ－ｒ)ｈ＝ ０ꎬ　 ｈ(Ｔ)＝ ０ꎬ (Ａ８)

ｕｔ－
１
４
ｅ－ｒｔλ１

２ ＝ ０ꎬ　 ｕ(Ｔ)＝ ０ꎮ (Ａ９)

首先求解式(Ａ６)ꎬ假设 Ｆ( ｔꎬｖ)＝ １
ｆ( ｔꎬｖ)

ꎬ得到如下偏导数:

Ｆ ｔ ＝ －
ｆｔ
ｆ ２ ꎬ　 Ｆｖ ＝ －

ｆｖ
ｆ ２ ꎬ　 Ｆｖｖ ＝ ２

ｆ ２
ｖ

ｆ ３ －
ｆｖｖ
ｆ ２ ꎮ (Ａ１０)

将式(Ａ１０)代入式(Ａ６)ꎬ式(Ａ６)可重写为以下形式:

Ｆ ｔ－(ｒ－λ２ｖ)Ｆ－ ２ρλσｖ－ｋ(θｖ－ｖ)[ ] Ｆｖ－ｖσ２
ｖ(１－ρ２)

Ｆ２
ｖ

Ｆ
＋ １
２
ｖσｖ

２Ｆｖｖ＋λ２ ＝ ０ꎬ (Ａ１１)
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其中ꎬ边界条件为 Ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎮ
假设方程(Ａ１１)的解的形式可以表示为

Ｆ( ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
ｔ
􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)ｄｕ＋􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)ꎬ (Ａ１２)

其中ꎬ􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)满足如下方程

􀭹Ｆ ｔ－(ｒ－λ２ｖ) 􀭹Ｆ－ ２ρλσｖ－ｋ(θｖ－ｖ)[ ] 􀭹Ｆｖ－ｖσ２
ｖ(１－ρ２)

􀭹Ｆ２
ｖ

􀭹Ｆ
＋ １
２
ｖσ２

ｖ
􀭹Ｆｖｖ ＝ ０ꎬ (Ａ１３)

其中ꎬ边界条件

􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎮ

当 ｔ＝Ｔ 时ꎬ有 Ｆ(Ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
Ｔ
􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)ｄｕ ＋􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎬ因此ꎬ式(３１)的边界条件成立ꎮ

对于任意函数 􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)ꎬ定义如下变分算子Ñ:

Ñ􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)＝ －(ｒ－λ２ｖ) 􀭹Ｆ－ ２ρλσｖ－ｋ(θｖ－ｖ)[ ] 􀭹Ｆｖ－ｖσ２
ｖ(１－ρ２)

􀭹Ｆ２
ｖ

􀭹Ｆ
＋ １
２
ｖσ２

ｖ
􀭹Ｆｖｖꎮ (Ａ１４)

式(Ａ１３)可重写为

∂􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)
∂ｔ

＋Ñ􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)＝ ０ꎬ　 􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ)＝ １ꎮ (Ａ１５)

然后ꎬ有
∂Ｆ( ｔꎬｖ)

∂ｔ
＝ －λ２

􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)＋∂
􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)
∂ｔ

＝λ２ ∫Ｔ
ｔ

∂􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)
∂ｕ

ｄｕ－􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋∂

􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)
∂ｔ

ꎬ (Ａ１６)

Ｆｖ( ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
ｔ
􀭹Ｆｖ(ｕꎬｖ)ｄｕ＋􀭹Ｆｖ( ｔꎬｖ)ꎬ (Ａ１７)

Ｆｖｖ( ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
ｔ
􀭹Ｆｖｖ(ｕꎬｖ)ｄｕ＋􀭹Ｆｖｖ( ｔꎬｖ)ꎮ (Ａ１８)

根据式(Ａ１７)、(Ａ１８)ꎬ可以得到

ÑＦ( ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
ｔ

Ñ􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)ｄｕ＋Ñ􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)ꎮ (Ａ１９)

根据式(Ａ１６)、(Ａ１９)ꎬ式(Ａ１１)左侧可以化简为

　 ∂Ｆ( ｔꎬｖ)
∂ｔ

＋ÑＦ( ｔꎬｖ)＋λ２

＝ λ２ [∫Ｔ
ｔ
(∂

􀭹Ｆ(ｕꎬｖ)
∂ｕ

＋Ñ􀭹Ｆ(ｕꎬｖ))ｄｕ－􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ)＋１ ]

＋ ∂􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)
∂ｔ

＋Ñ􀭹Ｆ( ｔꎬｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ

因此ꎬ式(Ａ１２)满足方程(Ａ１１)ꎮ
假设式(Ａ１３)解的形式为 􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ) ＝ ｅＡ１( ｔ)ｖ＋Ａ２( ｔ)ꎬ边界条件为 Ａ１(Ｔ) ＝ ０ 和 Ａ２(Ｔ) ＝ ０ꎬ将 􀭹Ｆ(Ｔꎬｖ) ＝

ｅＡ１( ｔ)ｖ＋Ａ２( ｔ)代入式(Ａ１３)ꎬ消除对 ｖ 的影响ꎬ得到如下 ２ 个方程:

Ａ′１( ｔ)＝
１
２
σ２

ｖ(１－２ρ２)Ａ２
１( ｔ)＋ｋＡ１( ｔ)－λ２ꎬ (Ａ２０)

Ａ′２( ｔ)＝ (２ρλσｖ－ｋθｖ)Ａ１( ｔ)＋ｒꎮ (Ａ２１)
求解式(Ａ２０)、(Ａ２１)ꎬ得到
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Ａ１( ｔ)＝

ｍ１ｍ２(１－ｅ ΔＡ１
(Ｔ－ｔ))

ｍ１－ｍ２ｅ ΔＡ１
(Ｔ－ｔ)

ꎬ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ΔＡ１
>０ꎬ

２σ２
ｖ(１－２ρ２)ｍ２

３(Ｔ－ｔ)
２σ２

ｖ(１－２ρ２)ｍ３(Ｔ－ｔ)－１
ꎬ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ΔＡ１

＝ ０ꎬ

－ΔＡ１

σ２
ｖ(１－２ρ２)

ｔａｎ ( ａｒｃｔａｎ
２σ２

ｖ(２ρ２－１)ｍ３

－ΔＡ１

－
－ΔＡ１

２
(Ｔ－ｔ) ) ＋ｍ３ꎬ　 ΔＡ１

<０ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(Ａ２２)

Ａ２( ｔ)＝ (２ρλσｖ－ｋθｖ) ∫Ｔ
ｔ
Ａ１(ｓ)ｄｓ＋ｒ(Ｔ－ｔ)ꎬ (Ａ２３)

其中ꎬ

ΔＡ１
＝ ｋ２＋２σ２

ｖ(１－２ρ２)λ２ꎬ　 ｍ１ꎬ２ ＝
－ｋ± ΔＡ１

σ２
ｖ(１－２ρ２)

ꎬ 　 ｍ３ ＝
ｋ

σ２
ｖ(２ρ２－１)

ꎮ (Ａ２４)

根据式(Ａ１２)ꎬ有

Ｆ( ｔꎬｖ)＝ λ２ ∫Ｔ
ｔ
ｅＡ１(ｕ)ｖ＋Ａ２(ｕ)ｄｕ＋ｅＡ１( ｔ)ｖ＋Ａ２( ｔ)ꎬ (Ａ２５)

进而ꎬ可以得到

ｆ( ｔꎬｖ)＝ １
Ｆ( ｔꎬｖ)

＝ １

λ２ ∫Ｔ
ｔ
ｅＡ１(ｕ)ｖ＋Ａ２(ｕ)ｄｕ ＋ ｅＡ１( ｔ)ｖ＋Ａ２( ｔ)

ꎮ (Ａ２６)

求解式(Ａ７)—(Ａ９)ꎬ得到

ｇ( ｔ)＝ ｅ－ｒ(ｓ－Ｔ)∫Ｔ
ｔ

(Ｄ(ｓ)ｅｒＬｓ－Ｂ∗ｅβｓ)－
λ１

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ＋ｘ０ｅｒ(２Ｔ－ｔ)ꎬ (Ａ２７)

ｈ( ｔ)＝ ０ꎬ　 ｕ( ｔ)＝ －
λ１

２

４ｒ
ｅ－ｒＴ－ｅ－ｒｔ( ) ꎮ (Ａ２８)

将式(Ａ２６)—(Ａ２８)代入式(Ａ１)和(Ａ２)ꎬ即得到定理 ２ 的结论ꎮ 证毕ꎮ


