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单群 Ａ５ 和 ＰＳＬ(２ꎬ７)的一个新刻画

邝美群ꎬ卢家宽ꎬ李玉ꎬ张博儒∗

(广西师范大学数学与统计学院ꎬ 广西 桂林 ５４１００６)

摘要:设 Ｇ 是有限群ꎬ记 ｍ(Ｇ)＝ ∑
ｇ∈Ｇ

１
ｏ(ｇ)

ꎬ其中 ｏ(ｇ)表示 ｇ 的阶ꎬ而用 ｈ(Ｇ)表示 Ｇ 中元素的最高阶ꎮ 本文给出 ５ 次交错群

Ａ５ 和单群 ＰＳＬ(２ꎬ７)的一个新刻画ꎬ即 Ｇ≅Ａ５ 当且仅当 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(Ａ５)且 ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ａ５)ꎻ Ｇ≅ＰＳＬ(２ꎬ７)当且仅当 ｍ(Ｇ)＝
ｍ(ＰＳＬ(２ꎬ７))且 ｈ(Ｇ)＝ ｈ(ＰＳＬ(２ꎬ７))ꎮ
关键词:元素的阶ꎻ交错群ꎻ单群ꎻｓｙｌｏｗ 子群ꎻ有限群
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Ａ ｎｅｗ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ａ５ ａｎｄ ＰＳＬ(２ꎬ７)
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｇ ｂｅ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐꎬ ａｎｄ ｌｅｔ ｍ(Ｇ)＝ ∑
ｇ∈Ｇ

１
ｏ(ｇ)

ꎬ ｗｈｅｒｅ ｏ(ｇ) ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｇ∈Ｇꎬ ａｎｄ ｈ(Ｇ) ｉｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍａｌ

ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ｇ. Ｗｅ ｇｉｖｅ ａ ｎｅｗ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ａ５ ａｎｄ ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎬ ｔｈａｔ ｉｓꎬ Ｇ≅Ａ５ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｍ(Ｇ)＝ ｍ(Ａ５) ａｎｄ
ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ａ５) . Ｇ≅ ＰＳＬ(２ꎬ７) ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｍ(Ｇ)＝ ｍ(ＰＳＬ(２ꎬ７)) ａｎｄ ｈ(Ｇ)＝ ｈ(ＰＳＬ(２ꎬ７)) .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓꎻ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｇｒｏｕｐꎻ ｓｉｍｐｌｅ ｇｒｏｕｐꎻ ｓｙｌｏｗ ｓｕｂｇｒｏｕｐꎻ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐ

０　 引言

本文涉及的群都是有限群ꎮ 众所周知ꎬＡ５ 是最小阶非交换单群ꎬＰＳＬ(２ꎬ７)是阶次小的非交换单群ꎮ 目

前ꎬ对 Ａ５ 和 ＰＳＬ(２ꎬ７)有许多刻画ꎬ例如ꎬ文献[１]使用元素阶的集合刻画了 Ａ５ꎻ文献[２]通过同阶元的个数

组成的集合刻画了 ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎻ文献[３]通过元素阶之和及群的阶刻画了 Ａ５ 和 ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎻ而文献[４]则通过

元素阶之和以及元素的最高阶刻画了 Ａ５ 和 ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎮ

设 Ｇ 是群ꎬ记 ψ(Ｇ)＝∑
ｇ∈Ｇ

ｏ(ｇ)ꎬ ｍ(Ｇ)＝∑
ｇ∈Ｇ

１
ｏ(ｇ)

ꎬ其中 ｏ(ｇ)表示 ｇ∈Ｇ 的阶ꎮ 自从文献[５]引入ψ(Ｇ)

的概念后ꎬ人们进一步对元素阶的和 ψ(Ｇ)的算术条件与有限群 Ｇ 的结构之间的关系进行了研究并且得到

大量有趣的结果[６￣９]ꎮ 文献[１０]给出了一个有趣的猜想:设 Ｓ 是单群ꎬ若 Ｇ 是阶为 ｜ Ｓ ｜的非单群ꎬ则ψ(Ｓ)<
ψ(Ｇ)ꎮ 在猜想中ꎬ如果通过 ψ(Ｇ)刻画有限单群ꎬ显然是非常困难的ꎮ 因此在本文中ꎬ希望通过元素阶的最

高阶以及 ｍ(Ｇ)的数量刻画单群 Ａ５ 和 ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎮ
π(Ｇ)、ｈ(Ｇ)、ｎｐ(Ｇ)、ｉｋ(Ｇ)分别表示群 Ｇ 中元素阶的集合、元素的最高阶、Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的个数、阶为 ｋ
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的元素的个数ꎬ在不混淆的情况下ꎬ分别简记为 π、ｈ、ｎｐ、ｉｋꎮ 其他未加说明的术语和符号均是标准的ꎬ可参考

文献[１１]ꎮ

１　 主要引理

本章给出本文中会用到的一些基本引理ꎮ

Ａ５ 有 １５ 个 ２ 阶元、２０ 个 ３ 阶元、２４ 个 ５ 阶元ꎬ因此 ｈ(Ａ５)＝ ５ꎬ ｍ(Ａ５)＝
５９９
３０

ꎮ

引理 １　 设有限群 Ｇ 满足 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(Ａ５)且 ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ａ５)ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ６０ꎮ
证明　 由 ｈ(Ｇ)＝ ５ꎬ可设 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 是非负整数且 ｃ≥１ꎮ 由 ｜Ｇ ｜ ＝ １＋ｉ２＋ｉ３＋ｉ４＋ｉ５ 知

１＋ ｜Ｇ ｜ －１
５

≤１＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ４
４
＋
ｉ５
５

＝ｍ(Ｇ)＝ ５９９
３０

ꎬ

从而 ｜Ｇ ｜≤９５ꎮ 下对 ｜π(Ｇ) ｜进行讨论ꎮ
情形 １　 设 ｜π(Ｇ) ｜ ＝ ２ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ５ｃꎬ由

ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ５
５

＝ １＋５
ｃ－１
５

＝ ５９９
３０

ꎬ

知 ５ｃ－１ ＝ １１５
６

ꎬ矛盾ꎮ

情形 ２　 设 ｜π(Ｇ) ｜ ＝ ３ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ３ｂ×５ｃ 或 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ ×５ｃꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 均为大于或等于 １ 的整数ꎬ下面对

｜Ｇ ｜进行讨论:
假设 ｜Ｇ ｜ ＝ ３ｂ×５ｃꎬ由 ｜Ｇ ｜≤９５ 知 ｜Ｇ ｜∈{１５ꎬ４５ꎬ７５}ꎮ 若 ｜Ｇ ｜ ＝ １５ꎬ则 Ｇ≅Ｃ１５ꎬ从而 Ｇ 中存在 １５ 阶元ꎬ这

与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎻ若 ｜Ｇ ｜ ＝ ４５＝ ３２×５ꎬ由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ３ ＝ｎ５ ＝ １ꎬ从而 ｉ３ ＝ ８ꎬ ｉ５ ＝ ４ꎬ因此 ｜Ｇ ｜ ＝ １＋ｉ３＋ｉ５ ＝ １＋８＋
４＝ １３ꎬ这与 ｜Ｇ ｜ ＝ ４５ 矛盾ꎻ若 ｜Ｇ ｜ ＝ ７５＝ ３×５２ꎬ由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ５ ＝ １ꎬ从而 ｉ５ ＝ ２４ꎬ于是 ｉ３ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ５ ＝ ７５－１－
２４＝ ５０ꎬ因此

５９９
３０

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ３
３
＋
ｉ５
５

＝ １＋５０
３
＋２４
５

＝ ３３７
１５

ꎬ

矛盾ꎮ
假设 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５ｃꎬ由 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５ｃ≤９５ 知 ｃ≤２ꎮ 当 ｃ＝ ２ 时ꎬ由 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５２≤９５ 知 ａ＝ １ꎬ从而 ｜Ｇ ｜ ＝ ２×５２ ＝

５０ꎮ 再由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ５ ＝ １ꎬ从而 ｉ５ ＝ ２４ꎬ ｉ２ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ５ ＝ ５０－１－２４＝ ２５ꎬ因此

５９９
３０

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ５
５

＝ １＋２５
２
＋２４
５

＝ １８３
１０

ꎬ

矛盾ꎮ 当 ｃ＝１ 时ꎬ由 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５≤９５ 知 ａ≤４ꎮ 若 ａ≤３ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５≤２３×５＝ ４０ꎬ此时由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ５ ＝ １ꎬ
从而 ｉ５ ＝ ４ꎬ因此 Ｇ 中至多有 ｜Ｇ ｜ －ｉ５ ＝ ４０－４＝ ３６ 个 ２￣元素ꎮ 再由 ｈ(Ｇ)＝ ５ꎬ可得

５９９
３０

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋
ｉ５
５
≤１＋

｜Ｇ ｜ －ｉ５－１
２

＋
ｉ５
５
≤１＋３５

２
＋ ４
５

＝ １９３
１０

ꎬ

矛盾ꎮ 下面讨论 ａ＝ ４ 的情形ꎬ此时 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×５ ＝ ２４×５ ＝ ８０ꎬ由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ５ ＝ １ 或 １６ꎮ 若 ｎ５ ＝ １ꎬ令 Ｐ５∈
Ｓｙｌ５(Ｇ)ꎬ则 Ｐ５◁－Ｇꎬ由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得

ＮＧ(Ｐ５) / ＣＧ(Ｐ５)＝ Ｇ / ＣＧ(Ｐ５)≲Ａｕｔ(Ｐ５)≅Ｃ４ꎬ
从而 ４ ｜ ｜ＣＧ(Ｐ５) ｜ ꎬ故 ２ ｜ ｜ＣＧ(Ｐ５) ｜ ꎬ于是 Ｇ 中有 ２×５ ＝ １０ 阶元ꎬ与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎮ 若 ｎ５ ＝ １６ꎬ则 ｉ５ ＝ １６×４ ＝
６４ꎬ由

５９９
３０

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋
ｉ５
５

＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋６４
５

＝
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋６９
５
ꎬ

整理得 ２ｉ２＋ｉ４ ＝
７４
３
ꎬ矛盾ꎮ

情形 ３　 设 ｜π(Ｇ) ｜ ＝ ４ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 均为大于等于 １ 的整数ꎮ 由 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃ≤９５
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知 ｃ＝ １ꎬ ｂ≤２ꎬ ａ≤２ꎬ即 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５∈{２×３２×５ꎬ２×３×５ꎬ２２×３×５}ꎮ
令Ｐ２∈Ｓｙｌ２(Ｇ)ꎬ若 ｜Ｇ ｜ ＝ ２×３２×５ ＝ ９０ꎬ则 Ｐ２ 循环ꎬ故由文献[１１]中的定理 ２.５.５ 知 Ｇ 有正规 ２￣补 Ｎꎬ

｜Ｎ ｜ ＝ ３２×５＝４５ꎮ 因为 Ｎ◁－Ｇꎬ所以 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ３￣元素和 ５￣元素ꎬ故由 Ｓｙｌｏｗ 定理ꎬ得 ｎ３ ＝ｎ５ ＝ １ꎬ从而ｉ３ ＝ ８ꎬ
ｉ５ ＝ ４ꎮ 因此 ｎ２ ＝ ｉ２ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ３－ｉ５ ＝ ９０－１－８－４＝ ７７ꎬ这与 ｎ２ ｜ ｜Ｇ ｜矛盾ꎮ

若 ｜Ｇ ｜ ＝ ２×３×５＝ ３０ꎬ同理可得矛盾ꎬ因此 ｜Ｇ ｜ ＝ ２２×３×５＝ ６０ꎮ
引理 ２　 设有限群 Ｇ 满足 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(Ａ５)且 ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ａ５)ꎬ则 Ｇ 是单群ꎮ
证明　 由引理 １ 知 ｜Ｇ ｜ ＝ ２２ ×３×５ꎮ 假设 Ｇ 不是单群且 Ｎ≠Ｇ 是 Ｇ 的极小正规子群ꎬ下面对 ｜ π(Ｎ) ｜

讨论ꎮ
情形 １　 设 ｜π(Ｎ) ｜ ＝ ４ꎬ则 ｜Ｎ ｜ ＝ ２×３×５＝ ３０ꎬ由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ５￣元素ꎬ故 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ５￣子群

全部含于 Ｎ 中ꎮ 再由 Ｎ 的极小性可知 ｎ５(Ｎ)＝ ６ꎬ从而 Ｎ 中有 ６×４＝ ２４ 个 ５ 阶元ꎮ 同样地ꎬｎ３(Ｎ)＝ １０ꎬ从而

Ｎ 中有 １０×２＝ ２０ 个 ３ 阶元ꎮ 因此 ｜Ｎ ｜ >２４＋２０＝ ４４ꎬ这与 ｜Ｎ ｜ ＝ ３０ 矛盾ꎮ
情形 ２　 设 ｜π(Ｎ) ｜ ＝ ３ꎬ则 Ｎ 和 Ｇ / Ｎ 可解ꎬ从而 Ｇ 可解ꎬ于是 Ｎ 是初等交换 ｐ￣群(ｐ＝ ２ꎬ３ꎬ５)ꎬ矛盾ꎮ
情形 ３　 设 ｜π(Ｎ) ｜ ＝ ２ꎬ若 ｜Ｎ ｜ ＝ ５ꎬ则由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得

ＮＧ(Ｎ) / ＣＧ(Ｎ)＝ Ｇ / ＣＧ(Ｎ)≲Ａｕｔ(Ｎ)≅Ｃ４ꎬ
从而 ３ ｜ ｜ＣＧ(Ｎ) ｜ ꎬ于是 Ｇ 中有 ３×５＝ １５ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎮ

若 ｜Ｎ ｜ ＝ ３ꎬ同理可知 Ｇ 中有 １５ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎮ
若 ｜Ｎ ｜ ＝ ２２ꎬ则由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得

ＮＧ(Ｎ) / ＣＧ(Ｎ)＝ Ｇ / ＣＧ(Ｎ)≲Ａｕｔ(Ｎ)ꎬ
当 Ｎ≅Ｃ４ 时ꎬＡｕｔ(Ｎ)≅Ｃ２ꎬ此时 ｜ ＣＧ(Ｎ) ｜ ∈{６０ꎬ３０}ꎬ因此 ５ ｜ ｜ ＣＧ(Ｎ) ｜ ꎬ于是 Ｇ 中有 ２×５ ＝ １０ 阶元ꎬ与
ｈ(Ｇ)＝ ５矛盾ꎮ 同样地ꎬ当 Ｎ≅Ｃ２×Ｃ２ 时ꎬＧ 中有 １０ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎮ

若 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ则 Ｎ≤Ｚ(Ｇ)ꎬ于是 Ｇ 中有 １０ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ５ 矛盾ꎮ
因此这样的 Ｎ 不存在ꎬ从而 Ｇ 是单群ꎮ

２　 主要结果

定理 １　 设 Ｇ 是有限群ꎬ则 Ｇ≅Ａ５ 当且仅当 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(Ａ５)ꎬ ｈ(Ｇ)＝ ｈ(Ａ５)ꎮ
证明　 显然ꎬ必要性成立ꎬ故只需证充分性ꎮ
由引理 １、２ꎬＧ 是 ６０ 阶单群ꎬ再由文献[１１]中的定理 ２.４.７ꎬ得 Ｇ≅Ａ５ꎮ
ＰＳＬ(２ꎬ７)有 ２１ 个 ２ 阶元、５６ 个 ３ 阶元、４２ 个 ４ 阶元和 ４８ 个 ７ 阶元ꎬ因此 ｈ(ＰＳＬ(２ꎬ７))＝ ７ꎬ ｍ(ＰＳＬ(２ꎬ

７))＝ ９９８
２１

ꎮ

定理 ２　 设 Ｇ 是有限群ꎬ则 Ｇ≅ＰＳＬ(２ꎬ７)当且仅当 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(ＰＳＬ(２ꎬ７))ꎬ ｈ(Ｇ)＝ ｈ(ＰＳＬ(２ꎬ７))ꎮ
证明　 显然ꎬ只要证明当 ｍ(Ｇ)＝ ｍ(ＰＳＬ(２ꎬ７))ꎬ ｈ(Ｇ)＝ ｈ(ＰＳＬ(２ꎬ７))时ꎬＧ≅ＰＳＬ(２ꎬ７)即可ꎮ 因为

ｈ(Ｇ)＝ ７ꎬ假设 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃ×７ｄꎬ其中 ａꎬｂꎬｃꎬｄ 均为非负整数且 ｄ≥１ꎬ由

１＋ ｜Ｇ ｜ －１
７

≤１＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ４
４
＋
ｉ５
５
＋
ｉ６
６
＋
ｉ７
７

＝ｍ(Ｇ)＝ ９９８
２１

ꎬ

知 ｜Ｇ ｜≤３２６ꎬ所以 ｄ＝ １ 或 ２ꎮ 下面分 ８ 个步骤对定理 ２ 进行证明ꎮ
步骤 １　 ｄ＝ １ꎮ

若 ｄ＝ ２ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃ×７２≤３２６ꎬ从而 ２ａ×３ｂ×５ｃ≤３２６
４９

<７ꎬ因此 ｃ≤１ꎮ 而由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ７ ＝ １ꎬ故

ｉ７ ＝ ４８ꎮ 若 ｃ＝ １ꎬ则 ａ＝ｂ＝ ０ꎬ从而 ｜Ｇ ｜ ＝ ５×７２ ＝ ２４５ꎬ再由 Ｓｙｌｏｗ 定理ꎬｎ５ ＝ １ꎬ于是 Ｇ 中存在 ５×７ ＝ ３５ 阶元ꎬ这
与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎮ 因此 ｃ＝ ０ꎬ由此可得 ２ａ×３ｂ≤６ꎬ这意味着 ｂ≤１ꎮ

假设 ｂ＝ ０ꎬ则 ａ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎮ 当 ａ＝ ０ 或 １ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ７２ 或 ２×７２ ＝ ９８ꎬ由 ｈ(Ｇ)＝ ７ꎬ知
ｉ２ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ７≤９８－１－４８＝ ４９ꎬ
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因此

９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ７
７
≤１＋４９

２
＋４８
７

＝ ４５３
１４

ꎬ

矛盾ꎮ 当 ａ＝ ２ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ２２×７２ ＝ １９６ꎬ由 ｈ(Ｇ)＝ ７ 知 ｉ２＋ｉ４ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ７ ＝ １９６－１－４８＝ １４７ꎬ有
９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋
ｉ７
７

＝ １＋
ｉ２
２
＋
１４７－ｉ２

４
＋４８
７

＝
ｉ２
４
＋１ ２４９

２８
ꎬ

这意味着 ｉ２ ＝
３５
３
ꎬ矛盾ꎮ

假设 ｂ＝ １ꎬ则 ａ＝ ０ 或 １ꎮ 当 ａ＝ ０ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ３×７２ ＝ １４７ꎬ由 ｈ(Ｇ)＝ ７ꎬ知
ｉ３ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ７ ＝ １４７－１－４８＝ ９８ꎬ

从而

９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ３
３
＋
ｉ７
７

＝ １＋９８
３
＋４８
７

＝ ８５１
２１

ꎬ

矛盾ꎮ 因此 ａ＝ １ꎬ此时 ｜Ｇ ｜ ＝ ２×３×７２ ＝ ２９４ꎬ若令Ｐ２∈Ｓｙｌ２(Ｇ)ꎬ则 Ｐ２ 循环ꎬ故由文献[１１]中的定理 ２.５.５ 知 Ｇ
有正规 ２￣补 Ｎꎬ ｜Ｎ ｜ ＝ ３×７２ ＝ １４７ꎮ 由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ３￣元素和 ７￣元素ꎬ由 ｉ７ ＝ ４８ 和 ｈ(Ｇ)＝ ７ 知 ｉ３ ＝

｜Ｎ ｜ －１－ｉ７ ＝ １４７－１－４８＝ ９８ꎬ从而 ｉ２＋ｉ６ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ３－ｉ７ ＝ ２９４－１－９８－４８＝ １４７ꎬ于是

９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ６
６
＋
ｉ７
７

＝ １＋
ｉ２
２
＋９８
３
＋
１４７－ｉ２

６
＋４８
７

＝
ｉ２
３
＋２７３１

４２
ꎬ

易得 ｉ２ ＝ －１０５
２

ꎬ矛盾ꎮ

综上ꎬｄ＝ １ꎮ
步骤 ２　 ｎ７≠１ꎮ
假设 ｎ７ ＝ １ꎬ由步骤 １ 知 ｜ Ｇ ｜ ＝ ２ａ ×３ｂ ×５ｃ ×７ꎬ故 ｉ７ ＝ ６ꎮ 令 Ｐ ＝ ‹ｘ›∈Ｓｌｙ７(Ｇ)ꎬ则由文献[１１]中的定理

１.５.７ꎬ得
ＮＧ(Ｐ) / ＣＧ(Ｐ)＝ Ｇ / ＣＧ(Ｐ)≲Ａｕｔ(Ｐ)≅Ｃ６ꎬ

知 ｜Ｇ / ＣＧ(Ｐ) ｜ ｜ ６ꎬ若 ｃ≥１ꎬ则 ５ ｜ ｜ＣＧ(Ｐ) ｜ ꎬ从而 Ｇ 中存在 ７×５＝ ３５ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎬ因此 ｃ ＝ ０ꎮ 类

似地ꎬａ≤１ꎬ ｂ≤１ꎬ推出 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×７≤２×３×７＝ ４２ꎬ这意味着

９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ６
６
＋
ｉ７
７
≤１＋

｜Ｇ ｜ －１－ｉ７
２

＋
ｉ７
７

＝ １＋
｜Ｇ ｜ －１－ｉ７

２
＋ ６
７
≤１＋３５

２
＋ ６
７

＝ ２７１
１４

ꎬ

矛盾ꎬ从而 ｎ７≠１ꎮ
步骤 ３　 ａ≠５ꎮ
假设 ａ＝ ５ꎬ则由步骤 １ 及 ｜Ｇ ｜≤３２６ 知 ｜Ｇ ｜ ＝ ２５×７ ＝ ２２４ꎮ 由步骤 ２ 知 ｎ７≠１ꎬ从而 ｎ７ ＝ ８ꎬ于是 ｉ７ ＝ ８×６ ＝

４８ꎮ 再由 ｈ(Ｇ)＝ ７ 得 ｉ２＋ｉ４ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ７ ＝ ２２４－１－４８＝ １７５ꎬ有
９９８
２１

＝ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ４
４
＋
ｉ７
７

＝ １＋
ｉ２
２
＋
１７５－ｉ２

４
＋４８
７

＝
ｉ４
４
＋１ ４４５

２８
ꎬ

易得 ｉ２ ＝ －４９
３
ꎬ ｉ４ ＝

５７４
３

ꎬ矛盾ꎬ因此 ａ≠５ꎮ

步骤 ４　 ｎ７ ＝ ８ꎮ
由前面的讨论可知ꎬ下面只需讨论 ｄ＝ １ꎬ ａ≤４ 且 ｎ７>１ꎬ即 ｎ７ ＝ ８ꎬ１５ꎬ３６ 的情形ꎮ
假设 ｎ７ ＝ ３６ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ２２×３２×７＝ ２５２ꎬ从而 ｉ７ ＝ ３６×６＝ ２１６ꎮ 令Ｐ２∈Ｓｙｌ２(Ｇ)ꎬ Ｐ３∈Ｓｙｌ３(Ｇ)ꎬ则 Ｐ２≅Ｃ４ 或

Ｐ２≅Ｃ２×Ｃ２ꎬ而 Ｐ３≅Ｃ３×Ｃ３ꎮ
若 Ｐ２≅Ｃ４ꎬ由文献[１１]中的定理 ２.５.５ 知 Ｇ 有正规 ２￣补 Ｎꎬ并且 ｜ Ｎ ｜ ＝ ３２×７ ＝ ６３ꎬ由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ

的所有 ７￣元素ꎬ从而 ｎ７ ＝ｎ７(Ｎ)＝ １ꎬ这与 ｎ７ ＝ ３６ 矛盾ꎮ 若 Ｐ２≅Ｃ２×Ｃ２ꎬ对每一个 ｘ∈Ｐ２ꎬ都有 ｘ∈ＣＧ(ｘ)≤Ｇꎬ
因为 Ｐ２ 交换ꎬ所以 Ｐ２≤ＣＧ(ｘ)≤Ｇꎬ因此 ４ ｜ ｜ＣＧ(ｘ) ｜ ꎮ 若 ｜ＣＧ(ｘ) ｜ >４ꎬ则 ｜ＣＧ(ｘ) ｜∈{１２ꎬ２８ꎬ３６ꎬ８４ꎬ２５２}ꎬ即
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３ ｜ ｜ＣＧ(ｘ) ｜或 ７ ｜ ｜ＣＧ(ｘ) ｜ ꎬ从而 Ｇ 中存在 ２×３＝ ６ 或 ２×７＝ １４ 阶元ꎬ这与 π(Ｇ)＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬ７}矛盾ꎮ 因此对每

一个 ２ 阶元 ｘ∈Ｇꎬ有 ｜ＣＧ(ｘ) ｜ ＝ ４ꎬ此时若存在 Ｇ 的两个不同的 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群 Ｐ２ꎬＰ′２的交非平凡ꎬ由 ｜ Ｐ２ ｜ ＝
｜Ｐ′２ ｜ ＝ ４ 知 ｜ Ｐ２∩Ｐ′２ ｜ ＝ ２ꎬ从而 Ｐ２∩Ｐ２≅Ｃ２≅‹ ｘ›ꎮ 因为 Ｐ２ 和 Ｐ′２均含于 ＣＧ( ｘ)ꎬ所以 ｜ ＣＧ( ｘ) ｜ ≥６ꎬ这与

｜ＣＧ(ｘ) ｜ ＝ ４矛盾ꎬ因此 Ｇ 的不同的 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群的交平凡ꎮ 同理可得 Ｇ 的不同的 Ｓｙｌｏｗ ３￣子群 Ｐ３≅Ｃ３×Ｃ３

的交平凡ꎬ从而 ｉ２ ＝ ３ｎ２ꎬ ｉ３ ＝ ８ｎ３ꎮ 因此ꎬ由 ｈ(Ｇ)＝ ７ꎬ得
｜Ｇ ｜ ＝ １＋ｉ２＋ｉ３＋ｉ６＋ｉ７ ＝ ｉ２＋ｉ３＋ｉ６＋２１７＝ ２５２ꎬ

ｍ(Ｇ)＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ６
６
＋
ｉ７
７

＝ １＋
ｉ２
２
＋
ｉ３
３
＋
ｉ６
６
＋２２３

７
ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

当 ｉ６ ＝ ０ 时ꎬ易得 ｉ２ ＝ ２４ꎬ ｉ３ ＝ １１ꎬ从而 ｎ２ ＝ ８ꎬ ｎ３ ＝
１１
８
ꎬ矛盾ꎮ 当 ｉ６≠０ 时ꎬｉ６≥２ꎬ得 ｉ２＋ｉ３＋ｉ６ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ７ ＝ ２５２－

２１７＝ ３５ 且 ３ｉ２＋２ｉ３＋ｉ６ ＝ ９４ꎬ于是 ２ｉ２＋ｉ３ ＝ ５９ꎮ 由 ｉ６≥２ꎬ得 ｉ３ ＝ ３５－ｉ２－ｉ６≤３５－ｉ２－２ ＝ ３３－ｉ２ꎬ故 ５９ ＝ ２ｉ２＋ｉ３≤２ｉ２＋
３３－ｉ２ ＝ ３３＋ｉ２ꎬ于是 ２６≤ｉ２ꎮ 又因为 ８≤ｉ３ꎬ所以 ３６＝ ２６＋８＋２≤ｉ２＋ｉ３＋ｉ６ ＝ ３５ꎬ矛盾ꎮ 因此 ｎ７≠３６ꎮ

假设 ｎ７ ＝１５ꎬ则由步骤 １ 知 ｄ＝１ꎬ从而 ｉ７ ＝ １５×６＝ ９０ꎬ再由 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃ×７≤３２６ 且 ｎ７ ＝ １５ ｜ ｜Ｇ ｜知 ｃ ＝ １ꎬ
１≤ｂ≤２ꎬ ａ≤１ꎮ

令 ｂ＝ ２ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ３２×５×７＝ ３１５ꎬ从而 ｎ３ ＝ １ 或 ７ꎬｎ５ ＝ １ 或 ２１ꎬ因此 ｉ５≤２１×４ ＝ ８４ꎮ 当 ｎ３ ＝ １ 时ꎬ有 ｉ３ ＝ ８ꎬ
ｉ５ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ３－ｉ７ ＝ ３１５－１－８－９０ ＝ ２１６ꎬ这与 ｉ５≤８４ 矛盾ꎮ 当 ｎ３ ＝ ７ 时ꎬ因为 Ｇ 的不同的 Ｓｙｌｏｗ ３￣子群的交平

凡ꎬ所以 ｉ３ ＝ ７×８＝ ５６ꎬ ｉ５ ＝ ｜Ｇ ｜ －１－ｉ３－ｉ７ ＝ ３１５－１－５６－９０＝ １６８ꎬ这与 ｉ５≤８４ 矛盾ꎬ因此 ｂ ＝ １ꎮ 下面对 ａ 进行讨

论ꎬ当 ａ＝ ０ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ３×５×７＝ １０５ꎬ此时 Ｐ３ 循环ꎬ由文献[１１]中的定理 ２.５.５ 知 Ｇ 有正规 ３￣补 Ｎꎬ ｜Ｎ ｜ ＝ ５×７＝
３５ꎬ由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ７￣元素ꎬ因此 ｎ７ ＝ｎ７(Ｎ)＝ １ꎬ这与 ｎ７ ＝ １５ 矛盾ꎮ 当 ａ＝ １ 时ꎬ ｜Ｇ ｜ ＝ ２×３×５×７＝

２１０ꎬ此时 Ｐ２ 循环ꎬ由文献[１１]中的定理 ２.５.５ 知 Ｇ 有正规 ２￣补 Ｎꎬ并且 ｜Ｎ ｜ ＝ ３×５×７ ＝ １０５ꎬ此时由 Ｎ◁－Ｇ 知

Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ７￣元素ꎬ从而 ｎ７ ＝ｎ７(Ｎ)ꎬ由 ｜Ｎ ｜ ＝ ３×５×７＝ １０５ 知 Ｎ 的 Ｓｙｌｏｗ ３￣子群循环ꎬ根据 ａ ＝ ０ 的情形

得矛盾ꎮ
综上ꎬｎ７ ＝ ８ꎮ
步骤 ５　 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ×５ｃ×７ｄ ＝ ２３×３×７＝ １６８ꎮ
由前面的讨论知ꎬｄ＝ １ꎬ ｎ７ ＝ ８ꎬ ａ≠５ꎬ于是 ｉ７ ＝ ８×６＝ ４８ꎬ ａ＝ ３ 或 ４ꎮ 若 ｃ>０ꎬ则由 ｎ７ ＝ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｐ７) ｜ ＝ ８ 知

５ ｜ ｜ＮＧ(Ｐ７) ｜ ꎬ其中Ｐ７∈Ｓｙｌ７(Ｇ)ꎮ 再由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得
ＮＧ(Ｐ７) / ＣＧ(Ｐ７)≲Ａｕｔ(Ｐ７)≅Ｃ６ꎬ

从而 ５ ｜ ｜ＣＧ(Ｐ７) ｜ ꎬ故 Ｇ 中存在 ５×７＝ ３５ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎬ因此 ｃ＝ ０ꎬ
２３×３ｂ×７≤２ａ×３ｂ×７＝ ｜Ｇ ｜≤３２６ꎬ

于是 ｂ≤１ꎮ 若 ｂ＝ ０ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×７ꎬ有
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｜Ｇ ｜ －１－ｉ７
２

＋
ｉ７
７
≤１＋２

４×７－４９
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ꎬ

矛盾ꎮ 因此 ｂ＝ １ꎬ即 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×３×７ꎬ如果 ａ＝ ４ꎬ则 ｜Ｇ ｜ ＝ ２４×３×７＝ ３３６>３２６ꎬ矛盾ꎮ 故 ａ＝ ３ꎬ这意味着 ｜Ｇ ｜ ＝ ２ａ×
３ｂ×５ｃ×７ｄ ＝ ２３×３×７＝ １６８ꎮ

步骤 ６　 Ｇ 是单群ꎮ
由步骤 ４—５ꎬ知 ｜Ｇ ｜ ＝ １６８＝ ２３×３×７ꎬ ｎ７ ＝ ８ꎬ因此 ｉ７ ＝ ８×６ ＝ ４８ꎮ 如果 Ｇ 不是单群ꎬ则假设 Ｎ≠Ｇ 是 Ｇ 的

极小正规子群ꎮ 若 ７ ｜ ｜Ｎ ｜ ꎬ则由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ７￣元素ꎬ从而 ｜Ｎ ｜≥８×６＋１＝ ４９ꎬ因此 ｜Ｎ ｜ ＝ ２３×７ 或

｜Ｎ ｜ ＝ ２２×３×７ꎮ 若 ｜Ｎ ｜ ＝ ２３×７ꎬ则 Ｎ 中恰有 ｜Ｎ ｜ －ｉ７ ＝ ２３×７－８×６＝ ８ 个 ２￣元素ꎬ从而 ｎ２(Ｎ)＝ １ꎬ根据文献[１１]中
的命题 ２.２.３ꎬ得 Ｐ２ 是 Ｎ 的特征子群ꎬ其中Ｐ２∈Ｓｙｌ２(Ｇ)ꎬ这意味着 Ｐ２◁－Ｇꎬ与 Ｎ 的选取矛盾ꎮ 若 ｜Ｎ ｜ ＝ ２２×３×７ꎬ
则 Ｎ 只有一个 Ｓｙｌｏｗ ７￣子群ꎬ从而 Ｇ 只有一个 Ｓｙｌｏｗ ７￣子群ꎬ这与 ｎ７ ＝ ８ 矛盾ꎬ因此 ７ ｜Ｎ ｜ ꎮ

设 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ａ×３ｂꎬ其中 ｂ≤１ꎬ若 ｂ ＝ １ꎬ即 ３ ｜ ｜ Ｎ ｜ ꎬ则存在 ｘ∈Ｎ 使得 ｏ( ｘ) ＝ ３ꎬ从而‹ ｘ›∈Ｓｌｙ３(Ｇ)ꎮ 若

７ ｜ ｜ＮＧ(ｘ) ｜ ꎬ由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得
ＮＧ(ｘ) / ＣＧ(ｘ)≲Ａｕｔ(‹ｘ›)≅Ｃ２ꎬ

则 ７ ｜ ｜ＣＧ(ｘ) ｜ ꎬ故 Ｇ 中存在 ３×７ ＝ ２１ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎬ因此 ７ ｜ ＮＧ(ｘ) ｜ ꎬ即 ７ ｜Ｇ:ＮＧ(ｘ) ｜ ꎬ亦即
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ｎ３(Ｇ)＝ ｜Ｇ:ＮＧ(ｘ) ｜≥７ꎬ故 ｎ３(Ｇ)＝ ７ 或 ２８ꎮ 由 Ｎ◁－Ｇ 知 Ｎ 包含 Ｇ 的所有 ３￣元素ꎬ若 ｎ３(Ｇ)＝ ２８ꎬ则 Ｎ 中有

２８×２＝ ５６ 个非单位 ３￣元素ꎬ这与 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ａ×３ｂ≤２３×３＝ ２４ 矛盾ꎮ 若 ｎ３(Ｇ)＝ ７ꎬ则 Ｎ 中有 ７×２ ＝ １４ 个非单位 ３￣
元素ꎬ此时 ａ＝ ３ꎬ所以 ｜Ｎ ｜ ＝ ２３×３＝ ２４ꎬ进而 Ｎ 中包含 ｜Ｎ ｜ －１４＝ １０ 个 ２￣元素ꎬ但 Ｎ 中 ２ 个不同的 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群

至少提供 １２ 个 ２￣元素ꎬ故矛盾ꎮ 因此 ｂ＝０ꎬ即 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ａꎮ 若 ａ＝ １ 或 ２ꎬ则 Ｎ≅Ｃ２ꎬＣ４ 或 Ｃ２×Ｃ２ 知 ｜Ａｕｔ(Ｎ) ｜≤６ꎬ
由文献[１１]中的定理 １.５.７ꎬ得

ＮＧ(Ｎ) / ＣＧ(Ｎ)＝ Ｇ / ＣＧ(Ｎ)≲Ａｕｔ(Ｎ)ꎬ
知 ７ ｜ ｜ＣＧ(Ｎ) ｜ ꎬＧ 中存在 ２×７＝ １４ 阶元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎮ 因此 ａ＝ ３ꎬ即 ｜Ｎ ｜ ＝ ２３ 且 ｎ２(Ｇ)＝ １ꎬ故 Ｇ 中有

８ 个 ２￣元素ꎮ 由 ｎ３(Ｇ)∈{１ꎬ４ꎬ７ꎬ２８}知 ｉ３≤２８×２＝ ５６ꎬ由
｜Ｇ ｜ －(１＋ｉ２＋ｉ４)－ｉ７ ＝ １６８－８－４８＝ １１２ꎬ

知 Ｇ 中有 ６ 阶元ꎬ且 ｉ３＋ｉ６ ＝ １１２ꎮ 因此
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＋４８
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ｉ３
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＋１ ２６１
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ꎬ

整理得 １０５≤ｉ３ꎬ这与 ｉ３≤５６ 矛盾ꎮ
综上ꎬ这样的 Ｎ 不存在ꎬ故 Ｇ 是单群ꎮ
步骤 ７　 Ｇ 中无 ６ 阶元ꎮ
令 Ｋ＝ＮＧ(Ｐ)ꎬ其中 Ｐ∈Ｓｙｌ７(Ｇ)ꎬ因为 ｎ７(Ｇ)＝ ８ꎬ所以 ｜ Ｋ ｜ ＝ ｜ ＮＧ(Ｐ) ｜ ＝ ２１ꎬ于是 Ｋ ＝ Ｐ Ｑꎬ其中 Ｑ∈

Ｓｙｌ３(Ｇ)ꎬ由 Ｓｙｌｏｗ 定理知 ｎ３(Ｋ)＝ １ 或 ７ꎮ 若 ｎ３(Ｋ)＝ １ꎬ则 Ｑ◁－Ｇꎬ从而 Ｋ＝Ｐ×Ｑꎬ于是 Ｇ 中存在 ３×７ ＝ ２１ 阶

元ꎬ这与 ｈ(Ｇ)＝ ７ 矛盾ꎮ 因此 ｎ３(Ｋ)＝ ７ꎬ从而 ｎ３(Ｇ)＝ ７ 或 ２８ꎮ 又由步骤 ６ 知 Ｇ 是单群ꎬ则 Ｇ 中存在 Ｋ 的

共轭子群 Ｋ１ 且 Ｋ≠Ｋ１ꎮ 若 ｜Ｋ∩Ｋ１ ｜ ＝ １ꎬ则 ｜ ＫＫ１ ｜ >１６８ꎬ矛盾ꎮ 若 ｜ Ｋ∩Ｋ１ ｜ ＝ ７ꎬ则 Ｋ∩Ｋ１∈Ｓｙｌ７(Ｋ)ꎬ又因为

Ｐ∈Ｓｙｌ７(Ｋ)且 Ｐ 是 Ｋ 中唯一的 Ｓｙｏｌｗ ７￣子群ꎬ所以 Ｐ ＝ Ｋ∩Ｋ１ ≤Ｋ 且 Ｐ∈Ｓｙｌ７(Ｋ１)ꎬ再由 Ｋ１ 有唯一的

Ｓｙｌｏｗ ７￣子群知 Ｐ◁－Ｋ１ꎬ从而 Ｋ＝Ｋ１ꎬ矛盾ꎮ 因此ꎬ ｜Ｋ∩Ｋ１ ｜ ＝ ３ 且 Ｋ∩Ｋ１∈Ｓｙｌ３(Ｇ)ꎬ此时由文献[１１]中的命

题 ２.２.５ 知 Ｋ＝ＮＧ(Ｐ)＝ ＮＧ(ＮＧ(Ｐ))＝ ＮＧ(Ｋ)ꎮ 再由 ｜Ｇ:ＮＧ(Ｋ) ｜ ＝ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｐ) ｜ ＝ｎ７ ＝８ 及 ＮＧ(Ｋ∩Ｋ１)≤ＮＧ(Ｋ)ꎬ有
ｎ３(Ｇ)＝ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｋ∩Ｋ１) ｜≥ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｋ) ｜ ＝ ８ꎬ

于是 ｎ３(Ｇ)＝ ２８ꎬ ｜ＮＧ(Ｑ) ｜ ＝ ｜ＮＧ(Ｋ∩Ｋ１) ｜ ＝ ６ꎬ因此 ｉ３ ＝ ２８×２＝ ５６ꎮ
若 Ｇ 中有 ６ 阶元ꎬ则 ＮＧ(Ｑ)≅Ｃ６ 或 Ｓ３ꎮ 假设 ＮＧ(Ｑ)≅Ｓ３ꎬ则 ＣＧ(Ｑ)＝ Ｑꎬ即 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ３￣子群在 Ｇ 中

的中心化子是其自身ꎬ但 Ｇ 中有 ６ 阶元ꎬ设 ｘ∈Ｇ 且 ｏ(ｘ)＝ ６ꎬ这意味着 ３ 阶元 ｘ２ 与 ２ 阶元 ｘ３ 可交换ꎬ即ｘ３∈
ＣＧ(‹ｘ２›)＝ ‹ｘ２›∈Ｓｙｌ３(Ｇ)ꎬ矛盾ꎮ 因此 ＮＧ(Ｑ)≅Ｃ６ꎬ由文献[１１]中的命题 ２.２.５ 知 ＮＧ(Ｑ)＝ ＮＧ(ＮＧ(Ｑ))ꎬ有

｜Ｇ:ＮＧ(ＮＧ(Ｑ)) ｜ ＝ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｑ) ｜ ＝ｎ３(Ｇ)＝ ２８ꎬ
这表明 Ｇ 中有 ２８ 个循环子群共轭于 ＮＧ(Ｑ)ꎬ从而 Ｇ 中有 ２８×２＝ ５６ 个 ６ 阶元ꎮ 再由

｜Ｇ ｜ －ｉ３－ｉ６－ｉ７ ＝ １６８－５６－５６－４８＝ ８ꎬ
知 Ｇ 中有 ８ 个 ２￣元素ꎬ故
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ꎬ

矛盾ꎮ 因此 Ｇ 中无 ６ 阶元ꎮ
步骤 ８　 Ｇ≅ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎮ
由前面的讨论可知 Ｇ 是 １６８ 阶单群ꎬＧ 中无 ６ 阶元且 ｈ(Ｇ) ＝ ７ꎮ 由文献[４]中的引理 ４.７ 得 Ｇ≅

ＰＳＬ(２ꎬ７)ꎮ
综上所述ꎬ定理 ２ 成立ꎮ
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