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一类具有双垂直传播和媒介呈 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长的媒介传染病模型

李璐ꎬ张瑞霞∗

(中北大学数学学院ꎬ 山西 太原 ０３００５１)

摘要:媒介传染病是通过生物媒介传播的传染性疾病ꎬ蚊媒传染病最为常见ꎮ 本文考虑宿主和媒介的双垂直传播以及媒介

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长ꎬ建立媒介传染病传播模型ꎬ求出基本再生数 Ｒ０ꎬ分析模型平衡点的存在性与全局稳定性ꎮ 结果显示ꎬ当 Ｒ０ <１
时ꎬ无病平衡点全局渐近稳定ꎻ当 Ｒ０>１时ꎬ正平衡点全局渐近稳定ꎮ 最后通过数值模拟验证结论ꎬ同时揭示媒介呈 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增

长时ꎬ如果不捕杀蚊虫ꎬ媒介传染病始终流行ꎬ当蚊虫灭杀率达到一定比例时ꎬ媒介传染病逐渐消亡ꎬ提高对蚊子的灭杀率会

对传染病防治产生积极影响ꎮ
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０　 引言

媒介传染病是通过生物媒介传播的传染性疾病ꎬ蚊媒传染病最为常见ꎮ 蚊子被视为威胁人类的“头号

杀手”ꎬ病媒传播的疾病占全部传染病的 １７％以上ꎬ每年导致 ７０多万人死亡ꎮ 常见的蚊媒传染病有疟疾、日
本脑炎[１]、登革热[２]、黄热病[３]、西尼罗河热[４]等ꎮ 据世界卫生组织统计显示ꎬ世界上 １２９ 余个国家 ３９ 亿多

人面临感染登革热的风险ꎬ每年估计发生 ９ ６００万有症状病例和 ４万例死亡[５]ꎮ
　 　 文献[６]指出染病媒介的后代可以垂直传播疾病ꎬ文献[ ７]建立了具有垂直传播的媒介传染病传
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播模型ꎻ文献[８]考虑了宿主和媒介的垂直传播ꎬ建立了一类宿主和媒介双垂直传播以及宿主指数增

长的媒介传染病传播模型ꎬ研究了宿主与媒介接触率对传染病传播的影响ꎮ 事实上ꎬ由于资源有限ꎬ媒
介增长呈 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 型增长更为合理ꎬ故本文建立媒介呈 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 型增长的媒介传染病传播模型ꎬ并对其

进行研究ꎮ

１　 模型的建立

ＳＨ( ｔ)、ＩＨ( ｔ)、ＲＨ( ｔ)、ＳＭ( ｔ)、ＩＭ( ｔ)分别表示易感人类、染病人类、康复人类、易感蚊子、染病蚊子在 ｔ 时刻

的数量ꎬＮＨ( ｔ)、ＮＭ( ｔ)分别表示人类总数量和蚊子总数量ꎬｒ 表示蚊子的内禀增长率ꎬｕＨ 表示人类的出生率

与自然死亡率ꎬｕＭ 表示对蚊子的灭杀率ꎬＫ 表示蚊子的环境容纳量ꎬγ 表示染病人类的康复率ꎬｑＨ、ｑＭ 分别

表示人类和蚊子的垂直传播率ꎬ其中 ０≤ｑＨ<１ꎬ ０≤ｑＭ<１ꎮ 由于状态不同ꎬ健康蚊子与染病蚊子对人的叮咬

频率也有区别ꎮ ａ１ 表示易感蚊子对染病人类的叮咬率ꎻａ２ 表示染病蚊子对易感人类的叮咬率ꎻｂ１ 表示易感

蚊子叮咬染病人类后患病的概率ꎻｂ２ 表示易感人类被染病蚊子叮咬后患病的概率ꎮ 则此类蚊媒传染病传播

流程图如图 １所示ꎮ

图 １　 传播流程图
Ｆｉｇ.１　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

　 　 传播模型可建立为
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(１)

其中(ＳＨ(０)、ＩＨ(０)、ＲＨ(０)、ＳＭ(０)、ＩＭ(０))∈Ｒ５＋ꎬ Ｒ５＋表示非负集ꎮ 接下来将分析模型的正不变集ꎮ
定理 １.１　 对任意(ＳＨ(０)ꎬＩＨ(０)ꎬＲＨ(０)ꎬＳＭ(０)ꎬＩＭ(０))∈Ｒ５＋ꎬ带有初始条件的模型(１)的解(ＳＨ( ｔ)、

ＩＨ( ｔ)、ＲＨ( ｔ)、ＳＭ( ｔ)、ＩＭ( ｔ))∈Ｒ５＋ꎮ
证明　 令 Ｔ＝ ｓｕｐ {τ≥０ ｜∀ｔꎬ当 ０<ｔ<τ 时ꎬＳＨ( ｔ)≥０ꎬ ＩＨ( ｔ)≥０ꎬ ＲＨ( ｔ)≥０ꎬ ＳＭ( ｔ)≥０ꎬ ＩＭ( ｔ)≥０}ꎬ要证

明 Ｔ＝ ＋∞ ꎮ
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采用反证法ꎮ 假设 ０<Ｔ<＋∞ ꎬ由于解的连续性有 ＳＨ(Ｔ)＝ ０ 或 ＩＨ(Ｔ)＝ ０ 或 ＲＨ(Ｔ)＝ ０ 或 ＳＭ(Ｔ)＝ ０ 或

ＩＭ(Ｔ)＝ ０ꎮ

若在 ＩＨꎬＲＨꎬＳＭꎬＩＭ 为 ０之前有 ＳＨ(Ｔ)＝ ０ꎬ因此
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但根据模型(１)的第一个方程有
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在 ＳＨꎬＲＨꎬＳＭꎬＩＭ 为 ０之前有 ＩＨ(Ｔ)＝ ０的情形ꎬ在 ＳＨꎬＩＨꎬＳＭꎬＩＭ 为 ０ 之前有 ＲＨ(Ｔ)＝ ０ 的情形ꎬ 在 ＳＨꎬ

ＩＨꎬＲＨꎬＩＭ 为 ０之前有 ＳＭ(Ｔ)＝ ０的情形ꎬ在 ＳＨꎬＩＨꎬＲＨꎬＳＭ 为 ０之前有 ＩＭ(Ｔ)＝ ０的情形ꎬ都可类似推出矛盾ꎬ
从而假设错误ꎬ故 Ｔ＝ ＋∞ ꎮ

定理 １.２　 模型(１)的正向不变集为

Ω＝ (ＳＨꎬＩＨꎬＲＨꎬＳＭꎬＩＭ)∈Ｒ５＋:ＳＨ＋ＩＨ＋ＲＨ ＝Ｎꎬ ＳＭ＋ＩＭ ＝ＮＭ≤
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ{ } ꎮ
证明　 将模型(１)的前三式相加ꎬ可知 ＮＨ 为常数ꎬ设为 Ｎꎮ 后两式相加得
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ｒ
的非负性ꎬ须有 ｒ>ｕＭꎮ

２　 基本再生数和平衡点的存在性

将模型(１)降维ꎬ得到
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(２)

易得模型始终存在无病平衡点 Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
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令 β１ ＝ａ１ｂ１ꎬ β２ ＝ａ２ｂ２ꎮ 利用下一代生成矩阵法[９]求得基本再生数为 Ｒ０ ＝
　 Ｋβ１ β２(ｒ－ｕＭ)
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ꎮ

定理 ２.１　 模型(２)始终存在无病平衡点 Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
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÷ ꎻ若 Ｒ０>１ꎬ 模型(２)存在唯一的地方病

平衡点 Ｅ∗(Ｓ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｍ ꎬＮ∗Ｍ )ꎮ
证明　 令模型(２)的右端等于零ꎬ即
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ｕＨ(Ｎ－ＳＨ－ＩＨ)＋(１－ｑＨ)ｕＨＩＨ－
β２ＳＨＩＭ

Ｎ
＝ ０ꎬ

β２ＳＨＩＭ
Ｎ
＋ｑＨｕＨＩＨ－ｕＨＩＨ－γＩＨ ＝ ０ꎬ

β１(ＮＭ－ＩＭ) ＩＨ
Ｎ

＋ｒｑＭＩＭ １－
ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭＩＭ ＝ ０ꎬ

ｒＮＭ １－
ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭＮＭ ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(３)

当 ＮＭ≠０时ꎬ

Ｎ∗Ｍ ＝
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
ꎬ　 Ｓ∗Ｈ ＝

ＮｕＨ－ｕＨＩ∗Ｈ －γＩ∗Ｈ
ｕＨ

ꎬ　 Ｉ∗Ｍ ＝
Ｋβ１Ｉ∗Ｈ (ｒ－ｕＭ)

ｒβ１Ｉ∗Ｈ ＋(１－ｑＭ)ｕＭｒＮ
ꎮ (４)

将式(４)代入系统(３)中第 ２个方程ꎬ得到 １个一元二次方程:
－[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ][(ｕＨ＋γ)Ｒ２０(１－ｑＭ)ｕＭ＋ｕＨ β１] Ｉ∗Ｈ ２＋(Ｒ２０－１)[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ](１－ｑＭ)ｕＭＮｕＨＩ∗Ｈ

ｕＨ β１Ｉ∗Ｈ ＋ＮｕＨ(１－ｑＭ)
＝ ０ꎮ (５)

Ｉ∗Ｈ ＝０始终满足方程(５)ꎬ此时对应无病平衡点 Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ Ｉ∗Ｈ≠０ꎬ Ｉ∗Ｈ ＝

(Ｒ２０－１)(１－ｑＭ)ｕＭｕＨＮ
(ｕＨ＋γ)Ｒ２０(１－ｑＭ)ｕＭ＋ｕＨ β１

满足方程(５)ꎮ
因为 ｕＨ、ｕＭ、β１ 非负ꎬ且 ０≤ｑＭ<１ꎬ因此当 Ｒ０>１时ꎬ有 Ｉ∗Ｈ >０ꎬ所以模型存在唯一的正平衡点 Ｅ∗(Ｓ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｈ ꎬ

Ｉ∗Ｍ ꎬＮ∗Ｍ )ꎬ其中

Ｎ∗Ｍ ＝
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
ꎬ　 Ｓ∗Ｈ ＝

ＮｕＨ－ｕＨＩ∗Ｈ －γＩ∗Ｈ
ｕＨ

ꎬ　 Ｉ∗Ｍ ＝
Ｋβ１Ｉ∗Ｈ (ｒ－ｕＭ)

ｒβ１Ｉ∗Ｈ ＋(１－ｑＭ)ｕＭｒＮ
ꎬ　 Ｉ∗Ｈ ＝

(Ｒ２０－１)(１－ｑＭ)ｕＭｕＨＮ
(ｕＨ＋γ)Ｒ２０(１－ｑＭ)ｕＭ＋ｕＨ β１

ꎮ

３　 平衡点的局部稳定性

定理 ３.１　 当 Ｒ０<１ 时ꎬ无病平衡点 Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是局部渐近稳定的ꎻ当 Ｒ０ >１ 时ꎬ无病平衡点

Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是不稳定的ꎮ

证明　 模型(２)的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ＝

－ｕＨ－
β２ＩＭ
Ｎ

－ｑＨｕＨ －
β２ＳＨ

Ｎ
０

β２ＩＭ
Ｎ

－(１－ｑＨ)ｕＨ－γ
β２ＳＨ

Ｎ
０

０
β１(ＮＭ－ＩＭ)

Ｎ
－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｒｑＭ １－

ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭ

β１ＩＨ
Ｎ
－
ｒｑＭＩＭ
Ｋ

０ ０ ０ ｒ－
２ｒＮＭ

Ｋ
－ｕＭ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

模型(２)在 Ｅ０ 处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ ｜ Ｅ０ ＝

－ｕＨ －ｑＨｕＨ －β２ ０

０ －(１－ｑＨ)ｕＨ－γ β２ ０

０
β１Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒＮ
(ｑＭ－１)ｕＭ ０

０ ０ ０ ｕＭ－ｒ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ
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对应的特征方程为

(λ＋ｕＨ)(λ－ｕＭ＋ｒ) (λ＋(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ)(λ－(ｑＭ－１)ｕＭ)－
Ｋβ１β２(ｒ－ｕＭ)

ｒＮ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０ꎬ

可得特征根 λ１ ＝ －ｕＨ<０ꎬ λ２ ＝ｕＭ－ｒ<０ꎬ其余特征根由下面的方程决定

[λ＋(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ][λ－(ｑＭ－１)ｕＭ]－
Ｋβ１β２(ｒ－ｕＭ)

ｒＮ
＝ ０ꎬ

化简为

λ２＋[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ＋(１－ｑＭ)ｕＭ]λ＋(１－Ｒ２０)[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ](１－ｑＭ)ｕＭ ＝ ０ꎮ
由于ｑＨ∈[０ꎬ１)ꎬ ｑＭ∈[０ꎬ１)ꎬ故(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ＋(１－ｑＭ)ｕＭ>０ꎬ当 Ｒ０<１ 时ꎬ(１－Ｒ２０)[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ](１－

ｑＭ)ｕＭ>０ꎬ方程有两个负特征根ꎬ此无病平衡点 Ｅ０ 是渐近稳定的ꎻ当 Ｒ０>１ 时ꎬ(１－Ｒ２０)[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ](１－
ｑＭ)ｕＭ<０ꎬ所以特征方程至少有一个正实部特征根ꎬ故无病平衡点 Ｅ０ 不稳定ꎮ

定理 ３.２　 当 Ｒ０>１时ꎬ地方病平衡点 Ｅ∗(Ｓ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｍ ꎬＮ∗Ｍ )是局部渐近稳定的ꎮ
证明　 模型(２)在 Ｅ∗处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ ｜ Ｅ∗ ＝

－ｕＨ－
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

－ｑＨｕＨ －
β２Ｓ∗Ｈ
Ｎ

０

β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

－(１－ｑＨ)ｕＨ－γ
β２Ｓ∗Ｈ
Ｎ

０

０
β１(Ｎ∗Ｍ －Ｉ∗Ｍ )

Ｎ
－
β１Ｉ∗Ｈ
Ｎ
＋ｒｑＭ １－

Ｎ∗Ｍ
Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭ

β１Ｉ∗Ｈ
Ｎ
－
ｒｑＭＩ∗Ｍ
Ｋ

０ ０ ０ ｒ－
２ｒＮ∗Ｍ
Ｋ
－ｕＭ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

易得其中一个特征根为 λ１ ＝ ｒ－
２ｒＮ∗Ｍ
Ｋ
－ｕＭ ＝ｕＭ－ｒ<０ꎬ其余特征根由左上角 ３×３ 型矩阵决定ꎬ其对应的特征多

项式为

Ｆ(λ)＝

λ＋ｕＨ γ ０

－
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

λ＋(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ＋
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

－
β２Ｓ∗Ｈ
Ｎ

０ －
β１(Ｎ∗Ｍ －Ｉ∗Ｍ )

Ｎ
λ＋

β１Ｉ∗Ｈ
Ｎ
－ｒｑＭ １－

Ｎ∗Ｍ
Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｕＭ

ꎮ

按第 ３列展开得到 (λ＋ｂ１)(λ２＋ｂ２λ＋ｂ３)＋ｂ４λ＋ｂ５ ＝λ３＋ａ１λ２＋ａ２λ＋ａ３ꎬ其中

ａ１ ＝ｂ１＋ｂ２ꎬ
ａ２ ＝ｂ３＋ｂ１ｂ２＋ｂ４ꎬ
ａ３ ＝ｂ１ｂ３＋ｂ５ꎬ

ｂ１ ＝
β１Ｉ∗Ｈ
Ｎ
－ｒｑＭ １－

Ｎ∗Ｍ
Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｕＭ ＝

β１Ｉ∗Ｈ
Ｎ
＋(１－ｑＭ)ｕＭꎬ

ｂ２ ＝ｄ２＋ｕＨ ＝(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ＋
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
＋ｕＨꎬ

ｂ３ ＝ｕＨｄ２＋γ
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
＝ (１－ｑＨ)ｕＨ＋γ＋

β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕＨ＋γ

β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
ꎬ

ｂ４ ＝ －
β２Ｓ∗Ｈ
Ｎ

β１(Ｎ∗Ｍ －Ｉ∗Ｍ )
Ｎ

ꎬ

ｂ５ ＝ｕＨｂ４ ＝ －ｕＨ

β２Ｓ∗Ｈ
Ｎ

β１(Ｎ∗Ｍ －Ｉ∗Ｍ )
Ｎ

ꎮ
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则

Ｈ１ ＝ａ１ ＝ｂ１＋ｂ２>０ꎬ
Ｈ２ ＝ａ１ａ２－ａ３ ＝(ｂ１＋ｂ２)ｂ１ｂ２＋ｂ２ｂ３＋(ｂ１＋ｂ２－ｕＨ)ｂ４

＝(ｂ１＋ｄ２)[ｕＨ(ｂ１＋ｄ２)＋ｕ２Ｈ＋ｂ１ｄ２＋ｂ４]＋γ
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
(ｕＨ＋ｄ２)ꎮ

由于 ｂ１>０ꎬ ｄ２>０ꎬ因此 ｂ１＋ｄ２>０ꎬ γ
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
(ｕＨ＋ｄ２)>０ꎬ经计算得

ｂ１ｄ２＋ｂ４ ＝
β１ β２
Ｎ ２
(Ｒ２０－１)[(１－ｑＭ)ｕＭｕＨＲ２０＋ｕＨ β１]
Ｒ２０[ｕＨ β１＋Ｒ２０(１－ｑＭ)ｕＭ(ｕＨ＋γ)]

ＮＮ∗Ｍ >０ꎬ

故

Ｈ２ ＝(ｂ１＋ｄ２)[ｕＨ(ｂ１＋ｄ２)＋ｕ２Ｈ＋ｂ１ｄ２＋ｂ４]＋γ
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ
(ｕＨ＋ｄ２)>０ꎮ

由于 Ｈ３ ＝ａ１ａ２ａ３－ａ２３ ＝(ａ１ａ２－ａ３)ａ３ ＝ (ａ１ａ２－ａ３) ｕＨ(ｂ１ｄ２＋ｂ４)＋ｂ１γ
β２Ｉ∗Ｍ
Ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú >０ꎬ因此由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知ꎬ

方程的所有特征根均具有负实部ꎬ此时地方病平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ

４　 全局稳定性

定理 ４.１　 当 Ｒ０<１时ꎬ无病平衡点 Ｅ０ Ｎꎬ０ꎬ０ꎬ
Ｋ(ｒ－ｕＭ)

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是全局渐近稳定的ꎮ

证明　 由模型(２)中第 ２个方程可知

Ｉ̇Ｈ≤β２ＩＭ＋ｑＨｕＨＩＨ－ｕＨＩＨ－γＩＨꎮ (６)
由模型(２)中第 ３个方程可知

Ｉ̇Ｍ≤
β１ＮＭＩＨ

Ｎ
＋ｒｑＭＩＭ １－

ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭＩＭꎮ (７)

构造正定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

Ｖ( ｔ)＝ ｕＭ－ｒｑＭ １－
ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＩＨ＋β２ＩＭꎮ

其沿模型(２)轨线的导数为

Ｖ̇( ｔ)＝ ｕＭ－ｒｑＭ １－
ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｉ̇Ｈ＋β２ Ｉ̇Ｍ

≤ ｕＭ－ｒｑＭ １－
ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (β２ＩＭ＋ｑＨｕＨＩＨ－ｕＨＩＨ－γＩＨ)＋β２

β１ＮＭＩＨ
Ｎ
＋ｒｑＭＩＭ １－

ＮＭ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｕＭＩＭ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝(Ｒ２０－１)(１－ｑＭ)ｕＭ[(１－ｑＨ)ｕＨ＋γ] ＩＨꎮ

当 Ｒ２０<１时ꎬＶ̇( ｔ)≤０ꎮ 当且仅当 ＩＨ ＝ ０时ꎬＶ̇( ｔ)＝ ０ꎬ此时 ＳＨ ＝Ｎꎬ ＩＭ ＝ ０ꎮ 无病平衡点为模型的唯一不动

点ꎬ故单点集{Ｅ０}是{ＳＨꎬＩＨꎬＩＭꎬＮＭ∈Ω ｜ Ｖ̇＝ ０}的最大不变集ꎮ 故由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理知ꎬ当 Ｒ０<１ 时ꎬ模型

的无病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ
引理 ４.１　 设系统

ｘ′＝ ｆ(ｘ) (８)
满足初始条件 ｘ(０ꎬｘ０)的解为 ｘ( ｔꎬｘ０)ꎮ 做以下基本假设:

(Ｈ１) 系统(８)存在一个紧吸引子集 Ｋ⊂Ｄꎻ
(Ｈ２) 系统(８)有唯一的平衡点 ｘ∗∈Ｄꎮ

设 ｘ→Ｐ(ｘ)是一个
ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 型矩阵函数ꎬ且对 ｘ∈Ｄꎬ Ｐ(ｘ)∈Ｃ１ꎬ若 Ｐ－１(ｘ)存在且在 ｘ∈Ｋ 内是连续的ꎬ
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定义 ｑ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ １
ｔ ∫

ｔ

０
ｕ(Ｂ(ｘ(ｓꎬｘ０)))ｄｓꎬ其中 Ｂ＝Ｐ ｆ Ｐ

－１＋ＰＪ[２]Ｐ－１ꎬＰ ｆ 是把矩阵 Ｐ 的每一个元素 ｐｉｊ沿 ｆ 的方

向导数取代得到的矩阵ꎬｕ(Ｂ)是矩阵的 Ｌｏｚｉｎｓｋｉｉ 测度

ｕ(Ｂ)＝ ｌｉｍ
ｈ→０＋

｜ Ｉ＋ｈＢ ｜ －１
ｈ

ꎮ

若 Ｄ 是单连通区域ꎬ且条件(Ｈ１)和(Ｈ２)成立ꎬ则当 ｑ<０时ꎬ系统的唯一平衡点 􀭰ｘ 在 Ｄ 内是全局渐近稳定的ꎮ
定理 ４.２　 若 Ｒ０>１ꎬ且满足－２ｑＨｕＨ＋ｕＨ＋γ>０时ꎬ地方病平衡点 Ｅ∗(Ｓ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｈ ꎬＩ∗Ｍ ꎬＮ∗Ｍ )是全局渐近稳定的ꎮ
证明　 这里借助极限系统思想[１０]和 Ｂｅｎｄｉｘｓｏ 判据[１１]来证明地方病平衡点的全局稳定性ꎮ
根据文献[１２]以及引理 ４.１可知ꎬ当 Ｒ０>１时ꎬＥ０ 不稳定ꎬ则在 Ω 内有一个紧吸引子集 Γ 存在ꎬ且模型

(２)只有一个正平衡点ꎬ因此只需要验证 ｑ<０ꎬ即可证明地方病平衡点的全局稳定性ꎮ
模型(２)的极限系统为

ｄＳＨ( ｔ)
ｄｔ

＝ｕＨ(Ｎ－ＳＨ－ＩＨ)＋(１－ｑＨ)ｕＨＩＨ－
β２ＳＨＩＭ

Ｎ
ꎬ

ｄＩＨ( ｔ)
ｄｔ
＝
β２ＳＨＩＭ

Ｎ
＋ｑＨｕＨＩＨ－ｕＨＩＨ－γＩＨꎬ

ｄＩＭ( ｔ)
ｄｔ

＝
β１ＩＨ
Ｎ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ｑＭｕＭＩＭ－ｕＭＩＭꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(９)

接下来分析模型(９)的全局稳定性ꎮ
模型(９)的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为

Ｊ＝

－ｕＨ－
β２ＩＭ
Ｎ

－ｑＨｕＨ －
β２ＳＨ

Ｎ
β２ＩＭ
Ｎ

ｑＨｕＨ－ｕＨ－γ
β２ＳＨ

Ｎ

０
β１
Ｎ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ

矩阵 Ｊ 的第二加性复合矩阵为

Ｊ[２] ＝

Ｊ１１
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

β１ＩＨ
ＮＩＭ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｊ２２ －ｑＨｕＨ

０
β２ＩＭ
Ｎ

Ｊ３３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

其中

Ｊ１１ ＝ －２ｕＨ＋ｑＨｕＨ－γ－
β２ＩＭ
Ｎ
ꎬ

Ｊ２２ ＝ －ｕＨ－
β２ＩＭ
Ｎ
－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭꎬ

Ｊ３３ ＝ｑＨｕＨ－ｕＨ－γ－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭꎮ

选取 Ｐ(ＳＨꎬＩＨꎬＩＭ)＝ ｄｉａｇ １ꎬ
ＩＨ
ＩＭ
ꎬ
ＩＨ
ＩＭ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则Ｐ ｆ Ｐ

－１ ＝ ｄｉａｇ ０ꎬ
Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ
ꎬ
Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 矩阵 Ｂ ＝Ｐ ｆ Ｐ

－１＋ＰＪ[２] Ｐ－１可写成

分块矩阵
Ｂ１１ Ｂ１２
Ｂ２１ Ｂ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ其中
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Ｂ１１ ＝ －２ｕＨ＋ｑＨｕＨ－γ－
β２ＩＭ
Ｎ
ꎬ

Ｂ１２ ＝
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

ꎬ
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｂ２１ ＝
β１ＩＨ
ＮＩＭ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ꎬ

Ｂ２２ ＝
－ｕＨ－

β２ＩＭ
Ｎ
－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ

－ｑＨｕＨ

β２ＩＭ
Ｎ

ｑＨｕＨ－ｕＨ－γ－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎮ

令(ｕꎬｖꎬｌ)∈Ｒ３ꎬ其范数‖􀅰‖定义为‖(ｕꎬｖꎬｌ)‖＝ｍａｘ{ ｜ ｕ ｜ ꎬ ｜ ｖ ｜ ＋ ｜ ｌ ｜ }ꎬ相应于范数‖􀅰‖的 Ｌｏｚｉｎｓｋｉｉ 测度为

ｕ(Ｂ)ꎬｕ(Ｂ)≤ｓｕｐ{ｇ１ꎬｇ２}ꎬ其中

ｇ１ ＝ｕ１(Ｂ１１)＋ ｜Ｂ１２ ｜ ꎬ　 ｇ２ ＝ｕ１(Ｂ２２)＋ ｜Ｂ２１ ｜ ꎬ
｜Ｂ１２ ｜ 、 ｜Ｂ２１ ｜是相应于 ｌ１ 范数的矩阵范数ꎬｕ１ 是相应于 ｌ１ 范数的 Ｌｏｚｉｎｓｋｉｉ 测度ꎬ则

ｕ１(Ｂ１１)＝ －２ｕＨ＋ｑＨｕＨ－γ－
β２ＩＭ
Ｎ
ꎬ

｜Ｂ１２ ｜ ＝
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

ꎬ　 ｜Ｂ２１ ｜ ＝
β１ＩＨ
ＮＩＭ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ

下面计算 ｕ１(Ｂ２２)ꎬ将 Ｂ２２各列非对角元素求绝对值后加到所在列的对角元素上得

Ｂ′２２ ＝
－ｕＨ－

β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ

－ｑＨｕＨ

β２ＩＭ
Ｎ

２ｑＨｕＨ－ｕＨ－γ－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

取 Ｂ′２２的两个对角线元素最大值为 ｕ１(Ｂ２２)ꎬ则

ｕ１(Ｂ２２)＝ －ｕＨ－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ
＋ｍａｘ{２ｑＨｕＨ－γꎬ０}ꎮ

由模型得

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
＝
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

＋ｑＨｕＨ－ｕＨ－γꎬ

Ｉ̇Ｍ
ＩＭ
＝
β１ＩＨ
ＮＩＭ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ｑＭｕＭ－ｕＭꎬ

代入 ｇ１、ｇ２ 中ꎬ得

ｇ１ ＝ －２ｕＨ＋ｑＨｕＨ－γ－
β２ＩＭ
Ｎ
＋
β２ＳＨＩＭ
ＮＩＨ

≤
Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－ｕＨꎬ

ｇ２ ＝ －ｕＨ－
β１ＩＨ
Ｎ
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ＋

Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－
Ｉ̇Ｍ
ＩＭ
＋ｍａｘ{２ｑＨｕＨ－γꎬ０}＋

β１ＩＨ
ＮＩＭ

Ｋ(ｒ－ｕＭ)
ｒ

－ＩＭ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ｑＭｕＭ－ｕＭ

≤
Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－ｍｉｎ{ｕＨ－２ｑＨｕＨ＋γꎬｕＨ}ꎮ

由条件可知ꎬη＝ｍｉｎ{ｕＨ－２ｑＨｕＨ＋γꎬｕＨ}>０ꎮ

由 ｕＢ≤ｓｕｐ{ｇ１ꎬｇ２}≤
Ｉ̇Ｈ
ＩＨ
－ηꎬ则对所有满足初值条件的 Ｘ０ ＝(ＳＨ(０)ꎬＩＨ(０)ꎬＩＭ(０))∈Ωꎬ当 ｔ>ｔ∗时
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１
ｔ ∫

ｔ

０
ｕ(Ｂ)ｄｓ＝ １

ｔ ∫
ｔ∗

０
ｕ(Ｂ)ｄｓ＋ １

ｔ ∫
ｔ

ｔ∗
ｕ(Ｂ)ｄｓ≤ １

ｔ ∫
ｔ∗

０
ｕ(Ｂ)ｄｓ＋ １

ｔ
ｌｎ

ＩＨ( ｔ)
ＩＨ( ｔ∗)

－η ｔ－ｔ∗

ｔ
ꎮ

即有 ｑ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ １
ｔ ∫

ｔ

０
ｕ(Ｂ)ｄｓ≤－η<０ꎮ 因此ꎬ当 Ｒ０>１且满足－２ｑＨｕＨ＋ｕＨ＋γ>０时ꎬ地方病平衡点 Ｅ∗是全局渐

近稳定的ꎮ

５　 数值模拟

通过数值模拟验证系统平衡点的动力学性质ꎮ
(１) 参数取值:Ｋ＝８００ꎬ ｒ＝１ꎬ Ｎ＝ ５００ꎬ ｕＨ ＝ ０.２ꎬ ｑＨ ＝ ０.３ꎬ ａ１ ＝ ０.２ꎬ ａ２ ＝ ０.３ꎬ ｕＭ ＝ ０.２ꎬ ｑＭ ＝ ０.３６ꎬ ｂ１ ＝ ０.５ꎬ

ｂ２ ＝ ０.８ꎬ γ＝ ０.２５ꎬ此时 Ｒ２０ ＝ ０.６１５ ４<１ꎬ模拟结果如图 ２ꎮ
(２) 参数取值:Ｋ＝８００ꎬ ｒ＝１ꎬ Ｎ＝ ５００ꎬ ｕＨ ＝ ０.２ꎬ ｑＨ ＝ ０.３ꎬ ａ１ ＝ ０.１ꎬ ａ２ ＝ ０.２ꎬ ｕＭ ＝ ０.２ꎬ ｑＭ ＝ ０.３６ꎬ ｂ１ ＝ ０.５ꎬ

ｂ２ ＝ ０.８ꎬ γ＝ ０.４ꎬ此时 Ｒ２０ ＝ ０.１４８ １<１ꎬ模拟结果如图 ３ꎮ

图 ２　 染病蚊子和染病人类数量随时间的
演化图(Ｒ２０ ＝ ０.６１５ ４)

Ｆｉｇ.２　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｍｏｓｑｕｉｔｏｅｓ
ａｎｄ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ(Ｒ２０ ＝ ０.６１５ ４)

图 ３　 染病蚊子和染病人类数量随时间的
演化图(Ｒ２０ ＝ ０.１４８ １)

Ｆｉｇ.３　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｍｏｓｑｕｉｔｏｅｓ
ａｎｄ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ(Ｒ２０ ＝ ０.１４８ １)

　 　 通过观察图 ２和图 ３看出ꎬ当 Ｒ２０<１时ꎬ随着时间推移ꎬ染病人类和染病蚊子的数量都趋于零ꎬ可知无病

平衡点是全局渐近稳定的ꎮ 当减小染病媒介对易感人类、易感媒介对染病人类的叮咬率以及提高染病人类

的恢复率时ꎬ导致染病人类和染病蚊子减小到 ０所需的时间减小ꎬ加快疾病的消亡ꎮ
(３) 参数取值:Ｋ＝８００ꎬ ｒ＝１ꎬ Ｎ＝５００ꎬ ｕＨ ＝０.２ꎬ ｑＨ ＝０.３ꎬ ａ１ ＝ ０.３ꎬ ａ２ ＝ ０.４５ꎬ ｕＭ ＝ ０.２ꎬ ｑＭ ＝ ０.３６ꎬ ｂ１ ＝ ０.５ꎬ

ｂ２ ＝ ０.８ꎬ γ＝ ０.０８ꎬ此时 Ｒ２０ ＝ ２.４５４ ５>１ꎬ模拟结果如图 ４ꎮ
(４) 参数取值:Ｋ＝８００ꎬ ｒ＝１ꎬ Ｎ＝５００ꎬ ｕＨ ＝０.２ꎬ ｑＨ ＝０.３ꎬ ａ１ ＝ ０.２８ꎬ ａ２ ＝ ０.３ꎬ ｕＭ ＝ ０.２ꎬ ｑＭ ＝ ０.３６ꎬ ｂ１ ＝ ０.５ꎬ

ｂ２ ＝ ０.８ꎬ γ＝ ０.１２ꎬ此时 Ｒ２０ ＝ １.２９２ ３>１ꎬ模拟结果如图 ５ꎮ
通过观察图 ４ 和图 ５ 看出ꎬ当 Ｒ２０>１ 时ꎬ随着时间的推移ꎬ染病人类和染病蚊子的数量均稳定在一个

固定的值ꎬ可知地方病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ 当减小染病媒介对易感人类、易感媒介对染病人类的

叮咬率以及提高染病人类的恢复率时ꎬ导致传染病发展到地方病平衡点时ꎬ染病人类和染病媒介传染的

最终规模减小ꎮ
图 ６ 分析蚊子的灭杀率对传播的影响ꎮ 固定参数取值:Ｋ ＝ ８００ꎬ ｒ ＝ １ꎬ Ｎ ＝ ５００ꎬ ｕＨ ＝ ０.２ꎬ ｑＨ ＝ ０.３ꎬ

ａ１ ＝ ０.２ꎬ ａ２ ＝ ０.３ꎬ ｑＭ ＝ ０.３６ꎬ ｂ１ ＝ ０.５ꎬ ｂ２ ＝ ０.８ꎬ γ＝ ０.０８ꎬ通过改变参数 ｕＭ 的取值来实现对比:ｕＭ ＝ ０(Ｒ２０>１)ꎬ
ｕＭ ＝ ０.２(Ｒ２０ ＝ １.０９０ ９>１)ꎬ ｕＭ ＝ ０.６(Ｒ２０ ＝ ０.１８１ ８<１)ꎬ ｕＭ ＝ １(Ｒ２０<１)ꎮ 结果显示:若 ｕＭ ＝ ０ꎬ即不采取任何

灭蚊措施时ꎬ传染病流行ꎬ染病人类和染病蚊子的最终规模较大ꎬ随着 ｕＭ 的增大ꎬ基本再生数减小ꎬ最终

感染规模越来越小ꎬ当对蚊子的灭杀率达到一定程度ꎬ传染病消亡ꎬ说明增大蚊子的灭杀率有助于控制

疾病ꎮ
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图 ４　 染病蚊子和染病人类数量随时间的
演化图(Ｒ２０ ＝ ２.４５４ ５)

Ｆｉｇ.４　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｍｏｓｑｕｉｔｏｅｓ
ａｎｄ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ (Ｒ２０ ＝ ２.４５４ ５)

图 ５　 染病蚊子和染病人类数量随时间的
演化图(Ｒ２０ ＝ １.２９２ ３)

Ｆｉｇ.５　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｍｏｓｑｕｉｔｏｅｓ
ａｎｄ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ (Ｒ２０ ＝ １.２９２ ３)

图 ６　 染病蚊子和染病人类数量随时间的演化图
Ｆｉｇ.６　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｍｏｓｑｕｉｔｏｅｓ ａｎｄ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

６　 结论

本文考虑了媒介传染病中宿主和媒介都具有垂直传播的情况ꎬ建立了一类具有双垂直传播、媒介具有

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 型增长的传播模型ꎬ通过定性分析和定量模拟ꎬ得到模型的无病平衡点和地方病平衡点都是全局渐

近稳定的ꎮ 通过改变媒介对宿主的叮咬率、宿主的恢复率以及对蚊子的灭杀率ꎬ得到结论ꎮ 通过物理防护减

少媒介对人类的叮咬ꎬ通过医疗手段提高人类恢复率以及采取各类灭蚊措施提高对蚊子的灭杀率都有助于
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传染病的控制ꎮ
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