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不完全观测的部分函数型线性分位数回归模型及应用

杨玉杰ꎬ凌能祥∗

(合肥工业大学数学学院ꎬ 安徽 合肥 ２３０００９)

摘要:首先基于不完全观测的函数型数据ꎬ介绍部分函数型线性分位数回归模型及模型的估计方法和实施预测的步骤ꎮ 其

次ꎬ由于不完全观测的函数型变量广泛存在ꎬ利用尼泊尔 ２０１９ 年 ４ 月 ８ 日至 ２０２０ 年 ８ 月 ３１ 日期间每 １０ 分钟一次的测风

塔记录数据进行实证分析ꎮ 针对风速数据的不完全函数型特征ꎬ构建以此为协变量、以日均气压为响应变量的不完全部分

函数型线性分位数回归模型ꎬ获得模型未知斜率函数和未知参数的估计量ꎬ并且对日均气压进行预测分析ꎬ进一步说明模

型及方法的有效性ꎮ
关键词:函数型数据分析ꎻ不完全观测ꎻ部分函数线性分位数回归ꎻ主成分分析
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０　 引言

随着现代科学技术的发展以及测量设备仪器的进步ꎬ收集到的数据更多呈现出函数的形式ꎬ这类数据被

称为函数型数据ꎮ 函数型数据分析( ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄａｔａ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ＦＤＡ)在过去几十年也得到了快速发展ꎬ广泛应

用于经济、金融、环境、医学、化学计量学等领域ꎮ 更多有关函数型数据分析的内容可以参考文献[１￣２]ꎮ 作

为函数型数据分析的重要组成部分ꎬ函数型线性回归模型已经受到很多学者的关注ꎬ并被广泛研究和应用ꎬ
主要集中于构造模型的估计量和研究估计量的大样本性质[３￣６]ꎮ

事实上ꎬ上述函数型线性模型的估计方法都集中于均值回归ꎬ容易受异常点的影响ꎮ Ｋｏｅｎｋｅｒ 等[７] 在

１９７８ 年首次提出了分位数回归ꎬ它提供了比均值更全面的响应变量的分布描述ꎬ并且具有较好的稳健性ꎮ
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Ｃａｒｄｏｔ 等[８]利用 Ｂ￣样条的线性组合和比例惩罚项构造了函数线性分位数回归模型中的估计量ꎬ并研究了估

计量的渐近性质ꎮ Ｋａｔｏ[９]研究了函数线性分位数回归的估计ꎬ并建立了估计量的收敛速率ꎮ 杜艳芳[１０]通过

分位数回归方法对甘肃省三大城市的空气质量指数进行评价和预测ꎬ为相关部门政策的出台提供意见和建

议ꎮ 孙鸣茜[１１]针对自变量和响应变量均为函数型数据的分位数回归模型进行了研究ꎬ将此模型应用于基于

温度曲线的降水量预测问题中ꎬ验证了模型优越性ꎮ Ｔａｎｇ 等[１２] 研究了部分函数线性分位数回归ꎬ得到了斜

率函数的收敛速度和常数斜率函数的渐近正态性ꎮ
一方面ꎬ注意到在数据收集过程中ꎬ由于一些设备损坏或不可控原因ꎬ因此会出现收集到不完全观测的

函数数据ꎬ如心率曲线收集时患者因身体不适摘下设备ꎬ收集环境数据时设备发生故障导致数据收集不完整

等ꎮ 对于这类型数据的研究也引起了越来越多学者的关注:Ｋｒａｕｓ[１３]提出了不完全函数型数据的修复方法ꎬ
通过函数主成分分析( ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ＦＰＣＡ)ꎬ对函数曲线缺失部分进行最佳线性预

测ꎻ王楚[１４]研究了数值解释变量缺失、响应变量具有函数特征的部分函数型线性回归模型ꎬ并将模型应用于

家电耗能、车流量等数据分析ꎬ说明了模型的有效性ꎻＫｎｅｉｐ 等[１５]提出了一种新的基于重构算子恢复不完全

观测函数型解释变量的缺失部分ꎻＸｉａｏ 等[１６] 将文献[１３]的方法应用在解释变量是部分观测的函数线性分

位数回归模型中ꎻＣｒａｍｂｅｓ 等[１７]考虑了一个函数协变量部分观察且响应变量缺失的函数线性回归模型ꎮ 然

而ꎬ在许多实际问题的建模中ꎬ解释变量常常包括数值向量和函数型解释变量ꎬ这类数据被称为混合数据场

景ꎮ 另一方面ꎬ气压是大气科学研究中的重要指标ꎬ可以预测天气的变化趋势ꎬ并提供准确的预报服务ꎻ同
时ꎬ气压在农业生产中也是一项不可缺少的监测指标ꎬ科研人员通过气压数值及时预测气象灾害ꎬ对农田及

相关设施提前做好防护ꎬ降低损失ꎮ 本文针对尼泊尔测风塔的不完全观测函数型数据ꎬ构建不完全观测的部

分函数型线性分位数回归模型ꎬ研究风速和相对湿度对气压的影响ꎮ 该模型同时考虑函数型变量和数值标

量对响应变量的效应ꎬ并利用分位数回归增加了模型的稳健性ꎬ不同分位点的回归也使对响应变量的描述更

加全面ꎮ 实证分析结果也进一步验证了模型及方法的有效性ꎬ具有较好的实际意义ꎮ

１　 模型及预测

１.１　 模型介绍

对分位水平 τ∈(０ꎬ１)ꎬ考虑如下部分函数型线性分位数回归模型:

Ｙ＝ｂＴ
τＺ＋ ∫ｂ

ａ
ａτ( ｔ)Ｘ( ｔ)ｄｔ＋ετꎬ (１)

其中 Ｙ 是一个实值的随机变量ꎬＺ＝(Ｚ１ꎬＺ２ꎬ􀆺ꎬＺｄ) Ｔ 是一个 ｄ 维的协变量ꎬ{Ｘ( ｔ)ꎬｔ∈[ａꎬｂ]}是一个均值为

０ 的随机函数ꎮ 不失一般性ꎬ假设[ａꎬｂ] ＝[０ꎬ１]ꎬ即 Ｘ( ｔ)∈Ｌ２([０ꎬ１])ꎬＬ２([０ꎬ１])是[０ꎬ１]上平方可积的随

机函数构成的希尔伯特空间ꎬ具有内积‹ｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)› ＝ ∫１
０
ｘ( ｔ) ｙ( ｔ) ｄｔꎬ其范数为‖ｘ( ｔ)‖＝ ‹ｘ( ｔ)ꎬｘ( ｔ)›

１
２ ꎮ

ａτ( ｔ)为[０ꎬ１]上平方可积的斜率函数ꎬｂτ ＝(ｂτ１ꎬｂτ２ꎬ􀆺ꎬｂτｄ) Ｔ 为 ｄ 维的未知参数ꎬετ 独立于{Ｘ(􀅰)ꎬＺ}并且

Ｐ(ετ≤０)＝ τꎮ
１.２　 模型估计

假设{ＹｉꎬＺｉꎬＸ ｉ( ｔ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}是由模型(１)生成的一组独立样本ꎬ定义 Ｘ(􀅰)的协方差函数为

ｋＸ(ｓꎬｔ)＝ Ｃｏｖ(Ｘ(ｓ)ꎬＸ( ｔ))ꎬ协方差算子为 ＫＸ ｆ( ｓ) ＝ ∫１
０
ｋＸ( ｓꎬｔ) ｆ( ｔ) ｄｔꎬ其中∀ｆ(􀅰)∈Ｌ２ ([０ꎬ１])ꎮ 根据

Ｍｅｒｃｅｒｓ定理[１８]ꎬ对协方差函数谱分解

ｋＸ(ｓꎬｔ)＝ ∑
∞

ｊ ＝１
λ ｊｖｊ( ｔ)ｖｊ(ｓ)ꎬ

其中ꎬλ１>λ２>􀆺>０ 为协方差算子 ＫＸ 的特征值ꎬ{ｖｊ(􀅰)}∞
ｊ＝１为相应的标准正交特征函数ꎮ

首先ꎬ本文基于函数曲线是部分观测的ꎬ即 Ｘ ｉ(􀅰)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 在 Ｏｉ⊂[０ꎬ１]上观测到ꎬ在区间 Ｍｉ ＝ [０ꎬ
１] ＼Ｏｉ 观测不到ꎮ 类似于文献[１３ꎬ１６]ꎬ将曲线的观测部分记为 Ｘ ｉＯｉ

(􀅰)ꎬ曲线的缺失部分记为 Ｘ ｉＭｉ
(􀅰)ꎬ并且

数据是完全随机缺失的ꎬ即观测区间独立于函数曲线 Ｘ１(􀅰)ꎬＸ２(􀅰)ꎬ􀆺ꎬＸｎ(􀅰)ꎮ 但在实际中ꎬ每条函数曲线

Ｘ ｉ(􀅰)在离散网格点 ０≤ｔｉ１≤ｔｉ２≤􀆺≤ｔｉꎬＬｉ＋１≤１ 观测到ꎮ 缺失区间 Ｍｉ 由以下几个部分组成:第一次观测时间
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之前和最后一次观测时间之后ꎬ以及 ２ 个连续的观测时间之间的所有大于一定阈值 Δｎ 的间隙ꎬ其中 Δｎ ＝
ｍａｘ
１<ｉ<ｎ

ｍａｘ
２<ｌ<Ｌｉ

ｍｉｎ( ｔｉｌ－ｔｉꎬｌ－１ꎬｔｉꎬｌ＋１－ｔｉｌ)ꎬ且 Δｎ→０ꎬ ｎ→∞ꎬ因此ꎬ曲线 Ｘ ｉＯｉ
(􀅰)的估计可以用插值函数表示为

Ｘ^ ｉＯｉ
( ｔ)＝∑

Ｌｉ

ｊ ＝１
Ｘ ｉ( ｔｉｊ) Ｉ( ｔ∈Ｏｉ∩[ ｔｉｊꎬｔｉꎬｊ＋１))ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

基于文献[１３]ꎬ协方差函数的估计为

ｋ^Ｘ(ｓꎬｔ)＝
Ｉ(ｓꎬｔ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｕｉ(ｓꎬｔ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｕｉ(ｓꎬｔ) Ｘ^ ｉＯｉ

(ｓ) Ｘ^ ｉＯｉ
( ｔ)＝∑

∞

ｊ ＝１
λ^ ｊ ｖ^ｊ( ｔ) ｖ^ｊ(ｓ)ꎬ

其中 Ｉ(ｓꎬｔ)＝ Ｉ(∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｕｉ(ｓꎬｔ)>０)ꎬ Ｕｉ(ｓꎬｔ)＝ Ｏｉ(ｓ)Ｏｉ( ｔ)ꎬ Ｏｉ(ｓ)为 Ｉ( ｓ∈Ｏｉ)ꎮ 协方差算子 ＫＸ 的估计值用 Ｋ^Ｘ

表示ꎬ以及估计的标准正交特征函数和特征值为{ ｖ^ｊ(􀅰)}∞
ｊ＝１和 λ^１≥λ^２≥􀆺≥０ꎮ

更进一步地ꎬ由 Ｋａｒｈｕｎｅｎ－Ｌｏèｖｅ 表示定理[１８]有

Ｘ ｉ( ｔ)＝ ∑
∞

ｊ ＝１
ξｉｊｖｊ( ｔ)ꎬ　 ａτ( ｔ)＝ ∑

∞

ｊ ＝１
ａτｊｖｊ( ｔ)ꎬ (２)

其中 ξｉｊ ＝‹Ｘ ｉ(􀅰)ꎬｖｊ(􀅰)›是均值为 ０ 的不相关变量并且 Ｅξ２
ｉｊ ＝λ ｊꎬ ａτｊ ＝ ‹ａτ( ｔ)ꎬｖｊ( ｔ)›ꎮ 在主成分分析中ꎬ主

成分得分的估计至关重要ꎮ 当函数数据完全观测时ꎬξｉｊ可以用‹Ｘ ｉ(􀅰)ꎬ ｖ^ｊ(􀅰)›估计ꎮ 当函数不完全观测时ꎬ

利用 Ｋｒａｕｓ[１３]提出的估计方法ꎬξｉｊ的估计表示为 ξ^(α)
ｉｊ ＝ ξ^ｉｊＯｉ

＋ ξ^(α)
ｉｊＭｉ

ꎬ ξ^ｉｊＯｉ
＝ ‹ Ｘ^ ｉＯｉ

(􀅰)ꎬ ｖ^ｊＯｉ
(􀅰)›ꎬ ξ^(α)

ｉｊＭｉ
＝ ‹ ｅ^(α)

ｉｊ ꎬ

Ｘ^ ｉＯｉ
›ꎬ其中 α>０ 为正则化参数ꎬ更多详细内容见文献[１３]ꎬ其中的正则化参数 α 通过广义交叉验证方法进行

选择ꎮ 具体来说ꎬ通过最小化交叉验证分数 ｇｃｖ(α)来选择第 ｉ 个函数的第 ｊ 个分数的 αꎬ

ｇｃｖ(α)＝
∑
ｋ∈Ｎ

‹ Ｘ^ｋＭｉ
ꎬｖ^ｊＭｉ

› － ‹ ｅ^(α)
ｉｊ ꎬＸ^ｋＯｉ

›( ) ２

{１ － (１ / ｜ Ｎ ｜ )ｄｆｉ(α)} ２ ꎬ

其中 Ｎ 为完全观测到的函数曲线的数目ꎬ并且 ｄｆｉ(α) ＝∑
∞

ｋ ＝１

λ^ＯｉＯｉｋ

λ^ＯｉＯｉｋ
＋α

ꎮ

最后ꎬ将式(２)代入式(１)ꎬ模型为

Ｙｉ ＝ｂＴ
τＺ ｉ＋ ∫１

０
ａτ( ｔ)Ｘ ｉ( ｔ)ｄｔ＋ετｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ (３)

分位数估计 ｂ^τ ＝( ｂ^τ１ꎬｂ^τ２ꎬ􀆺ꎬｂ^τｄ) Ｔ 和 ａ^τ( ｔ)＝∑
ｍ

ｊ ＝１
ａ^τｊ ｖ^ｊ( ｔ)可以通过解以下最小化问题获得

ｍｉｎ
ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｄꎻａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ(Ｙｉ－ｂＴＺ ｉ－ ∑

ｍ

ｊ ＝１
ａｊ ξ^(α)

ｉｊ )ꎬ

其中: ρτ(ｕ)＝ ｕ(τ－Ｉ(ｕ<０))为分位数损失函数ꎻｍ ＝ｍｎ 为截断参数ꎮ 采用估计特征值的累积百分比(ｃｕｍｕｌａ￣
ｔｉｖｅ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ ｖａｒｉａｎｃｅꎬ ＣＰＶ)进行选取

ＣＰＶ(ｍ)＝ ∑
ｍ

ｊ ＝１
λ^ ｊ /∑

∞

ｊ ＝１
λ^ ｊꎮ

１.３　 预测的主要步骤

步骤 １ 　 通过插值函数将离散观测到的函数拟合为 Ｘ^ ｉＯｉ
(􀅰)ꎬ对估计的协方差核进行谱分解

ｋ^Ｘ(ｓꎬｔ)＝ ∑
∞

ｊ ＝１
λ^ ｊ ｖ^ｊ( ｔ) ｖ^ｊ(ｓ)ꎻ

步骤 ２　 选取正则化参数 α 和截断参数 ｍꎻ
步骤 ３　 求主分数估计量 ξ^(α)

ｉｊ ＝ ξ^ｉｊＯｉ
＋ξ^(α)

ｉｊＭｉ
ꎬ其中 ξ^ｉｊＯｉ

＝‹ Ｘ^ ｉＯｉ
(􀅰)ꎬ ｖ^ｊＯｉ

(􀅰)› ꎬ ξ^(α)
ｉｊＭｉ

＝‹ ｅ^(α)
ｉｊ ꎬＸ^ ｉＯｉ

›ꎻ

步骤 ４　 求最小值问题 ｍｉｎ
ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｄꎻａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ρτ(Ｙｉ－ｂＴＺ ｉ－ ∑

ｍ

ｊ ＝１
ａｊ ξ^(α)

ｉｊ )ꎬ得到估计量 ａ^τ( ｔ)和 ｂ^τꎻ

步骤 ５　 给定随机变量 Ｚ 和随机函数 Ｘ( ｔ)时ꎬ响应变量 Ｙ 在分位数 τ 下的预测值为

Ｙ^＝ ｂ^Ｔ
τＺ＋ ∫１

０
ａ^τ( ｔ)Ｘ( ｔ)ｄｔꎮ
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２　 实证分析

在本文中ꎬ根据收集到的来自尼泊尔测风塔的风力测量数据集进行实证分析研究ꎬ数据来源为 ｈｔｔｐｓ:∥
ｅｎｅｒｇｙｄａｔａ.ｉｎｆｏ / ｄａｔａｓｅｔ / ｎｅｐａｌ￣ｗｉｎｄ￣ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ￣ｄａｔａꎮ 此数据集中包含尼泊尔 １０ 个测风塔的风力测量数据ꎬ
每个数据集都包含风速、风向、气压、相对湿度和温度的每日报告ꎬ并且数据以每 １０ ｍｉｎ 一次的频率记录ꎮ
本文感兴趣的是风速和相对湿度对气压的影响ꎬ其中风速是一个连续变化的过程ꎬ可看作函数型数据ꎮ 进一

步地ꎬ１０ 个测风塔之一的 Ｔａｎｇｂｅ 测风塔(２０１９ 年 ４ 月 ８ 日—２０２０ 年 ８ 月 ３１ 日)在高度为 ８０ ｍ 的风速计处

测得的风速数据存在大量不完全观测ꎬ因此以此站点的数据集为样本建立模型

Ｙｉ ＝ｂτＺ ｉ＋ ∫１４４
０

ａτ( ｔ)Ｘ ｉ( ｔ)ｄｔ＋ετｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２８５ꎬ (４)

其中 Ｙｉ 为每日气压的平均值ꎬＺ ｉ 为每日相对湿度的平均值ꎬＸ ｉ( ｔ)为每 １０ ｍｉｎ 记录一次的风速ꎮ 风速曲线分

为以下几类:完全观测、部分观测、完全观测不到ꎮ 为了对模型进行估计ꎬ删除风速完全观测不到的样本(剩
余 ３３５ 个样本)ꎬ并在风速完全观测到的样本中随机选取 ５０ 个作为测试集ꎬ剩余的 ２８５ 个样本作为训练集建

立模型(４)ꎮ 为了减少测试集和训练集划分的影响ꎬ将上述随机选择进行 Ｌ＝ １００ 次ꎮ 图 １ 展示了气压和相

对湿度的数据ꎬ随机挑选一些不完全观测的风速曲线展示在图 ２ꎮ

图 １　 气压和相对湿度数据散点图
Ｆｉｇ.１　 Ｓｃａｔｔｅｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｂａｒｏｍｅｔｒｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄａｔａ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｈｕｍｉｄｉｔｙ ｄａｔａ

图 ２　 不完全观测的风速曲线图
Ｆｉｇ.２　 Ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄ ｇｒａｐｈ ｗｉｔｈ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ
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　 　 首先ꎬ对模型(４)中心化处理得到

Ｙｉ ＝ａ＋ｂτＺ ｉ＋ ∫１４４
０

ａτ( ｔ)􀭹Ｘ ｉ( ｔ)ｄｔ＋ετｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２８５ꎮ (５)

其中 􀭹Ｘ ｉ( ｔ)＝ Ｘ ｉ( ｔ)－Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)]ꎬ ａ＝ ∫１４４
０
ａτ( ｔ)Ｅ[Ｘ ｉ( ｔ)]ｄｔꎮ

其次ꎬ对部分观测的风速曲线进行恢复ꎮ 如 １.２ 节所述ꎬ使用 Ｋｒａｕｓ[１３]提出的正则化回归方法来重构函

数曲线ꎮ 根据重构的函数曲线ꎬ采用 １.２ 节中给出的方法对未知参数 ｂτ 和斜率函数 ａτ( ｔ)进行分位数估计

(此过程记为 ＱＲＰ)ꎬ同时并为了比较同时采用 Ｋｎｅｉｐ 等[１５] 提出的方法对曲线进行重构并进行分位数回归

(此过程记为 ＱＲＯ)ꎮ 图 ３ 展示了几条观测率不同的曲线的重构情况ꎬ其中黑色为原始观测到的曲线ꎬ红色

为文献[１５]方法的重构情况ꎬ蓝色为文献[１３]方法的重构情况ꎮ 结合图 ２、３ 可以看出ꎬ对于风速的非负曲

线ꎬ文献[１５]的方法重构的曲线会出现负值的异常情况ꎮ 从总体来看ꎬ本文使用文献[１３]的方法重构的曲

线与观测到的曲线一样更为尖锐ꎬ而文献[１５]的方法重构的曲线更为光滑ꎮ

注:黑色为原始观测到的曲线ꎬ红色为文献[１５]方法的重构情况ꎬ蓝色为文献[１３]方法的重构情况ꎮ

图 ３　 风速曲线的重构图
Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗｉｎｄ ｓｐｅｅｄ ｃｕｒｖｅｓ

　 　 最后ꎬ定义相对预测误差( ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒꎬ ＲＰＥ)来检验方法的优越性

ＲＰＥ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ ＝１

(Ｙ∗
ｉ －Ｙ^∗

ｉ ) ２

Ｖａｒ Ｘ( ｔ) Ｙ∗ ｜ Ｚ∗ꎬＸ∗
ꎬ

其中{Ｙ∗
ｉ ꎬＺ∗

ｉ ꎬＸ∗
ｉ ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}为测试集ꎬＮ＝ ５０ꎬ Ｙ^∗

ｉ ＝ ｂ^Ｔ
τ Ｚ∗

ｉ ＋ ∫１４４
０
ａ^τ( ｔ)Ｘ∗

ｉ ( ｔ)ｄｔꎬＶａｒＹ∗ ｜Ｚ∗ꎬＸ∗是 Ｙ∗的条件方
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差ꎮ ＲＰＥ 的 Ｌ＝ １００ 次结果的平均值展示在表 １ 中ꎮ 另外ꎬ针对重复 １００ 次的结果ꎬ图 ４ 绘制了 ２ 种方法相

对预测误差的箱线图ꎮ 结合表 １ 及图 ４ 可以看出ꎬ本文提出的 ＱＲＰ 方法在极端分位点处更加稳健ꎬ具有更

好的表现ꎮ
表 １　 不同分位点的 ＲＰＥ

Ｔａｂｌｅ １　 ＲＰＥ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ
方法 τ＝ ０.１５ τ＝ ０.２５ τ＝ ０.５０ τ＝ ０.７５ τ＝ ０.８５
ＱＲＰ ２.３１０ ２.０５６ １.０７６ １.３４５ １.３６６
ＱＲＯ ２.６７８ １.４５８ ０.９９６ １.６５２ １.７８７

图 ４　 ２ 种方法 ＲＰＥ 结果的箱线图
Ｆｉｇ.４　 Ｂｏｘｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ＲＰＥ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 同时ꎬ图 ５ 展示了斜率函数 ａτ( ｔ)在不同分位数水平 τ＝ ０.５０ꎬ０.７５ꎬ０.８５ 的估计曲线ꎮ 从中可以发现ꎬ不
同分位数对斜率函数之间存在显著差异ꎬ表明分位数回归对响应变量进行了更加全面地描述ꎮ

图 ５　 在分位数 τ＝ ０.５０ꎬ０.７５ꎬ０.８５ 下估计的斜率曲线图
Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｔ τ＝ ０.５０ꎬ０.７５ꎬ０.８５

３　 结语

本文利用不完全观测的部分函数型线性分位数回归模型创新地研究风速和相对湿度对气压的影响ꎮ 与

文献[１６]相比ꎬ本文模型可以建立响应变量与数值协变量、函数型协变量之间的联系ꎬ测风塔数据的实证分

析进一步说明了模型及方法的有效性ꎮ
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