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混合误差下一阶适度爆炸自回归模型最小二乘估计
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摘要:基于误差是 φ￣混合序列ꎬ研究一阶适度爆炸自回归模型回归系数最小二乘( ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓꎬ ＬＳ)估计问题ꎮ 在误差满足弱

条件 Ｅ(ｕ１)＝ ０ꎬ Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４)<∞和 φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)时ꎬ获得回归系数最小二乘估计的极限分布———柯西分布ꎮ 通过数据模拟得

到的模拟结果与理论结果一致ꎮ 作为应用ꎬ利用一阶适度爆炸模型和自回归系数区间估计ꎬ研究英伟达股票 ２０１３—２０２３ 年的

股价增长过程ꎮ
关键词:适度爆炸自回归ꎻ最小二乘估计ꎻ柯西分布ꎻ混合序列
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０　 引言

适度爆炸自回归模型是重要的非平稳模型ꎬ在研究经济泡沫等问题中有重要应用ꎮ 考虑一阶自回归

模型

ｙｔ ＝ ρｎｙｔ－１＋ｕｔꎬ　 ｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ (１)
其中 ρｎ 为自回归系数ꎬｕｔ 是均值为 ０、方差有限的简单随机误差ꎮ 显然ꎬ自回归系数 ρｎ 的取值决定{ｙｔ}过程

的平稳性ꎮ 例如:当 ｜ ρｎ ｜ ＝ ｜ ρ ｜ <１ 时ꎬ{ｙｔ}为平稳过程ꎻ当 ｜ ρｎ ｜ ＝ ｜ ρ ｜ >１ 时ꎬ{ｙｔ}为爆炸过程ꎻ当 ｜ ρｎ ｜ ＝ ｜ ρ ｜ ＝ １
时ꎬ{ｙｔ}为随机游动过程ꎻ当 ρｎ ＝ １＋ｃ / ｎｖꎬ ν∈(０ꎬ１)ꎬ ｃ<０ 时ꎬ{ｙｔ}为次平稳过程ꎻ当 ρｎ ＝ １＋ｃ / ｎｖꎬ ν∈(０ꎬ１)ꎬ
ｃ>０ 时ꎬ{ｙｔ}为适度爆炸过程ꎮ 此外ꎬ结合一阶自回归模型(１)和误差平方和最小原则ꎬ自回归系数 ρｎ 最小

二乘估计量 ρ^ｎ 定义为
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ρ^ｎ ＝ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙ２
ｔ－１( )

－１ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｙｔ( ) ꎮ (２)

很多学者基于误差独立同分布( ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｎｄ ｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄꎬ ｉ.ｉ.ｄ.)条件获得了最小二乘估计

ρ^ｎ 的渐近分布ꎮ 例如:假设 ｜ ρｎ ｜ ＝ ｜ ρ ｜ <１ꎬ{ｕｔ}为 ｉ.ｉ.ｄ.随机误差且 Ｅ(ｕ１)＝ ０ 和 Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ２
＋δ) <∞ ꎬ其中 δ>０ꎬ则

在 ｙ０ ＝ ０ 时易得平稳自回归模型最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近正态性
　 ｎ ( ρ^ｎ－ρ)

ｄ
→Ｎ(０ꎬ１－ρ２)ꎻ假设 ｜ ρｎ ｜ ＝ ｜ ρ ｜ >１ꎬ

{ｕｔ}为 ｉ.ｉ.ｄ.高斯误差 Ｎ(０ꎬσ２)ꎬ其中 σ２>０ꎬ则在 ｙ０ ＝ ０ 时ꎬＷｈｉｔｅ[１] 和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ[２] 获得爆炸自回归模型最小

二乘估计 ρ^ｎ 的渐近柯西性
ρｎ

ρ２－１
( ρ^ｎ－ρ)

ｄ
→Ｃꎬ其中 Ｃ 是标准柯西随机变量ꎻ假设 ρｎ ＝ １＋ｃ / ｎｖꎬ ν∈(０ꎬ１)ꎬ ｃ<０ꎬ

ｙ０ ＝ｏｐ(
　
ｎｖ )ꎬ{ｕｔ}为 ｉ.ｉ.ｄ.随机误差满足 Ｅ(ｕ１)＝ ０ 和 Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ２

＋δ)<∞ ꎬ其中 δ>０ꎬ Ｐｈｉｌｌｉｐｓ 等[３]在研究单位根

检验问题时获得适度平稳自回归模型最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近正态性
　
ｎ１＋ｖ ( ρ^ｎ－ρｎ)

ｄ
→Ｎ(０ꎬ１－２ｃ)ꎻ进一步ꎬ

若 ｃ>０ 时ꎬＰｈｉｌｌｉｐｓ 等[３]获得了适度爆炸自回归模型最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近柯西分布

ｎｖρｎ
ｎ

２ｃ
( ρ^ｎ－ρｎ)

ｄ
→Ｃꎮ (３)

Ｐｈｉｌｌｉｐｓ 等[４]、Ｍａｇｄａｌｉｎｏｓ[５]将适度爆炸自回归模型误差由独立同分布情形推广到由鞅差序列构造的移

动平均过程ꎬ获得了最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近柯西分布式(３)ꎬ并将适度爆炸模型应用到经济泡沫问题研究

中ꎻＯｈ 等[６]将适度爆炸自回归模型推广到几何 α 混合ꎬ在适当条件下同样获得了最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近柯

西分布式(３)ꎮ 显然ꎬ几何 α 混合的混合系数指数递减是非常强的条件ꎬ所以本文将继续研究一阶适度爆炸

自回归模型ꎬ其误差是 φ￣混合[７]ꎮ 虽然 φ￣混合是 α￣混合ꎬ但是不要求混合系数指数递减ꎮ 本文证明 φ￣混合

误差下最小二乘估计 ρ^ｎ 的渐近柯西分布式(３)仍然成立ꎮ
首先ꎬ给出 φ￣混合的定义ꎮ 设{Ｘｎ} ｎ≥１为一随机序列ꎬ记 Ｆ ｍ

ｎ ＝σ(Ｘ ｉꎬ ｎ≤ｉ≤ｍꎬ ｎꎬｍ∈Ｚ)ꎬ定义混合系数

如下:
φ(ｎ)＝ ｓｕｐ

ｍ≥１ Ａ∈Ｆ ｍ
１

　 ｓｕｐ
Ｂ∈Ｆ ∞ｍ＋ｎꎬ Ｐ(Ａ)≠０

｜Ｐ(Ｂ ｜Ａ)－Ｐ(Ｂ) ｜ ꎮ

若 φ(ｎ)→０ꎬ ｎ→∞ꎬ则称{Ｘｎ} ｎ≥１为 φ 混合序列ꎮ φ 混合序列是弱的相依序列ꎬ应用领域很广ꎬ例如线性时

间序列模型和非线性时间序列模型等ꎮ 目前很多学者将经典的独立同分布随机序列概率极限理论推广到混

合序列情形ꎬ参见文献[７￣１０]ꎮ
多种类型的自回归模型估计和检验问题被广泛研究ꎬ例如:一阶适度爆炸自回归模型最小二乘估计问

题ꎬ见文献[１１￣１４]ꎻ一阶适度平稳自回归模型最小二乘估计问题ꎬ见文献[１５￣１７]ꎻ一阶爆炸自回归模型最小

二乘估计问题ꎬ见文献[１８￣１９]ꎻ空间一阶自回归模型见文献[２０]ꎬ等等ꎮ 本文基于 φ 混合序列ꎬ研究一阶适

度爆炸自回归模型最小二乘估计问题ꎬ获得其极限分布的重要理论成果ꎮ

下面给出全文符合说明ꎮ 当 ｎ→∞时ꎬ记
ｐ
→、

Ｌ２→、
ｄ
→分别表示依概率收敛、均方收敛和依分布收敛ꎮ 如

果 Ｘ 和 Ｙ 具有相同的分布ꎬ记为 Ｘ＝ｄ Ｙꎮ 另外ꎬＣ 记为标准柯西随机变量ꎬｃ１ꎬｃ２ꎬ􀆺记为不依赖于 ｎ 的正数ꎮ

１　 模型及结果

考虑一阶适度爆炸回归模型式(１)ꎬ其中 ρｎ ＝ １＋ｃ / ｎｖꎬ ｃ>０ꎬ ν∈(４ / １１ꎬ１)ꎬ ｙ０ ＝ ｏＰ(
　
ｎｖ )ꎬ而误差{ｕｎꎬ

ｎ＝ ±１ꎬ±２ꎬ􀆺}为 φ￣混合序列ꎮ 对 φ￣混合序列施加如下条件:
(Ａ１) 设{ｕｎꎬｎ＝ ±１ꎬ±２ꎬ􀆺}为一严平稳序列ꎻ
(Ａ２) 设 Ｅ(ｕ１)＝ ０ꎬ Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４)<∞ ꎬ并且 φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)ꎮ

为了证明式(３)中 ρｎ 的最小二乘估计 ρ^ｎ 的极限分布ꎬ给出正则化样本 ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ 的协方差可以近似为

Ｘｎ 和 Ｙｎ 的乘积ꎬ其中

Ｘｎ ＝
１

　
ｎｖ

∑
ｎ

ｔ ＝１
ρ－(ｎ－ｔ)－１
ｎ ｕｔꎬ　 Ｙｎ ＝

１
　
ｎｖ

∑
ｎ

ｊ ＝１
ρ－ｊ
ｎ ｕｊꎮ (４)
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引理 １　 假设条件(Ａ１)—(Ａ２)成立ꎬ则当 ｎ→∞时ꎬ有
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝ｔ
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ

Ｌ２→０ꎬ (５)

ρ－２ｎ＋１
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝ｔ
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ

Ｌ２→０ꎮ (６)

引理 ２　 假设条件(Ａ１)—(Ａ２)成立ꎬ则当 ｎ→∞时ꎬ式(４)中的序列{Ｘｎꎬｎ≥１}和{Ｙｎꎬｎ≥１}满足

(ＸｎꎬＹｎ)
ｄ
→(ＸꎬＹ)ꎬ (７)

其中 Ｘ 和 Ｙ 为 ２ 个独立且服从 Ｎ(０ꎬσ２ / (２ｃ))的随机变量ꎬｃ>０(由 ρｎ ＝ １＋ｃ / ｎｖ 定义)ꎬ且

σ２ ＝ ∑
∞

ｋ ＝ －∞
Ｃｏｖ(ｕ０ꎬｕｋ)>０ꎮ (８)

结合引理 １、２ꎬ获得如下 ρｎ 的最小二乘估计 ρ^ｎ 的柯西极限分布ꎮ
定理 １　 假设条件(Ａ１)—(Ａ２)成立ꎬ则当 ｎ→∞时ꎬ有

(
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔꎬ

ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙ２
ｔ－１ ) ｄ

→(ＸＹꎬＹ ２)ꎬ (９)

ｎｖρｎ
ｎ

２ｃ
( ρ^ｎ－ρｎ)

ｄ
→Ｃꎬ (１０)

其中 Ｘ 和 Ｙ 是由式(７)定义ꎮ
注 １　 基于独立同分布误差ꎬＰｈｉｌｌｉｐｓ 等[３]考虑了一阶适度爆炸自回归模型式(１)ꎬ得到了式(９)、(１０)ꎮ

Ｏｈ 等[６]将 Ｐｈｉｌｌｉｐｓ 等的研究成果[３]推广到几何 α￣混合严平稳过程ꎬ并满足 Ｅ(ｕ１)＝ ０ꎬ Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４
＋δ)<∞ ꎬ其中

δ>０ꎮ 本文将其推广到 φ￣混合误差严平稳过程ꎬ满足 Ｅ(ｕ１)＝ ０ꎬ Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４) <∞ ꎬ而混合系数无须满足指数递

减ꎬ而只须满足 φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)ꎮ
注 ２　 由式(１０)易知

ｎｖρｎ
ｎ

２ｃ
( ρ^ｎ－ρｎ)＝

ρｎ
ｎ

２(ρｎ－１)
( ρ^ｎ－ρｎ)

ｄ
→Ｃꎬ (１１)

ρｎ
ｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)
ｄ
→Ｃꎬ (１２)

其中ꎬ式(１１)、(１２)用到了 ρ２
ｎ－１＝(ｃ / ｎｖ＋２)ｃ / ｎｖ ~ ２ｃ / ｎｖ ＝ ２(ρｎ－１)ꎮ 这里 ａｎ ~ ｂｎ 记为 ａｎ / ｂｎ→１ꎬｎ→∞ꎮ 事

实上ꎬ根据 Ｐｈｉｌｌｉｐｓ 等[３]的命题 Ａ.１ 知
ρ－ｎ
ｎ ｎ
ｎｖ ＝ ｏ(１)ꎬ结合 ｎｖρｎ

ｎ ＝ ｏ(ｎ)和
ｎｖρｎ

ｎ

２ｃ
( ρ^ｎ －ρｎ)＝ ＯＰ(１)ꎬ有ρ^ｎ / ρｎ

ｐ
→１ 和

( ρ^ｎ / ρｎ) ｎ ｐ
→１(见文献[６])ꎮ 应用式(１０)ꎬρｎ 的(１－α)置信区间为

ρ^ｎ－
ρ^２
ｎ－１
ρ^ｎ
ｎ

Ｃαꎬ ρ^ｎ＋
ρ^２
ｎ－１
ρ^ｎ
ｎ

Ｃα
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
:＝ [ ρｎꎬ ρｎ ]ꎬ (１３)

其中ꎬ ρｎ和 ρｎ分别为 ρｎ 的置信下限和置信上限ꎬＣα 是显著性水平为 α 的标准柯西分布双尾 α 百分位临界

值ꎮ 例如ꎬＣ０.１ ＝ ６.３ꎬ Ｃ０.０５ ＝ １２.７ꎬ Ｃ０.０１ ＝ ６３.７ꎬ详见文献[２１]ꎮ

２　 数据模拟

考虑一阶适度爆炸自回归模型

ｙｔ ＝ ρｎｙｔ－１＋ｕｔꎬ　 ｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ (１４)

其中ꎬ ｙ０ ＝ ０ꎬ ρｎ ＝ １＋ ｃ
ｎｖ ꎬ ｃ>０ 且 ν∈(４ / １１ꎬ１)ꎮ 此外ꎬｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ 满足均值为 ０ 的随机误差ꎮ 令误差向量

(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ) Ｔ 满足高斯模型ꎬ即

(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ) Ｔ ｄ
→Ｎｎ(０ꎬΣ ｎ)ꎬ (１５)
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其中ꎬ ０＝ ０ｎ×１ꎬΣ ｎ 为如下 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 型协方差阵

Σ ｎ ＝

ξ０ ξ１ 􀆺 ξｎ－１
ξ１ ξ０ 􀆺 ξｎ－２
⋮ ⋮ ⋮
ξｎ－１ ξｎ－２ 􀆺 ξ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

其中ꎬ∑
∞

ｎ ＝１
｜ ξｎ ｜ <∞ ꎬ ξ０>０ꎮ 数据模拟中ꎬ取 ξｉ ＝ (－１) ｉ ｉ－βꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬβ>１ꎬ易见{ｕｎ}为 φ￣混合序列ꎬ且满足

φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－β)ꎮ 由式(１１)、(１２)ꎬ ρ^ｎ / ρｎ
ｐ
→１ 和( ρ^ｎ / ρｎ) ｎ ｐ

→１ꎮ 给出直方图来演示渐近柯西分布结果

ρｎ
ｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)
ｄ
→Ｃ和

ρ^ｎ
ｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)
ｄ
→Ｃꎮ 首先ꎬ在一阶适度爆炸模型式(１４)中ꎬ取 ｃ ＝ ０.４ꎬｖ ＝ ０.６ꎬＴｏｅｐｌｉｔｚ 型协

方差阵 Σ ｎ 中取 β ＝ ８ꎻ其次ꎬ样本 ｎ 分别取 ４００、８００ 和 １ ２００ꎬ实验重复 １ 万次ꎬ分别获得
ρｎ
ｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ －ρｎ)和

ρ^ｎ
ｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)直方图 １、２ꎬ其中红线为标准柯西密度函数图像ꎮ

图 １　
ρｎｎ
ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)在 ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ８ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]的直方图

Ｆｉｇ.１　
ρｎｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ) ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ８ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]

图 ２　
ρ^ｎｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)在 ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ８ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]的直方图

Ｆｉｇ.２　
ρ^ｎｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ) ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ８ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]
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　 　 类似地ꎬ在 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 型协方差阵 Σ ｎ 中取 β＝ ２ꎬ其他参数不变ꎬ同样获得
ρｎ
ｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)和
ρ^ｎ
ｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)直方

图分别如图 ３、４ 所示ꎮ

图 ３　
ρｎｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)在 ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ２ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]的直方图

Ｆｉｇ.３　
ρｎｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ) ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ２ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]

图 ４　
ρ^ｎｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)在 ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ２ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]的直方图

Ｆｉｇ.４　
ρ^ｎｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ) ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｃ＝ ０.４ꎬ ｖ＝ ０.６ꎬ β＝ ２ꎬ ｎ＝[４００ꎬ８００ꎬ１ ２００]

　 　 由图 １、２ 知: 一方面
ρｎ
ｎ

ρ２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)和
ρ^ｎ
ｎ

ρ^２
ｎ－１

( ρ^ｎ－ρｎ)的直方图随着样本量 ｎ 增大而逼近标准柯西分布密度

图像ꎬ所以模拟结果与定理 １ 理论结果吻合ꎻ另一方面ꎬ在 Σ ｎ 中取 β＝ ２ 时ꎬ由图 ３、４ 的模拟结果和图 １、２ 类

似性质ꎬ所以本文混合系数 φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)条件可以在未来研究工作中进一步放宽ꎮ

３　 实例分析

在本章中ꎬ利用一阶适度爆炸模型研究英伟达股票从 ２０１３—２０２３ 年的股价ꎬ通过应用式(１３)给出自回

归系数的置信区间ꎮ 在网页 ｈｔｔｐｓ:∥ｗｗｗ.ａｄｖｆｎ.ｃｏｍ 下载英伟达股票 ２０１３ 年 ６ 月 ３ 日至 ２０２３ 年 ５ 月 ３１ 日

期间每天开盘价数据ꎬ记为 Ｐ ｔꎬ １≤ｔ≤ｎ＝ ２ ５１７ꎮ 对股价 Ｐ ｔ 取对数ꎬ记为 ｙｔ ＝ ｌｏｇ(Ｐ ｔ)ꎬ并令 Ｐ０ ＝ １ꎬ ｙ０ ＝ ０ꎬ则
{ｙｔ}的折线图见图 ５ꎮ
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图 ５　 ２０１３ 年 ６ 月至 ２０２３ 年 ５ 月英伟达股票对数开盘价格数据增长图
Ｆｉｇ.５　 Ｇｒｏｗｔｈ ｃｈａｒｔ ｏｆ ＮＶＩＤＩＡ ｓｔｏｃｋ ｌｏｇ ｏｐｅｎｉｎｇ ｐｒｉｃｅ ｄａｔａ ｆｒｏｍ Ｊｕｎｅ ２０１３ ｔｏ Ｍａｙ ２０２３

　 　 显然ꎬ{ｙｔ}过程是个增长过程ꎮ 利用 ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｄｉｃｋｅｙ ｆｕｌｌｅｒ(ＡＤＦ)检验进行单位根检验ꎬＡＤＦ 值为

－１.８５６ ４ꎬ滞后阶数 Ｌａｇ＝ １ꎬ而 ＡＤＦ 的 ｐ 值为 ０.６３９ １ꎬ意味{ｙｔ}过程是非平稳的ꎬ因此利用一阶适度爆炸模

型 ｙｔ ＝ ρｎｙｔ－１＋μｔ 研究{ｙｔ}过程是合适的ꎮ 令 μ^ｔ ＝ ｙｔ－ρ^ｎｙｔ－１为误差 μｔ 的残差估计量ꎬ其中 ρ^ｎ 是 ρｎ 的最小二乘

估计式(２)ꎮ 图 ６ 为残差项 μ^１ꎬ μ^２ꎬ􀆺ꎬ μ^ｎ 的自相关函数(ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ＡＣＦ)图ꎮ 由图 ６ 知ꎬ残差

的相关性较弱ꎬ符合混合序列渐近无关性质ꎮ

图 ６　 残差项 μ^１ꎬ μ^２ꎬ 􀆺ꎬ μ^ｎ 的 ＡＣＦ 图
Ｆｉｇ.６　 ＡＣＦ ｐｌｏｔ ｏｆ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｔｅｒｍｓ μ^１ꎬ μ^２ꎬ 􀆺ꎬ μ^ｎ

　 　 最后ꎬ利用式(１３)ꎬ给出自回归系数 ρｎ 估计的置信区间ꎬ见图 ７ꎮ 由图 ７ 知ꎬ自回归系数 ρｎ 在起始部位

不太稳定ꎬ但随着样本点 ｎ 的增大ꎬ回归系数 ρｎ 在 １ 附近变化ꎬ满足一阶适度爆炸模型回归系数要求ꎮ

图 ７　 自回归系数区间估计
Ｆｉｇ.７　 Ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
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４　 证明

引理 ３[７] 　 设 Ｘ 和 Ｙ 分别关于 Ｍ ｋ
－∞ 和 Ｍ∞

ｋ＋ｎ(ｋ∈Ｚꎬ ｎ∈Ｚ＋)可测ꎬ如果 Ｅ( ｜ Ｘ ｜ ｐ) <∞ 且 Ｅ( ｜ Ｙ ｜ ｑ) <∞ ꎬ
ｐꎬ ｑ≥１且 １ / ｐ＋１ / ｑ＝ １ꎬ则

｜Ｃｏｖ(ＸꎬＹ) ｜≤２φ１ / ｐ(ｎ)(Ｅ( ｜Ｘ ｜ ｐ)) １ / ｐ(Ｅ( ｜Ｙ ｜ ｑ)) １ / ｑꎮ

引理 ４[２２] 　 设{Ｘｎ} ｎ≥１是均值为 ０ 的 φ￣混合序列ꎬ假设 ｐ 和 ｑ 是 ２ 个正整数ꎬ令 ηｌ ＝ ∑
( ｌ－１)(ｐ＋ｑ) ＋ｐ

ｊ ＝( ｌ－１)(ｐ＋ｑ) ＋１
Ｘ ｊ 其中

１≤ｌ≤ｋꎬ则

Ｅ ( ｅｘｐ { ｉｔ∑
ｋ

ｌ ＝１
ηｌ } ) －∏

ｋ

ｌ ＝１
Ｅ(ｅｘｐ{ ｉｔηｌ}) ≤ｃ１ ｜ ｔ ｜φ(ｑ)∑

ｋ

ｌ ＝１
Ｅ( ｜ηｌ ｜ )ꎬ

其中:ｉ２ ＝ －１ꎻ ｔ∈Ｒꎻ ｃ１ 为不依赖于 ｎ 的正数ꎮ

引理 ５[２３] 　 设{Ｘｎ} ｎ≥１是均值为 ０ 的 φ￣混合序列ꎬ且∑
∞

ｎ ＝１
φ１ / ２(ｎ)<∞ꎬ如果对于 ｐ≥２ 且 ｎ≥１ꎬ有 Ｅ(Ｘｎ)＝

０ꎬ Ｅ( ｜Ｘｎ ｜ ｐ)<∞ ꎬ则对 １≤ｉ≤ｎꎬ

Ｅ ( ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｘ ｉ

ｐ

)≤ｃ２ { ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｅ( ｜Ｘ ｉ ｜ ｐ)＋ (∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｅ(Ｘ２

ｉ ) )
ｐ / ２

} ꎬ　 ｎ≥１ꎬ

其中 ｃ２ 为不依赖于 ｎ 的正数ꎮ
引理 １ 的证明　 易见

Ｅ (
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝ｔ
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ

２

)≤
ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝ｔ
∑

ｎ

ｓ ＝１
∑

ｎ

ｋ ＝ｓ
ρ－( ｊ－ｔ)－(ｋ－ｓ)－２
ｎ ｜Ｅ(ｕｔｕｊｕｓｕｋ) ｜

≤ｃ１

ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ ∑
１≤ｔ１≤ｔ２≤ｔ３≤ｔ４≤ｎ

｜Ｅ(ｕｔ１ｕｔ２ｕｔ３ｕｔ４) ｜ ꎮ

(１６)

类似文献[２４ꎬ引理 １４]的证明ꎬ对于任何 ｑ≥２ꎬ有

Ａｑ(ｎ)＝ ∑
１≤ｔ１≤ｔ２≤􀆺≤ｔｑ≤ｎ

Ｅ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｑ) ꎬ (１７)

和

Ｖｑ(ｎ)＝ ∑ Ｃｏｖ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍꎬ ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋２

􀆺 ｕｔｑ) ꎬ (１８)

其中在{ ｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｑ}满足 １≤ｔ１≤ｔ２≤􀆺≤ｔｑ≤ｎꎬ且 ｒ＝ ｔｍ＋１－ｔｍ ＝ｍａｘ
１≤ｉ<ｑ

( ｔｉ＋１－ｔｉ)ꎬ显然

Ａｑ(ｎ)≤ ∑
１≤ｔ１≤ｔ２≤􀆺≤ｔｑ≤ｎ

｜Ｅ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍ)Ｅ(ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋２

􀆺 ｕｔｑ) ｜

＋ ∑
１≤ｔ１≤ｔ２≤􀆺≤ｔｑ≤ｎ

｜Ｃｏｖ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍꎬ ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋２

􀆺 ｕｔｑ) ｜ ꎮ (１９)

由式(１９)ꎬ易见

∑
１≤ｔ１≤ｔ２≤􀆺≤ｔｑ≤ｎ

｜ Ｅ(ｕｔ１ ｕｔ２ 􀆺 ｕｔｍ)Ｅ(ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋１

􀆺 ｕｔｑ) ｜≤ ∑
ｑ－１

ｍ ＝１
Ａｍ(ｎ)Ａｑ－ｍ(ｎ)ꎬ (２０)

(见文献[２４])ꎮ 进一步地ꎬ从式(１９)、(２０)知

Ａｑ(ｎ)≤ ∑
ｑ－１

ｍ ＝１
Ａｍ(ｎ)Ａｑ－ｍ(ｎ)＋Ｖｑ(ｎ)ꎬ (２１)

对 ｑ≥２ꎬ ｍ≥１ꎬ利用引理 ３ꎬ有

Ｃｏｖ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍꎬ ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋２

􀆺 ｕｔｑ) ≤２φ
ｍ
ｑ(ｒ) [Ｅ( ｜ ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍ ｜

ｑ
ｍ ) ]

ｍ
ｑ [Ｅ( ｜ ｕｔｍ＋１

ｕｔｍ＋２
􀆺 ｕｔｑ ｜

ｑ
ｑ－ｍ) ]

ｑ－ｍ
ｑ ꎮ

(２２)
连续使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ得到

[Ｅ ( ｜ ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍ ｜
ｑ
ｍ ) ]

ｍ
ｑ ≤ [Ｅ( ｜ ｕｔ１ ｜

ｑ) ]
１
ｑ [Ｅ( ｜ ｕｔ２ ｕｔ３􀆺 ｕｔｍ ｜

ｑ
ｍ－１) ]

ｍ－１
ｑ ≤􀆺≤ [Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ｑ) ]

ｍ
ｑ ꎬ (２３)
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因此ꎬ由式(２２)、(２３)知

｜Ｃｏｖ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍꎬ ｕｔｍ＋１
􀆺 ｕｔｑ) ｜≤２φ

ｍ
ｑ(ｒ)Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ｑ)ꎬ (２４)

从而有

Ｍｒꎬｑ ＝ ｓｕｐ ｜Ｃｏｖ(ｕｔ１ ｕｔ２􀆺 ｕｔｍꎬ ｕｔｍ＋１
ｕｔｍ＋２

􀆺 ｕｔｑ) ｜≤２φ
ｍ
ｑ(ｒ)Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ｑ)ꎬ (２５)

其中对所有 １≤ｔ１≤􀆺≤ｔｑ≤ｎꎬ １≤ｍ<ｑꎬ取上确界ꎬ且 ｔｍ＋１－ｔｍ≥ｒꎮ 根据假设 φ(ｎ)＝ Ｏ (ｎ－ｑ２
２ｍ )ꎬ有

Ｍｒꎬｑ ＝Ｏ ( ｒ－
ｑ２
２ｍ

ｍ
ｑ ) ＝Ｏ ｒ－

ｑ
２( ) ꎮ (２６)

此外ꎬ由式(２６)知

Ｖｑ(ｎ)≤ ∑
ｎ

ｔ１ ＝１
∑
ｎ－１

ｒ ＝１
(ｒ＋１) ｑ－２Ｍｒꎬｑ≤ｃ１ ∑

ｎ

ｔ１ ＝１
∑
ｎ－１

ｒ ＝１
ｒｑ－２－ｑ / ２≤ｃ２ｎｑ / ２ꎬ (２７)

因此ꎬ由式(１７)—(１９)、(２１)和(２７)ꎬ有

Ａｑ(ｎ)≤ ∑
ｑ－１

ｍ ＝１
Ａｍ(ｎ)Ａｑ－ｍ(ｎ)＋Ｖｑ(ｎ)≤ｃ３ｎｑ / ２ꎮ (２８)

由 Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４)<∞ ꎬ φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)ꎬ式(１６)、(２８)ꎬ取 ｑ＝ ４ꎬ ｍ＝ １ꎬ得

Ｅ
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝ｔ
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ

２
≤ｃ１

ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ Ａ４(ｎ)≤ｃ２

ρ－２ｎ
ｎ ｎ２

ｎ２ｖ ＝ｏ(１)ꎮ

由于
ρ－ｎ
ｎ ｎ
ｎｖ ＝ｏ(１)ꎬ因此对于每个 ｃ>０ꎬ ρ－ｎ

ｎ ＝ｏ(ｎｖ－１) (见文献[３ꎬ命题 Ａ.１])ꎬ式(５)证毕ꎮ 式(６)证明类

似ꎬ故省略ꎬ证毕ꎮ
引理 ２ 的证明

由 Ｃｒａｍｅｒ－Ｗｏｌｄ 的方法ꎬ只须证明

ａＸｎ＋ｂＹｎ
ｄ
→Ｎ ０ꎬ(ａ

２＋ｂ２)σ２

２ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ∀ａꎬｂ∈Ｒꎬ (２９)

其中 σ２>０ 由式(８)定义ꎮ 记 ａＸｎ＋ｂＹｎ ＝
１

　
ｎｖ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ξｎｉꎬ其中

ξｎｉ ＝(ａρ－ｉ
ｎ ＋ｂρ－(ｎ－ｉ)－１

ｎ )ｕｉꎬ　 １≤ｉ≤ｎꎮ

假设{ｋｎ}、{ｐｎ}、{ｑｎ}为正整数序列ꎬ将∑
ｎ

ｉ ＝１
ξｎꎬｉ分成大块 ｐｎ 部分和小块 ｑｎ 部分ꎮ 定义 ｋｎ ~ ｎ１－ｖ / ２ꎬ ｐｎ ~

ｎｖ / ２－ｎｖ / ４ꎬ ｑｎ ~ ｎｖ / ４ꎬ所以当 ｎ→∞时ꎬ有 ｑｎ / ｐｎ→０ꎬ ｋｎ(ｐｎ＋ｑｎ) / ｎ→１ꎬ因此有

１
　
ｎｖ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ξｎｉ ＝

１
　
ｎｖ

∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙｎｍ＋

１
　
ｎｖ

∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙ′ｎｍ＋

１
　
ｎｖ

ｙ″ｎｋｎꎬ (３０)

其中 ｙｎｍ ＝ ∑
(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋ｐｎ

ｉ ＝(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
ξｎｉꎬ ｙ′ｎｍ ＝ ∑

ｍ(ｐｎ＋ｑｎ)

ｊ ＝(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋ｐｎ＋１
ξｎｊꎬ　 １≤ｍ≤ｋꎬ　 ｙ″ｎｋｎ ＝ ∑

ｎ

ｌ ＝ｋ(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
ξｎｌꎮ 接下来ꎬ将证明

１
　
ｎｖ
∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙｎｍ

ｄ
→ Ｎ ０ꎬ(ａ

２ ＋ ｂ２)σ２

２ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (３１)

１
　
ｎｖ
∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙ′ｎｍ

ｐ
→ ０ꎬ　 １

　
ｎｖ

ｙ″ｎｋｎ
ｐ
→ ０ꎮ (３２)

由于 Ｅ( ｜ ｕ１ ｜ ４)<∞ ꎬ φ(ｎ)＝ Ｏ(ｎ－８)ꎬ因此应用引理 ３ 得

∑
ｋｎ

ｍ ＝１
(Ｅ( ｜ ｙｎｍ ｜ ４) )

１
４ ≤ｃ１∑

ｋｎ

ｍ ＝１
[ ∑

(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋ｐｎ

ｉ ＝(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
Ｅ( ｜ ξｎｉ ｜ ４) ＋ ( ∑

(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋ｐｎ

ｉ ＝(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
Ｅ( ｜ ξｎｉ ｜ ２) )

２

]
１
４

≤ ｃ２∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｐ１ / ２
ｎ ＝Ｏ(ｋｎ ｐ１ / ２

ｎ )ꎮ (３３)

由式(３３)和引理 ４ꎬ得
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　 Ｅ ｅｘｐ ｉｔ∑
ｋｎ

ｍ ＝１

ｙｎｍ
　
ｎｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －∏

ｋｎ

ｍ ＝１
Ｅ ｅｘｐ ｉｔ

ｙｎｍ
　
ｎｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

≤ ｃ１ ｔφ(ｑｎ)
１

　
ｎｖ
∑
ｋｎ

ｍ ＝１
Ｅ( ｜ ｙｎｍ ｜ ) ≤ ｃ１ ｔφ(ｑｎ)

１
　
ｎｖ
∑
ｋｎ

ｍ ＝１
(Ｅ( ｜ ｙｎｍ ｜ ４) )

１
４

≤ｃ２
１
ｎｖ / ２ｑ

－８
ｎ ｋｎｐ１ / ２

ｎ ≤ｃ３
１
ｎｖ / ２ｎ

－２ｖｎ１－ｖ / ２ｎｖ / ４

≤ｃ４ｎ１－１１
４ ｖ→０ꎬ (３４)

其中 ｉ２ ＝ －１ꎬ ｔ∈Ｒꎬ ｖ>４ / １１ꎮ 对于 ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋｎꎬ得

　 　 　 Ｅ(ｙ２
ｎｍ)＝ Ｅ ∑

(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋ｐｎ

ｉ ＝(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
(ａρ－ｉ

ｎ ＋ｂρ－(ｎ－ｉ)－１
ｎ )ｕｉ( )

２

＝Ｅ ( ∑
ｐｎ

ｉ ＝１
(ａρ－(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)－ｉ

ｎ ＋ｂρ－(ｎ－(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)－ｉ)－１
ｎ )ｕ(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)＋ｉ )

２

＝ ∑
ｐｎ－１

ｊ ＝ －(ｐｎ－１)
∑
ｐｎ－｜ ｊ ｜

ｉ ＝１
( Ｉ１＋Ｉ２)Ｅ(ｕ０ｕｊ)ꎬ

其中 Ｉ１ ＝ ａ２ρ－２(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)－２ｉ－ ｜ ｊ ｜
ｎ ＋ ｂ２ρ－２(ｎ－(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)－ｉ)＋ ｜ ｊ ｜ －１

ｎ ꎬ Ｉ２ ＝ ａｂρ－ｎ－１
ｎ ( ρ－ ｜ ｊ ｜

ｎ ＋ ρ ｜ ｊ ｜
ｎ )ꎮ 类似 Ｏｈ 等[６] 的方法ꎬ有

∑
ｐｎ－１

ｊ ＝ －(ｐｎ－１)
ρ－ ｜ ｊ ｜
ｎ Ｅ(ｕ０ｕｊ)→σ２>０ꎬ其中 σ２ 由式(８)定义ꎮ 结合

ρ－ｎ
ｎ ｎ
ｎｖ ＝ｏ(１)和 ｋｎｐｎ ~ ｎꎬ有

　 ∑
ｋｎ

ｍ ＝１
Ｅ [ (

ｙｎｍ
　
ｎｖ

)
２

] ＝ １
ｎｖ ∑

ｋｎ

ｍ ＝１
∑
ｐｎ－１

ｊ ＝ －(ｐｎ－１)
∑
ｐｎ－｜ ｊ｜

ｉ ＝１
( Ｉ１＋Ｉ２)Ｅ(ｕ０ｕｊ)

＝ ∑
ｋｎ

ｍ ＝１

ａ２ρ－２(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ)＋２
ｎ

ｎｖ(ρ２
ｎ－１)

∑
ρｎ－１

ｊ ＝ －(ρｎ－１)
ρ－ ｜ ｊ ｜
ｎ (１－ρ－２(ρｎ－ ｜ ｊ ｜

ｎ )Ｅ(ｕ０ｕｊ)

＋ ∑
ｋｎ

ｍ ＝１

ｂ２ρ－２(ｎ－(ｍ－１)(ｐｎ＋ｑｎ))＋２
ｎ

ｎｖ(ρ２
ｎ－１)

∑
ρｎ－１

ｊ ＝ －(ρｎ－１)
ρ ｜ ｊ ｜
ｎ (ρ２(ρｎ－ ｜ ｊ ｜ )

ｎ －１)Ｅ(ｕ０ｕｊ)

→
(ａ２＋ｂ２)σ２

２ｃ
ꎮ

(３５)

显然ꎬ对于所有 η>０ꎬ根据式(３３)、(３５)和马尔可夫不等式ꎬ有

Ｅ
ｙｎｍ

　
ｎｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

Ｉ
ｙｎｍ

　
ｎｖ

>η
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １
ｎｖＥ ｙ２

ｎｍＩ
ｙｎｍ

　
ｎｖ

>η
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤ １

η２ｎ２ｖＥ(ｙ
４
ｎｍ)＝ Ｏ(ｐ２

ｎ / ｎ２ｖ)ꎬ

从而有

∑
ｋｎ

ｍ ＝１
Ｅ [ (

ｙｎｍ
　
ｎｖ

)
２
Ｉ (

ｙｎｍ
　
ｎｖ

>η ) ] ＝Ｏ(ｋｎ ｐ２
ｎ / ｎ２ｖ)→０ꎮ (３６)

由式(３４)—(３６)可得式(３１)ꎮ 类似式(３１)证明有

１
　
ｎｖ / ２

∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙ′ｎｍ

ｄ
→Ｎ (０ꎬ(ａ

２＋ｂ２)σ２

２ｃ )ꎬ (３７)

从而有

１
　
ｎｖ
∑
ｋｎ

ｍ ＝１
ｙ′ｎｍ

ｐ
→ ０ꎮ (３８)

另外ꎬ由式(３３)的证明和 ｋｎ(ｐｎ＋ｑｎ) / ｎ→１ꎬ知

Ｅ ( １
　
ｎｖ

ｙ″ｎｋｎ )
２
＝ １
ｎｖＥ(ｙ″ｎｋｎ)

２≤
ｃ１

ｎｖ ( ∑
ｎ

ｌ ＝ｋ(ｐｎ＋ｑｎ) ＋１
ａρ－ｌ

ｎ ＋ｂρ－(ｎ－ｌ)－１
ｎ )＝ ｏ(１)ꎬ (３９)

因此ꎬ由式(３８)、(３９)ꎬ式(３２)的证明完毕ꎮ 进一步地ꎬ结合式(３０)—(３２)ꎬ式(２９)证毕ꎮ
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定理 １ 的证明

对式(１)两边取平方ꎬ并对 ｔ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}有
ρ－２ｎ
ｎ

ｎｖ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙ２
ｔ－１ ＝

１
ｎ２ｖ(ρ２

ｎ－１)
{ ρ－２ｎ

ｎ (ｙ２
ｎ－ｙ２

０)－２ρ
－２ｎ＋１
ｎ ∑

ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ－ρ

－２ｎ
ｎ ∑

ｎ

ｔ ＝１
ｕ２
ｔ }

＝ １
ｎｖ(ρ２

ｎ－１)
{
ρ－２ｎ
ｎ

ｎｖ ｙ
２
ｎ－

２ρ－２ｎ＋１
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ －

ρ－２ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｕ２
ｔ } ＋ｏＰ(ｐ

－２ｎ
ｎ )ꎬ (４０)

其中 ｙ０ ＝ｏＰ(ｐ
－２ｎ
ｎ )ꎮ 由于 ｎｖ(ρ２

ｎ－１)→２ｃꎬ因此有

ρ－２ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｕ２
ｔ ＝ＯＰ

ρ－２ｎ
ｎ ｎ
ｎｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｏＰ(１)ꎮ (４１)

另外ꎬ从引理 １、２ 知

ρ２ｎ＋１
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ ＝

ｙ０
　
ｎｖ

ρｎ
ｎ

　
ｎｖ
∑

ｎ

ｔ ＝１
ρ－(ｎ－ｔ)
ｎ ｕｔ ＋

ρ２ｎ＋１
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
(∑

ｔ－１

ｊ ＝１
ρｔ－１－ｊ
ｎ ｕｊ )ｕｔ ＝ｏＰ(１)ꎬ (４２)

因此ꎬ从式(４０)—(４２)知
ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙ２
ｔ－１ ＝

１
ｎｖ(ρ２

ｎ－１)

ρ－ｎ
ｎ

　
ｎｖ

ｙｎ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

＋ｏＰ(１)＝
１

ｎｖ(ρ２
ｎ－１)

( １
　
ｎｖ

∑
ｎ

ｊ ＝１
ρ－ｊ
ｎ ｕｊ )

２
＋ｏＰ(１)＝

１
２ｃ

Ｙ２
ｎ＋ｏＰ(１)ꎬ

其中 Ｙｎ 由式(４)定义ꎬ并且 ｎｖ(ρ２
ｎ－１)→２ｃꎮ 应用引理 ２ 得

ρ－２ｎ
ｎ

ｎ２ｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙ２
ｔ－１

ｄ
→

１
２ｃ

Ｙ ２ꎬ　 Ｙ
ｄ
􀪅􀪅 Ｎ ０ꎬσ

２

２ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (４３)

其中 Ｙ 为引理 ２ 中 Ｙｎ 的极限分布随机变量ꎮ 此外ꎬ由文献[３]知
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ ＝

ｙ０
　
ｎｖ

１
　
ｎｖ
∑

ｎ

ｔ ＝１
ρ－(ｎ－ｔ＋１)
ｎ ｕｔ ＋

ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑
ｔ－１

ｊ ＝１
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔꎮ

显然ꎬ由 ｙ０ /
　
ｎｖ ＝ｏＰ(１)ꎬ第一项是 ｏＰ(１)ꎬ而

１
　
ｎｖ

∑
ｎ

ｔ ＝１
ρ－(ｎ－ｔ＋１)
ｎ ｕｔ ＝

１
　
ｎｖ
∑

ｎ

ｊ ＝１
ρ－ｊ
ｎ ｕｎ＋１－ｊＹ

ｄ
􀪅􀪅

１
　
ｎｖ

∑
ｎ

ｔ ＝１
ρ－ｔ
ｎ ｕｔ ＝Ｙｎ ＝ＯＰ(１)ꎬ

(用到引理 ２ 结论 Ｙｎ
ｄ
→Ｙ)ꎮ 由引理 １ 知

ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ ＝

ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑
ｔ－１

ｊ ＝１
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ ＋ ｏＰ(１) ＝ ρ－ｎ

ｎ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑
ｔ－１

ｊ ＝１
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ ＋

ρ－ｎ
ｎ

ｋｎ
∑

ｎ

ｔ ＝１
∑
ｔ－１

ｊ ＝１
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ＋ ｏＰ(１)

＝
ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
ρｔ－ｊ－１
ｎ ｕｊｕｔ ＋ ｏＰ(１) ＝ ( １

　
ｎｖ
∑

ｎ

ｔ ＝１
ρ－(ｎ－ｔ) －１
ｎ ｕｔ ) ( １

　
ｎｖ
∑

ｎ

ｊ ＝１
ρ－ｊ
ｎ ｕｊ ) ＋ ｏＰ(１)

＝ＸｎＹｎ＋ ｏＰ(１)ꎮ
根据引理 ２ 知

ρ－ｎ
ｎ

ｎｖ ∑
ｎ

ｔ ＝１
ｙｔ－１ｕｔ

ｄ
→ＸＹꎬ　 ＸꎬＹ

ｄ
􀪅􀪅Ｎ ０ꎬσ

２

２ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (４４)

　 　 结合式(４３)、(４４)ꎬ式(９)得证ꎮ 另外ꎬ式(１０)是式(４３)、(４４)的直接结果ꎬ且极限随机变量 Ｘ 和 Ｙ 相

互独立ꎬ证毕ꎮ
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