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具有非局部竞争和时滞的广食性捕食者－食饵模型的
Ｈｏｐｆ 分支

罗艺华ꎬ杜燕飞∗

(陕西科技大学数学与数据科学学院ꎬ 陕西 西安 ７１００２１)

摘要:利用特征方程根的分布分析方法ꎬ研究了正平衡点的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎬ得到了系统在发生 Ｈｏｐｆ 分支时的时

滞临界值ꎮ 利用中心流形定理和规范型理论ꎬ确定了分支方向和分支周期解的稳定性ꎮ 系统可能存在无食饵边界平衡点与

正平衡点双稳、无食饵边界平衡点与周期解双稳 ２种双稳态ꎬ通过数值模拟验证了理论结果ꎮ
关键词:广食性捕食者ꎻ非局部竞争ꎻ时滞ꎻＨｏｐｆ 分支ꎻ双稳
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０　 引言

生物多样性是人类赖以生存与发展的重要基石ꎬ对生态系统的长期稳定有着举足轻重的意义ꎮ 丰富而

不同的生物种类在整个自然生态体系中扮演着各式各样的角色ꎬ它们相互作用形成了复杂的生态链ꎮ 生物

多样性的丧失可能导致物种的灭绝、环境的恶化、生态平衡的破坏ꎮ 为了防止入侵物种对当地造成严重危

害ꎬ引进入侵物种在原始产地的天敌来控制入侵物种的迅速蔓延[１]ꎮ 入侵物种与其天敌之间是一种捕食－
食饵的关系ꎬ对捕食－食饵系统进行动力学分析ꎬ能更好地认识入侵物种和天敌相互作用的规律ꎬ从而进行

有效的生物控制ꎮ 在捕食者－食饵系统中ꎬ根据捕食者所捕食物种的数量ꎬ可以将捕食者分为专食性捕食者

和广食性捕食者ꎮ 专食性捕食者以单一物种为食ꎬ它们控制入侵物种的能力受到食饵 Ａｌｌｅｅ 效应的影

响[２￣３]ꎬ而广食性捕食者有额外的食物来源ꎬ在没有特定食饵的情况下ꎬ依旧可以生存下来ꎮ 研究表明ꎬ引入

广食性捕食者是控制生物入侵的一种重要手段[４￣５]ꎮ
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　 　 基于文献[２￣３]的研究ꎬ文献[４]提出了寄主－寄生蜂模型:
∂ｕ
∂ｔ
＝Ｄ ∂

２ｕ
∂ｘ２
＋ｒ１ｕ １－

ｕ
Ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｖ Ｅｕ
１＋Ｅｈｕ

ꎬ

∂ｖ
∂ｔ
＝Ｄ ∂

２ｖ
∂ｘ２
＋γｖ Ｅｕ
１＋Ｅｈｕ

＋ｒ２ｖ １－
ｖ
Ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１)

式中ꎬｕ＝ｕ(ｘꎬｔ)为在位置 ｘ 和时间 ｔ(寄主)食饵的密度ꎻｖ＝ ｖ(ｘꎬｔ)为在位置 ｘ 和时间 ｔ(寄生蜂)捕食者的密
度ꎻＤ 为扩散速率ꎻｒ１ 为食饵的生长速率ꎻｒ２ 为捕食者的生长速率ꎻＫ１ 为食饵的最大环境容纳量ꎻＫ２ 为捕食

者的最大环境容纳量ꎻＥ 为食饵和捕食者的相遇率ꎻｈ 为收获时间ꎻγ 为广食性捕食者的转化率ꎮ
在 Ｍａｇａｌ 等[４]的研究基础上ꎬＸｉａｎｇ 等[６]继续研究系统(１)对应的常微分系统的动力学行为ꎬ在对参数

进行完整的定性和分支分析后ꎬ发现该模型表现出复杂的动力学和分支ꎮ 此外ꎬ文献[４￣８]也对系统(１)对
应的常微分系统的动力学进行了全面的研究ꎮ Ｍａｄｅｃ 等[９]考虑了以下无量纲系统:
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式中ꎬｄ１ 为食饵的扩散系数ꎬｄ２ 为捕食者的扩散系数ꎬ结果表明由广食性天敌诱导的双稳态可以逆转害虫的

入侵ꎮ
种间和种内的相互作用可以看作是局部的[４ꎬ９]ꎬ由于资源有限ꎬ一个种群不仅与同一地区的种群相互作

用ꎬ同时也与相邻的种群相互作用ꎬ因此种间和种内的相互作用是非局部的[１０]ꎮ Ｆｕｒｔｅｒ 等在文献[１０]中首
次将非局部作用纳入单种群的模型中ꎬ利用

ｕ^＝ ∫
Ω
Ｇ(ｘꎬｙ)ｕ(ｙꎬｔ)ｄｙ

表示非局部资源消耗ꎬ其中ꎬＧ(ｘꎬｙ)是核函数ꎬΩ 是空间域ꎮ
近年来ꎬ非局部效应对种群动力学影响受到广泛关注[１１￣１２]ꎮ 由于食饵和捕食者的生长都遵循 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ

增长ꎬＹａｎｇ 等[１３]认为食饵和捕食者都具有非局部种内竞争ꎬ他们将食饵和捕食者的非局部种内竞争引入到
系统(２)中ꎬ对具有非局部种内竞争的广食性捕食者－食饵系统的时空动力学进行了研究ꎬ分析了非局部竞

争对共存平衡点稳定性的影响以及可能发生的 Ｔｕｒｉｎｇ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支ꎮ 此外ꎬ还有许多学者对具有非局

部竞争的系统进行了分支分析[１４￣１７]ꎮ
种群中的许多行为不是瞬时完成的ꎬ而是有一定的时间滞后ꎬ如消化时滞、妊娠时滞等ꎮ Ｋｕａｎｇ[１８]、Ｌｉｕ

等[１９]和 Ｂｅｒｅｔｔａ 等[２０]考虑了具有时滞的模型ꎬ其中 τ 可以看作捕食者的妊娠期或反应时间[２１]ꎮ 本文在
Ｙａｎｇ 等[１３]模型的基础上ꎬ考虑捕食者妊娠时滞的影响ꎬ得到以下模型:
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１　 稳定性与分支分析

考虑系统(３)对应的常微分系统
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根据文献[９]的结果ꎬ系统(４)必存在平衡点 Ｅ０(０ꎬ０)、无捕食者边界平衡点 Ｅ１(１ꎬ０)和无食饵边界平衡点

Ｅ２(０ꎬ１)ꎮ
通过计算可知ꎬ系统(４)在 Ｅ０(０ꎬ０)处对应的特征方程为

(λ－１)(λ－ｒ)＝ ０ꎬ
则 λ１ ＝ １>０ꎬ λ２ ＝ ｒ>０ꎬ因此 Ｅ０ 不稳定ꎮ 在 Ｅ１(１ꎬ０)处对应的特征方程为
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系统(４)在 Ｅ２(０ꎬ１)处对应的特征方程为

(λ＋Ｅ－１)(λ＋ｒ)＝ ０ꎬ
则 λ１ ＝ １－Ｅꎬ λ２ ＝ －ｒ<０ꎮ 所以ꎬ当 Ｅ>１时ꎬＥ２ 局部渐近稳定ꎻ当 Ｅ<１时ꎬＥ２ 不稳定ꎮ

假设(Ｈ０): Ｅ>１ꎬ Ｅｈ>１ꎬ以及 α<(Ｅｈ
＋１) ３－４Ｅ２ｈ(Ｅｈ＋１)
４Ｅ２(Ｅｈ－１)

成立时ꎬ系统(４)有 ２ 个正平衡点 Ｅ３(ｕ３ꎬｖ３)和

Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)ꎬ满足 ｕ３<ｕ∗且 ｖ３<ｖ∗ꎮ Ｅ３ 是鞍点ꎬＥ∗局部渐近稳定ꎮ
对于系统(３)ꎬ只需讨论 Ｅ２ 和 Ｅ∗的稳定性ꎮ 系统(３)在任一平衡点(􀭵ｕꎬ􀭰ｖ)处的线性化方程为
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ｃｏｓ ｎ
ｌ
ｘ(ｎ≥１)ꎮ

令
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ａｎ

ｂｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｃｏｓ

ｎ
ｌ
ｘｅλｔ为方程(５)的解ꎬ注意到

１
ｌπ ∫

ｌπ

０
ｃｏｓ ｎ

ｌ
ｘｄｘ＝

１ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ
０ꎬ ｎ≠０ꎬ{

因此ꎬ特征方程为

λ＋ｎ
２

ｌ２
ｄ１－ａ１１－ｃ１１δ(ｎ) －ａ１２

－ｂ２１ｅ
－λτ λ＋ｎ

２

ｌ２
ｄ２－ａ２２－ｃ２２δ(ｎ)

＝ ０ꎬ (６)

其中 δ(ｎ)＝
１ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ
０ꎬ ｎ∈Ｎꎮ{

由式(６)ꎬ系统(３)在 Ｅ２(０ꎬ１)处对应的特征方程为

λ＋ｎ
２

ｌ２
ｄ１＋Ｅ－１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú λ＋ｎ

２

ｌ２
ｄ２＋ｒδ(ｎ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

即

(λ＋Ｅ－１)(λ＋ｒ)＝ ０ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ (７)
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λ＋ｎ
２

ｌ２
ｄ１＋Ｅ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ λ＋ｎ

２

ｌ２
ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ　 ｎ∈Ｎꎮ (８)

容易得到ꎬ当假设(Ｈ０)成立时ꎬ

λ１ꎬ０ ＝ －(Ｅ－１)<０ꎬ　 λ２ꎬ０ ＝ －ｒ<０ꎬ　 λ１ꎬｎ ＝ －
ｎ２

ｌ２
ｄ１＋Ｅ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ <０ꎬ　 λ２ꎬｎ ＝ －

ｎ２

ｌ２
ｄ２<０ꎮ

即特征方程(７)、(８)的特征根均具有负实部ꎮ
定理 １　 若假设(Ｈ０)成立ꎬ则系统(３)的平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)是局部渐近稳定的ꎮ
对于 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)ꎬ得到

ａ１１ ＝
Ｅ２ｈｕ∗ｖ∗
(１＋Ｅｈｕ∗) ２

>０ꎬ　 ａ１２ ＝ －
Ｅｕ∗
１＋Ｅｈｕ∗

<０ꎬ　 ａ２２ ＝ ０ꎬ　 ｂ２１ ＝
αＥｒｖ∗

(１＋Ｅｈｕ∗) ２
>０ꎬ　 ｃ１１ ＝ －ｕ∗<０ꎬ　 ｃ２２ ＝ －ｒｖ∗<０ꎬ

对应的特征方程为

λ２＋Ａλ＋Ｂ＋Ｃｅ－λτ ＝ ０ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ (９)
λ２＋Ａｎλ＋Ｂｎ＋Ｃｅ－λτ ＝ ０ꎬ　 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ (１０)

其中

Ａ＝ －(ａ１１＋ｃ１１＋ｃ２２)ꎬ　 Ｂ＝ ｃ２２(ａ１１＋ｃ１１)ꎬ　 Ｃ＝ －ａ１２ｂ２１>０ꎬ

Ａｎ ＝
ｎ２

ｌ２
(ｄ１＋ｄ２)－ａ１１ꎬ　 Ｂｎ ＝

ｎ２

ｌ２
ｄ２

ｎ２

ｌ２
ｄ１－ａ１１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ

当 τ＝ ０时ꎬ特征方程(９)、(１０)可化为

λ２＋Ａλ＋Ｂ＋Ｃ＝ ０ꎬ　 ｎ＝ ０ꎬ (１１)
λ２＋Ａｎλ＋Ｂｎ＋Ｃ＝ ０ꎬ　 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎮ (１２)

假设(Ｈ１): Ａ>０ꎬ Ｂ＋Ｃ>０ꎬ Ａｎ>０ꎬ Ｂｎ＋Ｃ>０(ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)ꎮ
当假设(Ｈ１)成立时ꎬ特征方程(１１)和(１２)的根均具有负实部ꎮ
定理 ２　 当 τ＝ ０时ꎬ若假设(Ｈ０)和(Ｈ１)成立ꎬ则系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ
下面讨论时滞 τ>０时的情形ꎮ 先考虑 ｎ＝ ０时对应的特征方程(９)ꎬ将 λ＝ ｉω０(ω０>０)代入方程(９)中ꎬ分

离实虚部后得到

ω２０－Ｂ＝Ｃ ｃｏｓω０τꎬ
Ａω０ ＝Ｃ ｓｉｎ ω０τꎬ

{
方程两边平方后相加可得

ω４０＋(Ａ２－２Ｂ)ω２０＋Ｂ２－Ｃ ２ ＝ ０ꎬ (１３)
易得 Ｔ＝Ａ２－２Ｂ＝(ａ１１＋ｃ１１) ２＋ｃ２２２>０ꎮ 由于 Ｄ＝Ｂ２－Ｃ ２ ＝(Ｂ＋Ｃ)(Ｂ－Ｃ)ꎬ Ｂ＋Ｃ>０ꎬ因此ꎬ当 Ｂ－Ｃ≥０时ꎬ方程(１３)
没有正实根ꎬ从而方程(９)没有纯虚根ꎻ而当 Ｂ－Ｃ<０时ꎬ方程(１３)有一个正根

ω０ ＝
１
２
(－Ｔ＋ Ｔ ２－４Ｄ )é

ë
êê

ù

û
úú

１
２

ꎮ

假设(Ｈ２): Ｂ－Ｃ≥０ꎮ
假设(Ｈ３): Ｂ－Ｃ<０ꎮ
引理 １　 如果假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和(Ｈ２)成立ꎬ则方程(９)没有纯虚根ꎻ如果假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和(Ｈ３)成立ꎬ

则方程(９)当 τ＝τｋ
０时ꎬ有一对简单纯虚根±ｉω０ꎬ其中

ω０ ＝
１
２
(－Ｔ＋ Ｔ ２－４Ｄ )é

ë
êê

ù

û
úú

１
２

ꎬ

τｋ
０ ＝
１
ω０

ａｒｃｃｏｓ
ω２０－Ｂ
Ｃ
＋２ｋπ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ　 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎮ

类似地ꎬ将 λ＝ ｉωｎ(ωｎ>０)代入方程(１０)ꎬ得到

ω２ｎ－Ｂｎ ＝Ｃ ｃｏｓωｎτꎬ
Ａｎωｎ ＝Ｃ ｓｉｎ ωｎτꎬ

{
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以及

ω４ｎ＋(Ａ２ｎ－２Ｂｎ)ω２ｎ＋Ｂ２ｎ－Ｃ ２ ＝ ０ꎮ (１４)

显然 Ｔｎ ＝Ａ２ｎ－２Ｂｎ ＝
ｎ２

ｌ２
ｄ１－ａ１１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

＋ｎ
４

ｌ４
ｄ ２２>０ꎮ 由于 Ｄｎ ＝Ｂ２ｎ－Ｃ ２ ＝ (Ｂｎ＋Ｃ)(Ｂｎ－Ｃ)ꎬ Ｂｎ＋Ｃ>０ꎬ因此ꎬ当 Ｂｎ－Ｃ≥０

时ꎬ方程(１４)没有正实根ꎬ故方程(１０)没有纯虚根ꎻ而当 Ｂｎ－Ｃ<０时ꎬ方程(１４)只有一个正根

ωｎ ＝
１
２
(－Ｔｎ＋ Ｔ ２ｎ－４Ｄｎ )

é

ë
êê

ù

û
úú

１
２

ꎮ

假设(Ｈ４): Ｂｎ－Ｃ≥０ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎮ
假设(Ｈ５): ∃ｎ∈Ｎ 使得 Ｂｎ－Ｃ<０ꎮ
记 Ｓ＝{ｎ ｜Ｂｎ－Ｃ<０ꎬ ｎ∈Ｎ}ꎬ因为ｌｉｍ

ｎ→∞
(Ｂｎ－Ｃ)→＋∞ ꎬ所以 Ｓ 是一个有限集ꎮ

引理 ２　 若假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和(Ｈ４)成立ꎬ则方程(１０)没有纯虚根ꎻ如果假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和(Ｈ５)成立ꎬ
则方程(１０)当 τ＝τｋ

ｎ时有一对纯虚根±ｉωｎꎬ其中

ωｎ ＝
１
２
(－Ｔｎ＋ Ｔ ２ｎ－４Ｄｎ )

é

ë
êê

ù

û
úú

１
２

ꎬ

τｋ
ｎ ＝
１
ωｎ

ａｒｃｃｏｓ
ω２ｎ－Ｂｎ

Ｃ
＋２ｋπ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ　 ｎ∈Ｓꎬ　 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎮ

引理 ３　 如果假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和(Ｈ３)成立ꎬ那么 Ｒｅ ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú τ＝τｋ０

>０(ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺)ꎻ如果假设(Ｈ０)、(Ｈ１)和

(Ｈ５)成立ꎬ那么 Ｒｅ ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú τ＝τｋｎ

>０ꎬ其中 ｎ∈Ｓ 且 ｋ∈Ｎ０ꎮ

证明　 对方程(９)的两边关于 τ 求导ꎬ可得

ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

＝(２λ＋Ａ)ｅ
λτ

Ｃλ
－ τ
λ
ꎬ

从而

Ｒｅ ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

τ＝τｋ０
＝
２ω０ｃｏｓω０τ＋Ａ ｓｉｎ ω０τ

Ｃω０

＝
２(ω２０－Ｂ)＋Ａ２

Ｃ ２

＝ Ｔ ２－４Ｄ
Ｃ ２

>０ꎮ

对方程(１０)的两边关于 τ 求导ꎬ可得

ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

＝
(２λ＋Ａｎ)ｅλτ

Ｃλ
－ τ
λ
ꎬ

从而

Ｒｅ ｄλ
ｄτ

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

τ＝τｋｎ
＝
２ωｎｃｏｓωｎτ＋Ａｎｓｉｎ ωｎτ

Ｃωｎ

＝
２(ω２ｎ－Ｂｎ)＋Ａ２ｎ

Ｃ ２

＝
Ｔ ２ｎ－４Ｄｎ

Ｃ ２
>０ꎮ

当假设(Ｈ０)、(Ｈ１)、(Ｈ３)和(Ｈ５)成立时ꎬ定义􀭹τ≜ｍｉｎ{τ００ꎬτ０ｎꎬｎ∈Ｓ}ꎮ
定理 ３　 如果假设(Ｈ０)和(Ｈ１)成立ꎬ那么对于系统(３)有以下结论成立:
(１) 若假设(Ｈ２)和(Ｈ４)成立ꎬ则当 τ≥０时ꎬ正平衡点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)局部渐近稳定ꎻ
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(２) 若假设(Ｈ３)或(Ｈ５)成立ꎬ则当 τ∈[０ꎬ􀭹τ)时ꎬＥ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)局部渐近稳定ꎬ而当 τ>􀭹τ 时ꎬＥ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)
不稳定ꎻ

(３)在每个 τｋ
０和 τｋ

ｎ(ｎ∈Ｓꎬ ｋ∈Ｎ０)处ꎬ系统(３)发生 Ｈｏｐｆ 分支ꎮ

２　 Ｈｏｐｆ 分支方向与分支周期解的稳定性

令ｕ~~(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘꎬτｔ)－ｕ∗ꎬ ｖ~
~(ｘꎬｔ)＝ ｖ(ｘꎬτｔ)－ｖ∗ꎬ为了简化记号ꎬ去掉“≈”ꎬ则系统(３)可写为

∂ｕ
∂ｔ
＝τ[ｄ１Δｕ(ｘꎬｔ)＋ａ１１ｕ(ｘꎬｔ)＋ａ１２ｖ(ｘꎬｔ)＋ｃ１１ ｕ^(ｘꎬｔ)＋α１ｕ２(ｘꎬｔ)＋α２ｕ(ｘꎬｔ)ｖ(ｘꎬｔ)＋α３ ｕ^(ｘꎬｔ)ｕ(ｘꎬｔ)

　 ＋α４ｕ３(ｘꎬｔ)＋α５ｕ２(ｘꎬｔ)ｖ(ｘꎬｔ)]＋ｈ.ｏ.ｔ.ꎬ
∂ｖ
∂ｔ
＝τ[ｄ２Δｖ(ｘꎬｔ)＋ｂ２１ｕ(ｘꎬｔ－１)＋ｃ２２ ｖ^(ｘꎬｔ)＋α６ ｖ^(ｘꎬｔ)ｖ(ｘꎬｔ)＋α７ｖ(ｘꎬｔ)ｕ(ｘꎬｔ－１)＋α８ｕ２(ｘꎬｔ－１)

　 ＋α９ｕ３(ｘꎬｔ－１)＋α１０ｕ２(ｘꎬｔ－１)ｖ(ｘꎬｔ)]＋ｈ.ｏ.ｔ.ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１５)
其中

α１ ＝
Ｅ２ｈｖ∗

(１＋Ｅｈｕ∗) ３
ꎬ　 α２ ＝ －

Ｅ
(１＋Ｅｈｕ∗) ２

ꎬ　 α３ ＝ －１ꎬ　 α４ ＝
－Ｅ３ｈ２ｖ∗
(１＋Ｅｈｕ∗) ４

ꎬ　 α５ ＝
Ｅ２ｈ

(１＋Ｅｈｕ∗) ３
ꎬ

α６ ＝ －ｒꎬ　 α７ ＝
αｒＥ

(１＋Ｅｈｕ∗) ２
ꎬ　 α８ ＝ －

αｒＥ２ｈｖ∗
(１＋Ｅｈｕ∗) ３

ꎬ　 α９ ＝
αｒＥ３ｈ２ｖ∗
(１＋Ｅｈｕ∗) ４

ꎬ　 α１０ ＝ －
αｒＥ２ｈ

(１＋Ｅｈｕ∗) ３
ꎮ

定义实值 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｘ:＝ (ｕꎬｖ) Ｔ:ｕꎬｖ∈Ｈ ２(０ꎬｌπ)ꎬ ∂ｕ
∂ｘ
(０ꎬｔ)＝ ∂ｖ

∂ｘ
( ｌπꎬｔ)＝ ０{ } ꎬ以及相应的复化空间

ＸＣ:＝Ｘ＋ｉＸ＝{ｘ１＋ｉｘ２:ｘ１ꎬｘ２∈Ｘ}ꎮ

定义内积为‹􀭹ｕꎬ􀭴ｖ›:＝ ∫ｌπ
０
(􀭵ｕ１ｖ１＋􀭵ｕ２ｖ２)ｄｘꎬ其中􀭹ｕ＝(ｕ１ꎬｕ２) Ｔꎬ 􀭴ｖ＝(ｖ１ꎬｖ２) Ｔ∈ＸＣꎬ令 Ｃ :＝Ｃ([－１ꎬ０]ꎬＸＣ)是赋上

确界范数的相空间ꎬ令ϕｔ∈Ｃꎬ其中 ϕｔ(θ)＝ ϕ( ｔ＋θ)ꎬ －１≤θ≤０ꎮ 记 β(１)ｎ ＝ (γｎ(ｘ)ꎬ０) Ｔꎬ β(２)ｎ ＝ (０ꎬγｎ(ｘ)) Ｔꎬ

βｎ ＝{β(１)ｎ (ｘ)ꎬ β(２)ｎ (ｘ)}ꎬ则{β( ｉ)ｎ (ｘ)} ｎ≥０为 ＤΔ对应于特征值－ｄｉ
ｎ２

ｌ２
( ｉ ＝ １ꎬ２)的特征函数ꎬ并且{β( ｉ)ｎ (ｘ)} ｎ≥０

是 Ｘ 的一组规范正交基ꎮ
令 τ＝􀭹τ＋μꎬ则当 μ＝ ０时ꎬ系统发生 Ｈｏｐｆ 分支ꎬ因此ꎬ系统(１５)可写为

ｄＵ( ｔ)
ｄｔ
＝(􀭹τ＋μ)ＤΔＵ( ｔ)＋(􀭹τ＋μ)Ｌ(ＵｔꎬＵ^( ｔ))＋Ｆ(ＵｔꎬＵ^( ｔ)ꎬμ)ꎬ (１６)

其中

Ｌ(ϕ(θ)ꎬϕ(０))＝ Ｌ１ϕ(０)＋Ｌ２ϕ(－１)＋Ｌ３ϕ^(０)ꎬ

Ｆ(ϕꎬμ)＝ (􀭹τ＋μ)
α１ϕ２１(０)＋α２ϕ１(０)ϕ２(０)＋α３ϕ^１(０)ϕ１(０)＋α４ϕ３１(０)＋α５ϕ２１(０)ϕ２(０)

α６ϕ^２(０)ϕ２(０)＋α７ϕ２(０)ϕ１(－１)＋α８ϕ２１(－１)＋α９ϕ３１(－１)＋α１０ϕ２１(－１)ϕ２(０)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ꎬ

ϕ＝(ϕ１ꎬϕ２) Ｔ∈Ｃꎬ且 ϕ^＝ １
ｌπ ∫

ｌπ

０
ϕｄｘꎬ Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３ 由式(５)定义ꎮ

±ｉωｎ０􀭹τ 是以下线性系统(１７)和线性泛函微分方程(１８)的一对简单纯虚根:
ｄＵ( ｔ)

ｄｔ
＝􀭹τＤΔＵ( ｔ)＋􀭹τＬ(ＵｔꎬＵ^(０))ꎬ (１７)

ｄｚ( ｔ)
ｄｔ
＝ －􀭹τＤ

ｎ２

ｌ２
ｚ( ｔ)＋􀭹τＬ(ＵｔꎬＵ^(０))ꎮ (１８)

由 Ｒｉｅｓｚ 表示定理ꎬ存在 ２×２的矩阵函数 η(θꎬ􀭹τ)(θ∈[－１ꎬ０])ꎬ使得
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－􀭹τＤ
ｎ２

ｌ２
ϕ(０)＋􀭹τＬ(ϕ)＝ ∫ ０

－１
ｄη(θꎬ􀭹τ)ϕ(θ)ꎬ　 ϕ∈Ｃꎮ

选择

η(θꎬ􀭹τ)＝
􀭹τ －

ｎ２

ｌ２
Ｄ＋Ｌ１＋Ｌ３δ(ｎ０)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ　 θ＝ ０ꎬ

０ꎬ θ∈(－１ꎬ０)ꎬ
－􀭹τＬ２ꎬ θ＝ －１ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 Ｄ、Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３ 由式(５)中定义ꎮ
对于 ϕ(θ)∈Ｃ１([－１ꎬ０]ꎬＲ２)ꎬ定义 Ａ(􀭹τ)为

Ａ(􀭹τ)(ϕ(θ))＝

ｄϕ(θ)
ｄθ
ꎬ　 　 　 　 　 θ∈[－１ꎬ０)ꎬ

∫ ０
－１

ｄη(θꎬ０)ϕ(θ)ꎬ θ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

对于 ψ＝(ψ１ꎬψ２)∈Ｃ１([０ꎬ１]ꎬ(Ｒ２)∗)ꎬ定义

Ａ∗(ψ(ｓ))＝
－ｄψ(ｓ)

ｄｓ
ꎬ　 　 　 　 　 　 ｓ∈(０ꎬ１]ꎬ

∫ ０
－１

ψ(－ｓ)ｄη(ｓꎬ０)ꎬ ｓ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

此外ꎬ定义双线性形式

(ψꎬϕ)＝ ψ(０)ϕ(０)－ ∫ ０
－１
∫ θ
ξ ＝０

ψ(ξ－θ)ｄη(θꎬ􀭹τ)ϕ(ξ)ｄξꎬ (１９)

其中 ϕ∈Ｃꎬ ψ∈Ｃ ∗ꎮ
记 Ａ 为解半群的无穷小生成元ꎬＡ∗是 Ａ 在双线性形式(１９)下的形式伴随算子ꎬＡ(􀭹τ)和 Ａ∗对应于 ｉωｎ０􀭹τ

的特征向量分别是

ｐ(θ)＝ ｐ(０)ｅｉωｎ０
􀭹τθ ＝(１ꎬｐ１) Ｔｅｉωｎ０

􀭹τθꎬ　 θ∈[－１ꎬ０]
和

ｑ(ｓ)＝ ｑ(０)ｅ－ｉωｎ０
􀭹τｓ ＝Ｍ(１ꎬｑ２)ｅ

－ｉωｎ０
􀭹τｓꎬ　 ｓ∈[０ꎬ１]ꎮ

通过计算ꎬ可得

ｐ１ ＝
１
ａ１２

ｉωｎ０
＋ｎ

２

ｌ２
ｄ１－ａ１１－ｃ１１δ(ｎ０)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

ｑ２ ＝
ａ１２

ｉωｎ０
＋(ｎ２ / ｌ２)ｄ２－ｃ２２δ(ｎ０)

ꎬ

Ｍ＝(１＋ｐ１ｑ２＋􀭹τｑ２ｂ２１ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ) －１ꎮ
相空间 Ｃ 可被分解为 Ｃ ＝Ｐ⊕Ｑꎬ其中

Ｐ＝{ｐ(θ)ｚγｎ０
＋􀭵ｐ(θ)􀭰ｚγｎ０ ｜ ｚ∈Ｃ}ꎬ　 Ｑ＝{ϕ∈Ｃ ｜ (ｑγｎ０ꎬϕ)＝ ０且(􀭵ｑγｎ０ꎬϕ)＝ ０}ꎬ

则系统(１６)的解可分解为

Ｕｔ ＝[ｐ(θ)ｚ＋􀭵ｐ(θ)􀭰ｚ]γｎ０
＋Ｗ( ｔꎬθ)ꎬ (２０)

且 Ｕ^ｔ ＝
１
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｕｔｄｘꎬ其中 ｚ( ｔ)＝ (ｑγｎ０ꎬＵｔ)ꎬ Ｗ( ｔꎬθ)＝ Ｕｔ(θ)－２Ｒｅ{ｚ( ｔ)ｐ(θ)γｎ０}ꎮ

存在中心流形ꎬ使得

Ｗ(ｚꎬ􀭰ｚ)＝ Ｗ２０(θ)
ｚ２

２
＋Ｗ１１(θ)ｚ􀭰ｚ＋Ｗ０２(θ)

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎬ (２１)

由此可得

ｚ̇( ｔ)＝ ｉωｎ０􀭹τｚ( ｔ)＋ｑ(０)‹Ｆ(０ꎬｕｔ)ꎬβｎ０›ꎮ (２２)
将式(２２)重写为
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ｚ̇( ｔ)＝ ｉωｎ０􀭹τｚ( ｔ)＋ｇ(ｚꎬ􀭰ｚ)ꎬ
其中

ｇ(ｚꎬ􀭰ｚ)＝ ｇ２０
ｚ２

２
＋ｇ１１ｚ􀭰ｚ＋ｇ０２

􀭰ｚ２

２
＋ｇ２１

ｚ２􀭰ｚ
２
＋􀆺ꎮ (２３)

由式(２０)、(２１)ꎬ可得

ｕｔ(０)＝ (ｚ＋􀭰ｚ)γｎ０
＋Ｗ (１)

２０ (０)
ｚ２

２
＋Ｗ (１)

１１ (０)ｚ􀭰ｚ＋Ｗ (１)
０２ (０)

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎬ

ｖｔ(０)＝ (ｚｐ１＋􀭰ｚ􀭵ｐ１)γｎ０
＋Ｗ (２)

２０ (０)
ｚ２

２
＋Ｗ (２)

１１ (０)ｚ􀭰ｚ＋Ｗ (２)
０２ (０)

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎬ

ｕ^ｔ(０)＝ δ(ｎ０)[(ｚ＋􀭰ｚ)γｎ０]＋
１
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (１)
２０ (０)ｄｘ

ｚ２

２
＋ １
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (１)
１１ (０)ｄｘｚ􀭰ｚ＋

１
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (１)
０２ (０)ｄｘ

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎬ

ｖ^ｔ(０)＝ δ(ｎ０)[(ｚｐ１＋􀭰ｚ􀭵ｐ１)γｎ０]＋
１
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (２)
２０ (０)ｄｘ

ｚ２

２
＋ １
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (２)
１１ (０)ｄｘｚ􀭰ｚ＋

１
ｌπ ∫

ｌπ

０
Ｗ (２)
０２ (０)ｄｘ

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎬ

ｕｔ(－１)＝ (ｚｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ＋􀭰ｚｅｉωｎ０
􀭹τ)γｎ０

＋Ｗ (１)
２０ (－１)

ｚ２

２
＋Ｗ (１)

１１ (－１)ｚ􀭰ｚ＋Ｗ (１)
０２ (－１)

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎮ

通过计算ꎬ得到

ｇ２０ ＝ ２􀭹τＭ{α１＋α２ｐ１＋α３δ(ｎ０)＋ｑ２[α６ｐ２１ δ(ｎ０)＋α７ｐ１ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ＋α８ｅ
－２ｉωｎ０

􀭹τ]} ∫ ｌπ
０
γ３ｎ０ｄｘꎬ

ｇ１１ ＝􀭹τＭ{２α１＋α２(ｐ１＋􀭵ｐ１)＋２α３δ(ｎ０)＋ｑ２[２α６ｐ１􀭵ｐ１δ(ｎ０)＋α７(ｐ１ｅｉωｎ０
􀭹τ＋􀭵ｐ１ｅ

－ｉωｎ０
􀭹τ)＋２α８]} ∫ ｌπ

０
γ３ｎ０ｄｘꎬ

ｇ０２ ＝ ２􀭹τＭ{α１＋α２􀭵ｐ１＋α３δ(ｎ０)＋ｑ２[α６􀭵ｐ２１ δ(ｎ０)＋α７􀭵ｐ１ｅｉωｎ０
􀭹τ＋α８ｅ２ｉωｎ０

􀭹τ]} ∫ ｌπ
０
γ３ｎ０ｄｘꎬ

ｇ２１
２􀭹τＭ
＝α１ ∫ ｌπ

０
[２Ｗ (１)

１１ (０)＋Ｗ (１)
２０ (０)]γ２ｎ０ｄｘ＋ α２∫

ｌπ

０
Ｗ (２)
１１ (０)＋

Ｗ (２)
２０ (０)
２

＋
Ｗ (１)
２０ (０)
２ 􀭵ｐ１＋Ｗ (１)

１１ (０)ｐ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú γ
２
ｎ０ｄｘ

＋ α３∫ ｌπ
０

[ １ｌπ ∫
ｌπ

０
Ｗ (１)
１１ (０)ｄｘ＋

１
ｌπ ∫

ｌπ

０

Ｗ (１)
２０ (０)
２

ｄｘ＋
Ｗ (１)
２０ (０)
２

δ(ｎ０)＋Ｗ (１)
１１ (０)δ(ｎ０) ]γ２ｎ０ｄｘ

＋ ｑ２α６∫ ｌπ
０

[ １ｌπ􀭵ｐ１∫
ｌπ

０

Ｗ (２)
２０ (０)
２

ｄｘ＋ １
ｌπ

ｐ１∫ ｌπ
０
Ｗ (２)
１１ (０)ｄｘ＋

Ｗ (２)
２０ (０)
２ 􀭵ｐ１δ(ｎ０)＋Ｗ (２)

１１ (０)ｐ１δ(ｎ０) ]γ２ｎ０ｄｘ

＋ ｑ２α７∫ ｌπ
０

Ｗ (１)
１１ (－１)ｐ１＋

Ｗ (１)
２０ (－１)
２ 􀭵ｐ１＋

Ｗ (２)
２０ (０)
２

ｅｉωｎ０
􀭹τ＋Ｗ (２)

１１ (０)ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú γ
２
ｎ０ｄｘ

＋ ｑ２α８∫ ｌπ
０
[２Ｗ (１)

１１ (－１)ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ＋Ｗ (１)
２０ (－１)ｅｉωｎ０

􀭹τ]γ２ｎ０ｄｘ

　 ＋[３α４＋α５(􀭵ｐ１＋２ｐ１)＋３ｑ２α９ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ＋ｑ２α１０(􀭵ｐ１ｅ
－２ｉωｎ０

􀭹τ＋２ｐ１)] ∫ ｌπ
０
γ４ｎ０ｄｘꎬ

并且有

∫ ｌπ
０
γ３ｎ０ｄｘ＝

１
ｌπ
　 ｎ０ ＝ ０ꎬ

０ ｎ０≠０ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

所以当 ｎ≠０时ꎬ有 ｇ２０ ＝ｇ１１ ＝ｇ０２ ＝ ０ꎮ 为了计算 ｇ２１ꎬ还需要计算 Ｗ２０(θ)和 Ｗ１１(θ)ꎮ
Ｗ(ｚ( ｔ)ꎬ􀭰ｚ( ｔ))满足

Ｗ̇ ＝ ｕ̇ｔ－ｚ̇ｐ－􀭰ｚ
􀅰􀭵ｐ

＝
ＡＷ－２Ｒｅ{ｇ(ｚꎬ􀭰ｚ)ｐ(θ)}γｎ０ꎬ　 　 θ∈[－１ꎬ０)ꎬ

ＡＷ－２Ｒｅ{ｇ(ｚꎬ􀭰ｚ)ｐ(θ)}γｎ０
＋Ｆꎬ θ＝ ０ꎬ{

≜ＡＷ＋Ｈ(ｚꎬ􀭰ｚꎬθ)ꎬ (２４)
其中

Ｈ(ｚꎬ􀭰ｚ)＝ Ｈ２０(θ)
ｚ２

２
＋Ｈ１１(θ)ｚ􀭰ｚ＋Ｈ０２(θ)

􀭰ｚ２

２
＋􀆺ꎮ



　 ８０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０卷　

利用 Ｗ̇＝∂Ｗ(ｚꎬ􀭰ｚ)
∂ｚ ｚ̇＋

∂Ｗ(ｚꎬ􀭰ｚ)
∂􀭰ｚ

􀭰ｚ􀅰ꎬ得到

(２ｉωｎ０􀭹τ－Ａ)Ｗ２０ ＝Ｈ２０ꎬ
－ＡＵＷ１１ ＝Ｈ１１ꎬ
(－２ｉωｎ０􀭹τ－Ａ)Ｗ０２ ＝Ｈ０２ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２５)

由式(２３)、(２４)得到ꎬ当－１≤θ<０时ꎬ
Ｈ２０(θ)＝ －[ｇ２０ ｐ(θ)＋􀭵ｇ０２􀭵ｐ(θ)]γｎ０ꎬ
Ｈ１１(θ)＝ －[ｇ１１ ｐ(θ)＋􀭵ｇ１１􀭵ｐ(θ)]γｎ０ꎬ

由式(２５)可得

Ｗ２０(θ)＝ Ｅ１ｅ２ｉωｎ０
􀭹τθ＋
－ｇ２０
ｉωｎ０􀭹τ

ｐ(０)ｅｉωｎ０
􀭹τθγｎ０
－
􀭵ｇ０２
３ｉωｎ０􀭹τ

􀭵ｐ(０)ｅ－ｉωｎ０
􀭹τθγｎ０ꎬ

Ｗ１１(θ)＝ Ｅ２＋
ｇ１１

ｉωｎ０􀭹τ
ｐ(０)ｅｉωｎ０

􀭹τθγｎ０
－
􀭵ｇ１１

ｉωｎ０􀭹τ
􀭵ｐ(０)ｅ－ｉωｎ０

􀭹τθγｎ０ꎮ

由式(２５)ꎬ当 θ＝ ０时ꎬ

Ｈ２０(０)＝ －[ｇ２０ ｐ(０)＋􀭵ｇ０２􀭵ｐ(０)]γｎ０
＋２􀭹τγ２ｎ０

α１＋α２ｐ１＋α３δ(ｎ０)
α６ｐ２１ δ(ｎ０)＋α７ｐ１ｅ

－ｉωｎ０
􀭹τ＋α８ｅ

－２ｉωｎ０
􀭹τ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Ｈ１１(０)＝ －[ｇ１１ ｐ(０)＋􀭵ｇ１１􀭵ｐ(０)]γｎ０
＋􀭹τγ２ｎ０

２α１＋α２(ｐ１＋􀭵ｐ１)＋２α３δ(ｎ０)
２α６ｐ１􀭵ｐ１δ(ｎ０)＋α７(ｐ１ｅｉωｎ０

􀭹τ＋􀭵ｐ１ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ)＋２α８

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

得到

Ｅ１ ＝ [ ２ｉωｎ０􀭹τＩ－ ∫
０

－１
ｅ２ｉωｎ０

􀭹τθｄηｎ０(θꎬ􀭹τ) ]
－１ ２α１＋２α２ｐ１＋２α３δ(ｎ０)
２α６ｐ２１ δ(ｎ０)＋２α７ｐ１ｅ

－ｉωｎ０
􀭹τ＋２α８ｅ

－２ｉωｎ０
􀭹τ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷􀭹τγ２ｎ０ꎬ

Ｅ２ ＝ － [ ∫０
－１
ｄηｎ０(θꎬ􀭹τ) ]

－１ ２α１＋α２(ｐ１＋􀭵ｐ１)＋２α３δ(ｎ０)
２α６ｐ１􀭵ｐ１δ(ｎ０)＋α７(ｐ１ｅｉωｎ０

􀭹τ＋􀭵ｐ１ｅ
－ｉωｎ０

􀭹τ)＋２α８

æ

è
çç

ö

ø
÷÷􀭹τγ２ｎ０ꎮ

从而ꎬ可以计算 ｇ２１ꎬ进而得到

ｃ１(０)＝
ｉ

２ωｎ０􀭹τ
ｇ１１ｇ２０－２ ｜ ｇ１１ ｜ ２－

｜ ｇ０２ ｜ ２

３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋
ｇ２１
２
ꎬ　 μ２ ＝ －

Ｒｅ ｃ１(０)
Ｒｅ λ′(􀭹τ)

ꎬ

Ｔ２ ＝ －
Ｉｍ ｃ１(０)＋μ２Ｉｍ λ′(􀭹τ)

ωｎ０􀭹τ
ꎬ　 β２ ＝ ２Ｒｅ(ｃ１(０))ꎮ

作为文献[２２]中结果的直接应用ꎬ得到以下定理ꎮ
定理 ４　 对于系统(３)ꎬ有
(１) μ２ 决定 Ｈｏｐｆ 分支的方向ꎬ当 μ２>０(μ２<０)时ꎬ分支方向是超临界的(亚临界的)ꎻ
(２) β２ 决定分支周期解的稳定性ꎬ当 β２<０(β２>０)时ꎬ分支周期解是渐近稳定的(不稳定的)ꎻ
(３) Ｔ２ 决定分支周期解的周期ꎬ当 Ｔ２>０(Ｔ２<０)时ꎬ周期增大(减小)ꎮ

３　 数值模拟

取参数 Ｅ＝１.１、 ｈ＝３、 α＝１.５、 ｒ＝３、 ｄ１ ＝０.８、 ｄ２ ＝ ０.８、 ｌ ＝ ２ꎬ可验证(Ｈ０)成立ꎬ且 Ｅ∗ ＝(０.３６３ ６ꎬ１.２７２ ７)ꎮ
由引理 １、２ꎬ可得􀭹τ＝τ０１≈０.２２３ ８ꎮ 由第 ２章规范型公式ꎬ得到 ｃ１(０)≈－２.１０６ ３＋０.０７６ ０ｉꎬ μ２≈１７.９９６ ６ꎬ β２≈
－４.２１２ ６ꎬ因此ꎬ当 τ 经过􀭹τ 时ꎬ系统发生 Ｈｏｐｆ 分支ꎬ其方向是超临界的ꎬ分支周期解是渐近稳定的ꎮ

由定理 ３可知ꎬ当 τ∈[０ꎬ􀭹τ)＝ [０ꎬ０.２２３ ８)时ꎬ正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ 由定理 １ 可知ꎬ平衡点

Ｅ２ 是局部渐近稳定的ꎬ因此ꎬ当 τ∈[０ꎬ􀭹τ)时ꎬ无食饵边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)与正平衡点 Ｅ∗都局部渐近稳定ꎬ即
双稳ꎮ 当选取初值为 ｕ０(ｘꎬｔ)＝ ０.３６３ ６＋０.１ ｃｏｓ ０.５ｘꎬ ｖ０(ｘꎬｔ)＝ １.２７２ ７＋０.１ ｃｏｓ ０.５ｘ 时ꎬ解趋向于 Ｅ∗ꎬ此时食

饵与捕食者共存ꎬ如图 １( ａ)、(ｂ)所示ꎻ当选取初值为 ｕ′０( ｘꎬ ｔ) ＝ ０.０５＋０.０１ ｃｏｓ ０.５ｘꎬ ｖ′０( ｘꎬ ｔ) ＝ １.２７２ ７＋
０.０１ ｃｏｓ ０.５ｘ时ꎬ解趋向于 Ｅ２(０ꎬ１)ꎬ如图 １(ｃ)、(ｄ)所示ꎬ此时食饵(即入侵物种)被清除ꎮ
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图 １　 当 τ＝ ０.１５<􀭹τ 时ꎬ系统(３)存在双稳态:无食饵边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)与正平衡点 Ｅ∗双稳
Ｆｉｇ.１　 Ｓｙｓｔｅｍ (３) ｈａｓ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｓｔａｔｅｓ: ｔｈｅ ｐｒｅｙ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ２(０ꎬ１) ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ∗

ａｒｅ ｂｏｔｈ ｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ τ＝ ０.１５<􀭹τ

　 　 当 τ＝ ０.５>􀭹τ 时ꎬ正平衡点不稳定ꎬ空间非齐次周期解轨道渐近稳定ꎮ 此时系统(３)存在双稳态:无食饵

边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)与一个周期解双稳ꎮ 当选取初值为 ｕ０(ｘꎬｔ)＝ ０.３６３ ６＋０.１ ｃｏｓ ０.５ｘꎬ ｖ０(ｘꎬｔ)＝ １.２７２ ７＋
０.１ ｃｏｓ ０.５ｘ时ꎬ解趋于分支周期解ꎬ如图 ２(ａ)、(ｂ)所示ꎬ这意味着食饵与捕食者以振荡的方式共存ꎻ当选取

初值为 ｕ′０(ｘꎬｔ)＝ ０.０５＋０.０１ ｃｏｓ ０.５ｘꎬ ｖ′０(ｘꎬｔ)＝ １.２７２ ７＋０.０１ ｃｏｓ ０.５ｘ 时ꎬ解趋向于 Ｅ２(０ꎬ１)ꎬ如图 ２(ｃ)、(ｄ)
所示ꎬ此时食饵(即入侵物种)被清除ꎮ

图 ２　 当 τ＝ ０.５>􀭹τ 时ꎬ系统(３)存在双稳态:无食饵边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)与一个周期解双稳
Ｆｉｇ.２　 Ｓｙｓｔｅｍ (３) ｈａｓ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｓｔａｔｅｓ: ｔｈｅ ｐｒｅｙ￣ｆｒｅｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ Ｅ２(０ꎬ１) ａｎｄ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ａｒｅ ｂｏｔｈ ｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ τ＝ ０.５>􀭹τ
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４　 结语

通过对具有非局部竞争和妊娠时滞的广食性捕食者－食饵模型的研究ꎬ得到了正平衡点的稳定性和

Ｈｏｐｆ 分支的存在性条件ꎬ并得到了系统在发生 Ｈｏｐｆ 分支时的时滞临界值ꎮ 利用中心流形定理和规范型理

论ꎬ确定了分支方向和分支周期解的稳定性ꎬ最后ꎬ通过数值模拟探究了 Ｅ>１时系统在不同时滞下的动力学

行为ꎮ Ｅ２(０ꎬ１)的稳定性不受非局部竞争及时滞的影响ꎬ总是局部渐近稳定ꎮ 时滞会对正平衡点的稳定性

产生影响ꎮ 当时滞值小于临界值时ꎬ正平衡点是稳定的ꎬ食饵和捕食者共存ꎮ 而当时滞值大于临界值时ꎬ正
平衡点不稳定ꎬ产生了稳定的周期解ꎬ此时捕食者和食饵以振荡的形式共存ꎮ

引入非局部竞争后ꎬ时滞所产生的分支周期解为空间非齐次的ꎬ这与局部模型中ꎬ一般只能出现空间齐

次周期解的情况有明显区别ꎮ 当时滞小于临界值时ꎬ系统存在双稳态ꎬ即无食饵边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)和正平

衡点 Ｅ∗双稳ꎬ入侵物种被清除或入侵成功ꎬ它取决于入侵物种的初始数量ꎻ当时滞大于临界值时ꎬ系统存在

双稳态ꎬ即无食饵边界平衡点 Ｅ２(０ꎬ１)和一个周期解双稳ꎬ入侵物种被消除或以振荡的方式存活ꎬ这也取决

于其初始数量ꎮ
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