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具有捕食 Ａｌｌｅｅ 效应和密度依赖扩散的捕食－食饵模型的
共存解

马田田ꎬ李善兵∗

(西安电子科技大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１２６)

摘要:研究一类齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件下具有捕食种群 Ａｌｌｅｅ 效应和密度依赖扩散的捕食－食饵模型的共存解ꎮ 基于共存解

的先验估计ꎬ利用正锥上的不动点指数理论建立了共存解存在的充分条件ꎮ 结果表明ꎬ密度依赖扩散对共存解的存在性产生

显著影响ꎬ同时也发现两物种间的功能反应函数对共存解的存在性有本质的影响ꎮ
关键词:捕食－食饵模型ꎻＡｌｌｅｅ 效应ꎻ密度依赖扩散ꎻ共存解ꎻ不动点指数理论
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０　 引言

自 Ｌｏｔｋａ－Ｖｏｌｔｅｒｒａ(ＬＶ)的开创性工作以来ꎬ捕食－食饵模型始终是生物数学中的一个活跃主题ꎮ 近年

来ꎬ为了更真实地解释复杂的生物过程ꎬ人们在 ＬＶ 模型的基础上发展了许多模型ꎬ其中 ＬＶ 模型的一个关

键演变是 Ａｌｌｅｅ 效应的引入ꎬ该效应描述了在种群密度较低的情况下ꎬ种群增长率显著下降的生态现象[１￣２]ꎮ
以往的研究大多关注食饵种群的 Ａｌｌｅｅ 效应ꎬ研究结果表明 Ａｌｌｅｅ 效应能够明显改变捕食－食饵模型的动力

学行为[３￣４]ꎮ 事实上ꎬ由于精子限制、合作繁殖、难以找到配偶等生殖促进机制ꎬ捕食者也可能会表现出 Ａｌｌｅｅ
效应ꎬ捕食者对食饵的转化率在低密度时会大大降低ꎬ但随着捕食者种群密度的增加会显著增加[５￣８]ꎮ
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　 　 上述研究成果都是在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值条件下得到的ꎬ而对于齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件下模型的研究成

果较少ꎬ因此ꎬ本文将基于物种的密度依赖扩散和捕食种群的 Ａｌｌｅｅ 效应ꎬ考虑如下一类捕食－食饵模型:

∂ｔｕ＝Δ(ｄ(ｖ)ｕ)＋λｕ－ｕ２＋γｕＦ(ｖ)
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ꎬ　 　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｔｖ＝ＤΔｖ＋μｖ－ｖ２－ｕＦ(ｖ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

ｕ＝ ｖ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎬ
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)≥０ꎬ ｖ(ｘꎬ０)＝ ｖ０(ｘ)≥０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ
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式中ꎬΩ 是 Ｒｎ 中带有光滑边界的有界域ꎬΔ＝∑
ｎ

ｉ ＝１

∂２

∂ｘ２ｉ
是 Ｌａｐｌａｃｅ 算子ꎬ未知函数 ｕ(ｘꎬｔ)和 ｖ(ｘꎬｔ)分别表示捕

食者和食饵在位置 ｘ∈Ωꎬ时间 ｔ>０ 时的种群密度ꎬｄ(ｖ)、Ｄ 分别表示捕食者生长速率、食饵的扩散系数ꎬ此
外ꎬ一般而言ꎬ捕食者在遇到猎物时会减少扩散ꎬ所以假设 ｄ(ｖ)∈Ｃ ２([０ꎬ∞ ))是关于 ｖ 的递减函数ꎬ并且对

于所有的ｖ∈[０ꎬ∞ )ꎬ ｄ(ｖ)>０且 ｄ′(ｖ)<０ꎬ ｕ
α＋ｕ

表示作用于捕食者的 Ａｌｌｅｅ 效应ꎬα>０是 Ａｌｌｅｅ 效应系数ꎬλ、

μ 分别表示捕食者生长速率、食饵的生长速率ꎬγ 表示捕食者对食饵的转化率ꎬＦ( ｖ)是功能反应函数ꎬ
Ｆ(ｖ)∈Ｃ ２([０ꎬ∞ ))ꎬ对于所有的 ｖ∈(０ꎬ∞ )ꎬ Ｆ(０)＝ ０且 Ｆ(ｖ)>０ꎮ 这里 Ｄ、μ、γ 都是正常数ꎬλ∈Ｒ 是一个

常数ꎬ齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件意味着栖息地的外部环境是敌对的ꎬ所有个体在到达栖息地边界时死亡ꎮ
本文主要研究方程(１)的稳态解ꎬ建立两物种共存的充分条件ꎬ其中稳态解满足如下拟线性椭圆方程:

Δ(ｄ(ｖ)ｕ)＋λｕ－ｕ２＋γｕＦ(ｖ) ｕ
α＋ｕ
＝ ０ꎬ 　 ｘ∈Ωꎬ

ＤΔｖ＋μｖ－ｖ２－ｕＦ(ｖ)＝ ０ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ＝ ｖ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ
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１　 预备知识

本章主要介绍一些记号和经典结果ꎬ对于任意的 ϕꎬψ∈Ｃ(􀭺Ω)ꎬ线性椭圆特征值问题

－τΔω＋ϕ(ｘ)ω＝σψ(ｘ)ωꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ω＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ω
有至多可数个特征值ꎬ且有下界:σ１(τꎬϕꎬψ) <σ２(τꎬϕꎬψ)≤σ３(τꎬϕꎬψ)≤􀆺ꎬ当 ｉ→∞时ꎬσｉ(τꎬϕꎬψ)→∞ꎬ
其中 σ１(τꎬϕꎬψ)是一个简单特征值ꎬ也称为主特征值ꎬ其对应的特征函数在 Ω 中不变号ꎬ且满足如下变分

形式

σ１(τꎬϕꎬψ)＝ ｉｎｆ
ω∈Ｈ

τ∫
Ω
｜Ñω ｜ ２ｄｘ ＋ ∫

Ω
ϕ(ｘ)ω２ｄｘ

∫
Ω
ψ(ｘ)ω２ｄｘ
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其中ꎬＨ＝ {ω:ω∈Ｈ１０(Ω)ꎬ ∫
Ω
ψ(ｘ)ω２ｄｘ≠０ } ꎮ 从上述变分形式不难发现ꎬσ１(τꎬϕꎬψ)关于势函数 ϕ 是单增

的ꎬ即ꎬ若 ϕ１(ｘ)≤ϕ２(ｘ)且 ϕ１(ｘ)≢ϕ２(ｘ)ꎬ其中 ϕ１ꎬϕ２∈Ｃ(􀭺Ω)ꎬ ｘ∈Ωꎬ则 σ１(τꎬϕ１ꎬψ)<σ１(τꎬϕ２ꎬψ)ꎮ 特别

地ꎬ如果 ψ(ｘ)≡１ꎬ把 σｉ(τꎬϕꎬψ)记作 σｉ(τꎬϕ)ꎮ 关于 σ１(τꎬϕꎬψ)的更多性质可参见文献[９￣１０]ꎮ
考虑如下半线性椭圆方程:

－τΔω＝ｍ(ｘ)ω－ｎ(ｘ)ｈ(ｘꎬω)ωꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ω＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ (３)
由文献[９]中的定理 ３.５和定理 ３.７可知如下引理成立ꎮ

引理 １　 若以下假设成立ꎬ则当且仅当 σ１( τꎬ－ｍ( ｘ)) <０ 时ꎬ方程(３)有唯一正解ꎬ且是全局渐近稳

定的:
(ａ) ｎꎬｍ∈Ｃ ｋ(􀭺Ω)ꎬ ｎ(ｘ)>０ꎬ ｋ∈(０ꎬ１)ꎻ
(ｂ) ｈ(ｘꎬω):􀭺Ω×[０ꎬ∞ )→Ｒꎬ函数 ｈ∈Ｃ ｋꎬ１＋ｋ(􀭺Ω)ꎬ ｈ(ｘꎬ０)≡０且 ｈ(ｘꎬω)>０ꎻ
(ｃ) 对于任意的 ｘ∈Ωꎬ ｈ(ｘꎬω)关于 ω>０单调递增ꎬ并且 ｌｉｍ

ω→∞
ｈ(ｘꎬω)＝ ∞ ꎮ
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当 ｖ＝ ０时ꎬｕ 满足

－ｄ(０)Δｕ＝λｕ－ｕ２ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｕ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ (４)
由引理 １易知ꎬ当且仅当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)<０ꎬ即当 ｄ(０)σ１(１ꎬ０) <λ 时ꎬ方程(４)存在全局渐近稳定的唯一正

解ꎬ记为 θｄ(０)ꎬλꎬ且 θｄ(０)ꎬλ <λꎮ 因此ꎬ当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ) <０ 时ꎬ方程(２)有半平凡解(θｄ(０)ꎬλꎬ０)ꎮ 类似地ꎬ当
σ１(Ｄꎬ－μ)<０时ꎬ方程(２)有半平凡解(０ꎬθＤꎬμ)ꎮ

接下来ꎬ介绍正锥上的不动点指数理论ꎬ更多内容详见文献[１１]ꎮ
令 Ｃ０(􀭺Ω)＝ {ϕ∈Ｃ(􀭺Ω) ｜ ϕ( ｘ) ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ω}ꎬ Ｋ(􀭺Ω) ＝ {ϕ∈Ｃ０ (􀭺Ω) ｜ ϕ( ｘ)≥０ꎬ ｘ∈Ω}ꎬ Ｅ ＝ Ｃ０(􀭺Ω)⊕

Ｃ０(􀭺Ω)ꎬ Ｗ＝Ｋ(􀭺Ω)⊕Ｋ(􀭺Ω)ꎮ 对于任意的 ϕ＝(ϕ１ꎬϕ２)∈Ｗꎬ ｌ>０ꎬ定义 Ｗϕ ＝ {φ∈Ｅ:ϕ＋ｌφ∈Ｗ}ꎬ由文献[１２]
中引理 ３ꎬ可以得到􀭿Ｗ(０ꎬ０)＝ Ｗꎬ 􀭿Ｗ(ϕ１ꎬ０)

＝ Ｃ０(􀭺Ω)⊕Ｋ(􀭺Ω)ꎬ ϕ１>０ꎬ􀭿Ｗ(０ꎬϕ２)
＝ Ｋ(􀭺Ω)⊕Ｃ０(􀭺Ω)ꎬ ϕ２>０ꎬ 􀭿Ｗ(ϕ１ꎬϕ２)

＝ Ｅꎬ

ϕ１>０ꎬ ϕ２>０ꎮ 记 Ｓϕ ＝􀭿Ｗϕ∩(－􀭿Ｗϕ)ꎬ显然可以得到 Ｓ(０ꎬ０) ＝ {(０ꎬ０)}ꎬ Ｓ(ϕ１ꎬ０) ＝ Ｃ０(􀭺Ω)⊕{０}ꎬ ϕ１ >０ꎬ Ｓ(０ꎬϕ２) ＝

{０}⊕Ｃ０(􀭺Ω)ꎬ ϕ２>０ꎬ Ｓ(ϕ１ꎬϕ２)＝ Ｅꎬ ϕ１>０ꎬ ϕ２>０ꎮ
记 ｒ(Ｔ)为算子 Ｔ 的谱半径ꎬ由文献[１３]中的引理 ２.３和引理 ２.４可知如下引理成立ꎮ
引理 ２　 假设 ϕ∈Ｃ(Ω)ꎬＭ 是一个正常数ꎬ使得 Ｍ>τ－１ｍａｘ

ｘ∈􀭺Ω
ϕ( ｘ)ꎬ其中(－Δ＋Ｍ) －１是 Ω 上满足齐次

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的－Δ＋Ｍ 的逆算子ꎬ则
(ａ) 若 σ１(τꎬ－ϕ)<０ꎬ则 ｒ[(－Δ＋Ｍ) －１(τ－１ϕ＋Ｍ)]>１ꎻ
(ｂ) 若 σ１(τꎬ－ϕ)>０ꎬ则 ｒ[(－Δ＋Ｍ) －１(τ－１ϕ＋Ｍ)]<１ꎻ
(ｃ) 若 σ１(τꎬ－ϕ)＝ ０ꎬ则 ｒ[(－Δ＋Ｍ) －１(τ－１ϕ＋Ｍ)] ＝ １ꎮ
假定 Ｔ:Ｅ→Ｅ 是一个紧线性算子ꎬ满足 Ｔ(􀭿Ｗϕ)⊆􀭿Ｗϕꎬ则对任意的 ψ∈Ｓϕ ＝􀭿Ｗϕ∩(－􀭿Ｗϕ)ꎬ显然 Ｔ(ψ)∈

􀭿Ｗϕꎬ －Ｔ(ψ)∈􀭿Ｗϕꎬ所以 Ｔ(ψ)∈Ｓϕꎬ这表明 Ｔ 将 Ｓϕ 映射到自身ꎬＴ:Ｓϕ→Ｓϕꎬ因此ꎬＴ 诱导一个紧线性映射
~Ｔ:

Ｓϕ
 →Ｓϕ
 ꎬ其中Ｓϕ

 表示商空间 Ｅ ＼Ｓϕꎬ令 Ｗ ϕ 为􀭿Ｗϕ 在商映射 Ｅ→Ｅ ＼Ｓϕ 下的像空间ꎬＷ ϕ⊆Ｅ ＼Ｓ ϕꎬ则 Ｔ (Ｗ ϕ)⊆Ｗ ϕꎮ
假设 Ｔ:Ｗ→Ｗ 是紧的 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微算子ꎬＤＴ(ϕ)表示 Ｔ 在 ϕ∈Ｗ 处的 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数ꎬ设 ψ∈Ｗ 是 Ｔ 的一个

不动点ꎬＤＴ(ψ)是一个紧线性算子ꎬ由文献[１４]中的引理 １ 可知ꎬＤＴ(ψ):􀭿Ｗψ→􀭿Ｗψꎬ并且以下指标公式成立

(见文献[１５])ꎮ
引理 ３　 设 Ｉ 是恒等映射ꎬ假设对于任意的 ϕ∈􀭿Ｗψ ＼{０}ꎬ ( Ｉ－ＤＴ(ψ))ϕ≠０ꎬ则

(ａ) 若 ｒ(ＤＴ (ψ))>１ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔꎬψ)＝ ０ꎻ
(ｂ) 若 ｒ(ＤＴ(ψ))<１ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔꎬψ)＝ １ꎮ

２　 共存解的存在性

本章主要利用正锥上的不动点指数理论ꎬ计算不动点指标ꎬ建立方程(２)正解存在的充分条件ꎮ 对于方

程(２)ꎬ引入一个未知函数 Ｕ＝ｄ(ｖ)ｕꎬ则方程(２)化为

－ΔＵ＝ Ｕ
ｄ(ｖ)

λ－ Ｕ
ｄ(ｖ)

＋γＦ(ｖ) Ｕ / ｄ(ｖ)
α＋Ｕ / ｄ(ｖ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

－ＤΔｖ＝μｖ－ｖ２－ Ｕ
ｄ(ｖ)

Ｆ(ｖ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

Ｕ＝ ｖ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(５)

对于方程(５)ꎬ首先给出正解的先验估计ꎮ
引理 ４　 设(Ｕꎬｖ)是方程(５)的任意正解ꎬ则对于所有的 ｘ∈Ωꎬ有下式成立:

０<Ｕ(ｘ)<ｄ(０)(λ＋γ ｍａｘ
ｖ∈[０ꎬμ]

Ｆ(ｖ))ꎬ　 ０<ｖ(ｘ)≤μꎮ

证明　 设 ｘ０ 是 ｖ( ｘ)在 􀭺Ω 上的最大值点ꎬ即 ｖ( ｘ０) ＝ ｍａｘ
ｘ∈􀭺Ω

ｖ( ｘ)ꎬ由于在∂Ω 上ꎬｖ( ｘ) ＝ ０ꎬ显然 ｘ０∈Ωꎬ

Δｖ(ｘ０)≤０ꎬ由方程(５)的第 ２个方程可知

０≤－ＤΔｖ(ｘ０)≤μｖ(ｘ０)－ｖ２(ｘ０)ꎮ



　 第 ４期 马田田ꎬ等:具有捕食 Ａｌｌｅｅ 效应和密度依赖扩散的捕食－食饵模型的共存解 ８７　　　 　

由于 ｖ(ｘ０)>０ꎬ故 μ≥ｖ(ｘ０)ꎬ即对于所有的 ｘ∈Ωꎬ μ≥ｖ(ｘ)>０ꎮ
类似地ꎬ设 ｘ１ 是 Ｕ(ｘ)在 􀭺Ω 上的最大值点ꎬ由方程(５)的第一个方程知

０≤－ΔＵ(ｘ１)＝ ｕ(ｘ１) λ－ｕ(ｘ１)＋γＦ(ｖ(ｘ１))
ｕ(ｘ１)

α＋ｕ(ｘ１)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

因为 Ｕ(ｘ１)＝ ｄ(ｖ(ｘ１))ｕ(ｘ１)>０ꎬ所以 ｕ(ｘ１)>０ꎬ故 λ－ｕ(ｘ１)＋γＦ(ｖ(ｘ１))
ｕ(ｘ１)

α＋ｕ(ｘ１)
≥０ꎬ即

ｕ(ｘ１)≤λ＋γＦ(ｖ(ｘ１))
ｕ(ｘ１)

α＋ｕ(ｘ１)
<λ＋γＦ(ｖ(ｘ１))≤λ＋γ ｍａｘ

ｖ∈[０ꎬμ]
Ｆ(ｖ)ꎮ

所以 Ｕ(ｘ)≤Ｕ(ｘ１)＝ ｄ(ｖ(ｘ１))ｕ(ｘ１)<ｄ(０)(λ＋γ ｍａｘ
ｖ∈[０ꎬμ]

Ｆ(ｖ))ꎬ证毕ꎮ

由于(ｕꎬｖ)≥０与(Ｕꎬｖ)≥０之间存在一一对应关系ꎬ因此ꎬ可以研究方程(５)ꎬ先讨论方程(５)半平凡解

的存在性ꎮ
对于方程(５)ꎬ当 ｖ＝ ０时ꎬＵ 满足

－ΔＵ＝ Ｕ
ｄ(０)

λ－ Ｕ
ｄ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 Ｕ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ (６)

由引理 １知ꎬ当且仅当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)<０时ꎬ方程(６)存在唯一正解ꎬ且是全局渐近稳定的ꎬ记为 ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ
因此方程(５)存在一个半平凡解(Ｕꎬｖ)＝ (ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)ꎮ

对于方程(５)ꎬ当 Ｕ＝ ０时ꎬｖ 满足

－ＤΔｖ＝μｖ－ｖ２ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｖ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ
同理得到ꎬ当且仅当 σ１(Ｄꎬ－μ)<０时ꎬ上述方程有全局渐近稳定的唯一正解ꎬ记为 θＤꎬμꎬ因此方程(５)存在另

一个半平凡解(Ｕꎬｖ)＝ (０ꎬθＤꎬμ)ꎮ
设(Ｕꎬｖ)是方程(５)的一个正解ꎬ在方程(５)的第 ２个方程两端分别乘以 ｖꎬ并在 Ω 上积分可得

－ ∫
Ω
ＤｖΔｖｄｘ＝ ∫

Ω
μｖ２－ｖ３－ Ｕｖ

ｄ(ｖ)
Ｆ(ｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘꎬ

又因为－ ∫
Ω
ＤｖΔｖｄｘ＝ ∫

Ω
Ｄ ｜Ñｖ ｜ ２ｄｘ－ ∫

Ω
Ｄｖ ∂ｖ
∂ｎ

ｄｘ＝ ∫
Ω
Ｄ ｜Ñｖ ｜ ２ｄｘꎬ所以

－ ∫
Ω
ＤｖΔｖｄｘ＝ ∫

Ω
μｖ２－ｖ３－ Ｕｖ

ｄ(ｖ)
Ｆ(ｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ＝ ∫

Ω
Ｄ ｜Ñｖ ｜ ２ｄｘ< ∫

Ω
μｖ２ｄｘꎮ

由先验估计(见引理 ４)可知 ０<ｖ(ｘ)≤μꎬ因此

－ ∫
Ω
ＤｖΔｖｄｘ＝ ∫

Ω
Ｄ ｜Ñｖ ｜ ２ｄｘ< ∫

Ω
μｖ２ｄｘ≤ ∫

Ω
μ３ｄｘ<∞ ꎬ

利用庞加莱不等式ꎬ得到

Ｄσ１(１ꎬ０) ∫
Ω
ｖ２ｄｘ≤ ∫

Ω
Ｄ ｜Ñｖ ｜ ２ｄｘ< ∫

Ω
μｖ２ｄｘꎬ

即 Ｄσ１(１ꎬ０)－μ＝σ１(Ｄꎬ－μ)<０ꎮ 综上易知ꎬ假设(Ｕꎬｖ)是方程(５)的正解ꎬ则有 σ１(Ｄꎬ－μ) <０ꎮ 换言之ꎬ当
σ１(Ｄꎬ－μ)≥０时ꎬ方程(５)无正解ꎬ所以接下来只研究 σ１(Ｄꎬ－μ)<０的情况ꎮ

定义 Ｏ＝{(Ｕꎬｖ)∈Ｗ:Ｕ(ｘ)≤ｄ(０)(λ＋γ ｍａｘ
ｖ∈[０ꎬμ]

Ｆ(ｖ))ꎬ ｖ(ｘ)≤μ＋１ꎬ ｘ∈Ω}ꎮ 由引理 ４ 知ꎬ方程(５)的

所有非负解都位于 Ｏ(相对于 Ｗ)的内部ꎬ不妨记为 ｉｎｔＯꎮ 通过选择一个足够大的常数 Ｍ>０ꎬ那么对于任意

的(Ｕꎬｖ)∈Ｏꎬ有
Ｕ

ｄ(ｖ)
λ－ Ｕ

ｄ(ｖ)
＋γＦ(ｖ) Ｕ / ｄ(ｖ)

α＋Ｕ / ｄ(ｖ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ＭＵ>０ꎬ　 μｖ－ｖ２－ Ｕ

ｄ(ｖ)
Ｆ(ｖ)＋Ｍｖ>０ꎮ

定义 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微算子Ｔｓ:Ｏ→Ｅꎬ

Ｔｓ
Ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(－Δ＋Ｍ) －１

ｓＵ
ｄ(ｖ)

λ－ Ｕ
ｄ(ｖ)

＋γＦ(ｖ) Ｕ / ｄ(ｖ)
α＋Ｕ / ｄ(ｖ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ＭＵ

ｓ
Ｄ

μｖ－ｖ２－ Ｕ
ｄ(ｖ)

Ｆ(ｖ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｍｖ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ
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易知当且仅当(Ｕꎬｖ)是 Ｔ１ 在 Ｗ 中的不动点时ꎬ(Ｕꎬｖ)是方程(５)的非负解ꎮ 此外ꎬ由椭圆算子的正则性[１６]

可知ꎬＴｓ 在 Ｅ 中是一个紧算子ꎮ 为了建立方程(５)正解的存在性ꎬ首先建立如下几个引理ꎮ
引理 ５　 ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔ１ꎬｉｎｔＯ)＝ １ꎮ
证明　 设(Ｕｓꎬｖｓ)是 Ｔｓ 的一个不动点ꎬ即(Ｕｓꎬｖｓ)满足

－ΔＵｓ ＝
ｓＵｓ

ｄ(ｖｓ)
λ－

Ｕｓ

ｄ(ｖｓ)
＋γＦ(ｖｓ)

Ｕｓ / ｄ(ｖｓ)
α＋Ｕｓ / ｄ(ｖｓ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

－ＤΔｖｓ ＝ ｓ μｖｓ－ｖ２ｓ －
Ｕｓ

ｄ(ｖｓ)
Ｆ(ｖｓ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｘ∈Ωꎬ

Ｕｓ ＝ ｖｓ ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(７)

类似引理 ４的证明ꎬ有 ０≤Ｕｓ(ｘ)<ｄ(０)(λ＋γ ｍａｘ
ｖｓ∈[０ꎬμ]

Ｆ(ｖｓ))ꎬ ０≤ｖｓ(ｘ)≤μꎮ 显然 Ｔｓ 在∂Ω 上无不动点ꎬ其中

ｓ∈(０ꎬ∞ )ꎬ因此根据度的同伦不变性ꎬｄｅｇＷ( Ｉ－ＴｓꎬｉｎｔＯ)与 ｓ 无关ꎬ即 ｄｅｇＷ( Ｉ－ＴｓꎬｉｎｔＯ)＝ ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔ１ꎬｉｎｔＯ)ꎮ
这里的 ｄｅｇＷ( Ｉ－ＴｓꎬｉｎｔＯ)表示算子 Ｉ－Ｔｓ 在 Ｗ 上的度ꎬ度是指 Ｔｓ 在 ｉｎｔＯ 上所有不动点的指标之和ꎮ

由方程(７)中关于 ｖ 的方程知－ＤΔｖｓ≤ｓμｖｓ－ｓｖ２ｓꎮ 令ｖ^ｓ 是如下方程的解:
－ＤΔｖ^ｓ ＝ ｓμｖ^ｓ－ｓｖ^２ｓꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｖ^ｓ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

由引理 １知ꎬ当且仅当 σ１(Ｄꎬ－ｓμ)<０时ꎬ上述方程具有全局渐近稳定的唯一正解ꎬ所以当 σ１(Ｄꎬ－ｓμ)≥０

时ꎬ只有零解是全局渐近稳定的ꎮ 故ꎬ当 σ１(Ｄꎬ－ｓμ) >０⇔ｓ<Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)时ꎬｖ^ｓ ＝ ０ 是唯一非负解ꎬ也即ꎬ当 ｓ<

Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)时ꎬ０≤ｖｓ≤ｖ^ｓ≡０ꎬ所以 ｖｓ ＝ ０ꎮ 将 ｖｓ ＝ ０代入方程(７)中关于 Ｕ 的方程ꎬ得到

－ΔＵｓ ＝
ｓＵｓ

ｄ(０) λ－
Ｕｓ

ｄ(０)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 Ｕｓ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

同理ꎬ当 σ１ １ꎬ－
ｓλ

ｄ(０)
æ

è
ç

ö

ø
÷ >０⇔ｓ<ｄ(０)

λ
σ１(１ꎬ０)时ꎬＵｓ ＝ ０是上述方程的唯一非负解ꎬ且是全局渐近稳定的ꎮ 于

是ꎬ当 ｓ∈ ０ꎬｍｉｎ Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)ꎬ

ｄ(０)
λ

σ１(１ꎬ０){ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 时ꎬ(０ꎬ０)是 Ｔｓ 在 Ｗ 上的唯一不动点ꎬ所以 ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔｓꎬ

ｉｎｔＯ)＝ ｉｎｄｅｘＷ(Ｔｓꎬ(０ꎬ０))ꎮ

计算ｉｎｄｅｘＷ ( Ｔｓꎬ (０ꎬ０))ꎮ 对于任意的 ｓ∈ ０ꎬｍｉｎ Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)ꎬ

ｄ(０)
λ

σ１(１ꎬ０){ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｔｓ 在 ( ０ꎬ０)处的

Ｆｒéｃｈｅｔ 导数为

ＤＴｓ(０ꎬ０)＝ (－Δ＋Ｍ)
－１

ｓλ
ｄ(０)

＋Ｍ ０

０ ｓμ
Ｄ
＋Ｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

对于任意的 (ｈꎬｋ) Ｔ∈􀭿Ｗ(０ꎬ０) ＼ { ０ꎬ０}ꎬ有 ( Ｉ －ＤＴｓ ( ０ꎬ０)) (ｈꎬｋ) Ｔ≠０ꎮ 假设不然ꎬ则存在 (ｈꎬｋ) Ｔ∈
􀭿Ｗ(０ꎬ０) ＼{０ꎬ０}ꎬ使得( Ｉ－ＤＴｓ(０ꎬ０))(ｈꎬｋ) Ｔ ＝ ０ꎬ即

( Ｉ－ＤＴｓ(０ꎬ０))
ｈ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｈ－(－Δ＋Ｍ) －１ ｓλｈ
ｄ(０)

＋Ｍｈæ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ－(－Δ＋Ｍ) －１ ｓμｋ
Ｄ
＋Ｍｋæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝
０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

整理得

－ｄ(０)Δｈ－ｓλｈ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ
－ＤΔｋ－ｓμｋ＝ ０ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｋ＝ｈ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

因为(ｈꎬｋ)Ｔ∈􀭿Ｗ(０ꎬ０) ＼{０ꎬ０}ꎬ将－ｄ(０)Δｈ－ｓλｈ ＝ ０和－ＤΔｋ－ｓμｋ ＝ ０视作特征值问题ꎬ一定有 σ１(ｄ(０)ꎬ－ｓλ)＝ ０
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和 σ１(Ｄꎬ － ｓ μ) ＝ ０ꎮ 然而ꎬ当 ｓ∈ ０ꎬｍｉｎ Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)ꎬ

ｄ(０)
λ

σ１(１ꎬ０){ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 时ꎬ可知 σ１ ( ｄ (０)ꎬ － ｓλ) > ０ 且

σ１(Ｄꎬ－ｓμ)>０ꎬ矛盾ꎮ

由于ＤＴ (ψ):Ｗ ψ→Ｗ ψꎬ Ｓ(０ꎬ０)＝􀭺Ｗ(０ꎬ０)∩(－􀭺Ｗ(０ꎬ０))＝ {(０ꎬ０)}ꎬ因此可选取ＤＴｓ
 (０ꎬ０)＝ ＤＴｓ(０ꎬ０)ꎮ 由引理 ２知ꎬ当

σ１(ｄ(０)ꎬ－ｓλ)>０时ꎬ有 ｒ (－Δ＋Ｍ)－１ ｓλ
ｄ(０)

＋Ｍæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú <１ꎻ同理ꎬ当 σ１(Ｄꎬ－ｓμ)>０时ꎬ有 ｒ (－Δ＋Ｍ)－１ ｓμ

Ｄ
＋Ｍæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú <１ꎮ 又

ＤＴｓ(０ꎬ０)＝ (－Δ＋Ｍ)
－１

ｓλ
ｄ(０)

＋Ｍ ０

０ ｓμ
Ｄ
＋Ｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

由于上、下三角阵算子的谱半径等于对角线算子谱半径的最大值ꎬ因此 ｒ(ＤＴｓ(０ꎬ０)) <１ꎮ 根据引理 ３ꎬ有
ｉｎｄｅｘＷ(Ｔｓꎬ(０ꎬ０))＝ １ꎮ

综上所述ꎬ对于任意的 ｓ∈ ０ꎬｍｉｎ Ｄ
μ
σ１(１ꎬ０)ꎬ

ｄ(０)
λ

σ１(１ꎬ０){ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ有

ｄｅｇＷ( Ｉ－ＴｓꎬｉｎｔＯ)＝ ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔ１ꎬｉｎｔＯ)＝ ｉｎｄｅｘＷ(Ｔｓꎬ(０ꎬ０))＝ １ꎬ
证毕ꎮ

引理 ６　 假定 σ１(Ｄꎬ－μ)<０ꎬ若 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)≠０ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＝ ０ꎮ
证明　 由引理 ５的证明知ꎬ对于任意的(ｈꎬｋ)Ｔ∈􀭿Ｗ(０ꎬ０) ＼{０ꎬ０}ꎬ如果 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)≠０且 σ１(Ｄꎬ－μ)≠０ꎬ都

有( Ｉ－ＤＴｓ(０ꎬ０))(ｈꎬｋ) Ｔ≠０ 成立ꎮ 由于 σ１(Ｄꎬ－μ) <０ꎬ结合引理 ２ 可知 ｒ (－Δ＋Ｍ) －１ μ
Ｄ
＋Ｍæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú >１ꎬ因此

ｒ(ＤＴ１
 (０ꎬ０))＝ ｒ(ＤＴ１(０ꎬ０))>１ꎮ 根据引理 ３ꎬ有 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＝ ０ꎬ证毕ꎮ
引理 ７　 假定 σ１(Ｄꎬ－μ)<０ꎬ σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)<０ꎬ
(ａ) 若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)<０ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))＝ ０ꎻ
(ｂ) 若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)>０ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))＝ １ꎮ
证明　 Ｔ１ 在(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)处的 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数为

　 ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)

＝ (－Δ＋Ｍ) －１

λ－２θｄ(０)ꎬλ

ｄ(０)
＋Ｍ θｄ(０)ꎬλ －

λｄ′(０)
ｄ(０)

＋
２θｄ(０)ꎬλｄ′(０)

ｄ(０)
＋γθｄ(０)ꎬλ

Ｆ′(０)
(α＋θｄ(０)ꎬλ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

０ １
Ｄ
(μ－θｄ(０)ꎬλＦ′(０))＋Ｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

令 Ｌ１ ＝(－Δ＋Ｍ)
－１ λ－２θｄ(０)ꎬλ

ｄ(０)
＋Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｌ２ ＝(－Δ＋Ｍ)

－１ １
Ｄ
(μ－θｄ(０)ꎬλＦ′(０))＋Ｍ

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ用 Ｌ２ 定义ＤＴ１

 (ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)ꎮ

易知ꎬ当 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)≠０时ꎬ对于任意的

(ｈꎬｋ) Ｔ∈􀭿Ｗ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０) ＼{０ꎬ０}ꎬ 　 ( Ｉ－ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))(ｈꎬｋ) Ｔ≠０ꎮ

假设不然ꎬ则存在(ｈꎬｋ) Ｔ∈􀭿Ｗ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０) ＼{０ꎬ０}ꎬ使得( Ｉ－ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))(ｈꎬｋ) Ｔ ＝ ０ꎬ因此有方程

(－Δ＋Ｍ) －１ θｄ(０)ꎬλ

－λｄ′(０)＋２θｄ(０)ꎬλｄ′(０)
ｄ(０)

＋
γθｄ(０)ꎬλＦ′(０)

α＋θｄ(０)ꎬλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

　 　 ＋(－Δ＋Ｍ) －１
λ－２θｄ(０)ꎬλ

ｄ(０)
＋Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ｈꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ∈Ωꎬ

(－Δ＋Ｍ) －１ １
Ｄ
(μ－θｄ(０)ꎬλＦ′(０))＋Ｍ

é

ë
êê

ù

û
úú ｋ＝ ｋꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｈ＝ ｋ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(８)

若对任意的 ｘ∈Ωꎬ ｋ≡０ꎬ由方程(８)的第一个方程有(－Δ＋Ｍ) －１
λ－２θｄ(０)ꎬλ

ｄ(０)
＋Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ ＝ ｈꎬ即 Ｌ１ｈ ＝ ｈꎬ因此 １ 为算
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子 Ｌ１ 的一个特征值ꎬ故 ｒ(Ｌ１)≥１ꎮ 另一方面ꎬ由于 θｄ(０)ꎬλ为方程(４)的唯一正解ꎬ且 σ１(ｄ(０)ꎬθｄ(０)ꎬλ－λ)＝ ０ꎬ
显然有 σ１(ｄ(０)ꎬ２θｄ(０)ꎬλ－λ)>σ１(ｄ(０)ꎬθｄ(０)ꎬλ－λ)＝ ０ꎮ 运用引理 ２ꎬ有 ｒ(Ｌ１)<１ꎬ矛盾ꎬ故 ｋ≢０ꎮ 若对任意的

ｘ∈Ωꎬ ｋ≥(≢) ０ꎬ由方程(８)的第二个方程易知ꎬＬ２ｋ ＝ ｋꎬ根据 Ｋｒｅｉｎ￣Ｒｕｔｍａｎ 定理可有 ｒ( Ｌ２ ) ＝ １ꎬ而
σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)≠０ꎬ由引理 ２知 ｒ(Ｌ２)≠１ꎬ矛盾ꎮ

接下来计算ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))ꎮ 若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)<０ꎬ由引理 ２知ꎬｒ(ＤＴ１
 (ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))>１ꎬ

再由引理 ３知ꎬｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０) θｄ(０)ꎬλꎬ０))＝ ０ꎮ 若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０) －μ) >０ꎬ由引理 ２ 知ꎬｒ(Ｌ２) <１ꎬ即

ｒ(ＤＴ１
 (ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))<１ꎮ 下面进一步计算 ｒ(ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))ꎮ 设(ｈꎬｋ)Ｔ∈Ｅ 为 ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)的

一个特征函数ꎬσ 为对应的特征值ꎬ则(ｈꎬｋ) Ｔ 满足 ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)(ｈꎬｋ) Ｔ ＝σ (ｈꎬｋ) Ｔꎬ即

(－Δ＋Ｍ) －１ θｄ(０)ꎬλ

－λｄ′(０)＋２θｄ(０)ꎬλｄ′(０)
ｄ(０)

＋
γθｄ(０)ꎬλＦ′(０)

α＋θｄ(０)ꎬλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

　 　 ＋(－Δ＋Ｍ) －１
λ－２θｄ(０)ꎬλ

ｄ(０)
＋Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝σｈꎬ ｘ∈Ωꎬ

(－Δ＋Ｍ) －１ １
Ｄ
(μ－θｄ(０)ꎬλＦ′(０))＋Ｍ

é

ë
êê

ù

û
úú ｋ＝σｋꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｈ＝ ｋ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

若对任意的 ｘ∈Ωꎬ ｋ≢０ꎬ则 σ 为 Ｌ２ 的特征值ꎬ由于 ｒ(Ｌ２)<１ꎬ因此 ｜σ ｜ <１ꎮ 若对任意的 ｘ∈Ωꎬ ｋ≡０ꎬ则 σ 为

Ｌ１ 的特征值ꎬ由于 σ１(ｄ(０)ꎬ２θｄ(０)ꎬλ－λ)>０ꎬ根据引理 ２ꎬ有 ｒ(Ｌ１)<１ꎬ即 ｜σ ｜ <１ꎬ因此 ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０)所有

的特征值 σ 满足 ｜σ ｜ <１ꎮ 综上可知ꎬｒ(ＤＴ１(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))<１ꎬ故 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))＝ １ꎬ证毕ꎮ
引理 ８　 假定 σ１(Ｄꎬ－μ)<０ꎬ则

(ａ) 若 σ１ １ꎬ－
λ

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ <０ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬθＤꎬμ))＝ ０ꎻ

(ｂ) 若 σ１ １ꎬ－
λ

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ >０ꎬ则 ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬθＤꎬμ))＝ １ꎮ

引理 ８的证明过程同引理 ７的证明过程ꎬ略ꎮ
根据引理 ５—８ꎬ利用不动点指数的可加性ꎬ可以建立方程(５)正解存在的充分条件ꎮ
定理 １　 假定 σ１(Ｄꎬ－μ)<０ꎬ下述结论成立:
(ａ) 当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)<０时ꎬ若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)<０ꎬ则方程(５)至少存在一个正解ꎻ

(ｂ) 当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)>０时ꎬ若 σ１ １ꎬ－
λ

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ <０ꎬ则方程(５)至少存在一个正解ꎻ

(ｃ) 当 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)＝ ０时ꎬ则方程(５)至少存在一个正解ꎮ
证明　 (ａ) 假设方程(５)不存在正解ꎮ 若 σ１(Ｄꎬ－μ) <０ 且 σ１( ｄ(０)ꎬ－λ) <０ꎬ则方程(５)有平凡解

(０ꎬ０)ꎬ以及两个半平凡解(ｄ(０) θｄ(０)ꎬλꎬ０)和(０ꎬθＤꎬμ)ꎬ这也是 Ｔ１ 在 Ｗ 上的 ３ 个不动点ꎮ 由引理 ６ 知ꎬ

ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＝ ０ꎬ根据主特征值的性质知ꎬσ１ １ꎬ－
λ

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ <σ１ １ꎬ－

λ
ｄ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)
ｄ(０)

<０ꎮ 又由引

理 ８知ꎬ ｉｎｄｅｘＷ ( Ｔ１ꎬ ( ０ꎬ θＤꎬμ )) ＝ ０ꎬ此外ꎬ当 σ１ (Ｄꎬ θｄ(０)ꎬλ Ｆ′ ( ０) － μ) < ０ 时ꎬ由引理 ７ 知 ｉｎｄｅｘＷ ( Ｔ１ꎬ
(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))＝ ０ꎮ 利用不动点指数的可加性ꎬ有

１＝ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔ１ꎬｉｎｔＯ)
＝ ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＋ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(ｄ(０)θｄ(０)ꎬλꎬ０))＋ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬθＤꎬμ))
＝ ０ꎬ

矛盾ꎮ 因此ꎬ若 σ１(Ｄꎬθｄ(０)ꎬλＦ′(０)－μ)<０ꎬ则方程(５)至少存在一个正解ꎮ
(ｂ) 假设方程(５)不存在正解ꎮ 当 σ１(Ｄꎬ－μ)<０且 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)>０时ꎬ方程(５)有平凡解(０ꎬ０)ꎬ以及

一个半平凡解(０ꎬθＤꎬμ)ꎬ由引理 ６知ꎬｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＝ ０ꎬ由引理 ８ 知ꎬｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬθＤꎬμ))＝ ０ꎮ 利用不

动点指数的可加性ꎬ有
１＝ｄｅｇＷ( Ｉ－Ｔ１ꎬｉｎｔＯ)＝ ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬ０))＋ｉｎｄｅｘＷ(Ｔ１ꎬ(０ꎬθＤꎬμ))＝ ０ꎮ
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矛盾ꎬ因此当 σ１ １ꎬ－
λ

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ <０时ꎬ方程(５)至少存在一个正解ꎮ

(ｃ) 当 σ１(Ｄꎬ－μ)<０且 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ)＝ ０时ꎬ选择一个序列{λｉ}∞ｉ＝１ꎬ且 ｌｉｍ
ｉ→∞

λｉ ＝λ∞ ꎬ使得 σ１(ｄ(０)ꎬ－λｉ)≠０ꎬ

σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ )＝ ０ꎮ 根据已证明的结果ꎬ假定(Ｕｉꎬｖｉ)是方程(５)在 λ＝λ ｉ 时的一个正解ꎬ则(Ｕｉꎬｖｉ)满足

－ΔＵｉ ＝
Ｕｉ

ｄ(ｖｉ)
λ ｉ－

Ｕｉ

ｄ(ｖｉ)
＋γＦ(ｖｉ)

Ｕｉ / ｄ(ｖｉ)
α＋Ｕｉ / ｄ(ｖｉ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

－ＤΔｖｉ ＝μｖｉ－ｖ２ｉ －
Ｕｉ

ｄ(ｖｉ)
Ｆ(ｖｉ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

Ｕｉ ＝ ｖｉ ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(９)

由引理 ４知ꎬ对于任意的 ｘ∈Ωꎬ ０≤Ｕｉ(ｘ)<ｄ(０)(λ ｉ＋γ ｍａｘ
ｖｉ∈[０ꎬμ]

Ｆ(ｖｉ))ꎬ ０≤ｖｉ(ｘ)≤μꎬ即{Ｕｉ(ｘ)}和{ｖｉ(ｘ)}

是一致有界的ꎬ由椭圆算子的正则性理论[１６]知{Ｕｉ( ｘ)}和{ ｖｉ( ｘ)}在 Ｗ ２ꎬｐ(Ω)上是一致有界的ꎮ 再由

Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理知ꎬ当 ｐ>ｎ 时ꎬＷ ２ꎬｐ(Ω)中的有界集是 Ｃ１(􀭺Ω)中的列紧集ꎬ因此{Ｕｉ(ｘ)}和{ｖｉ(ｘ)}在 Ｃ１(􀭺Ω)
中存在收敛的子列ꎬ不妨仍记为{Ｕｉ(ｘ)}和{ｖｉ(ｘ)}ꎬ假设在 Ｃ１(􀭺Ω)上ꎬｌｉｍ

ｉ→∞
(Ｕｉꎬｖｉ)＝ (Ｕ∞ ꎬｖ∞ )ꎬ则(Ｕ∞ ꎬｖ∞ )

满足

－ΔＵ∞ ＝
Ｕ∞

ｄ(ｖ∞ )
λ∞ －

Ｕ∞
ｄ(ｖ∞ )

＋γＦ(ｖ∞ )
Ｕ∞ / ｄ(ｖ∞ )

α＋Ｕ∞ / ｄ(ｖ∞ )
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

－ＤΔｖ∞ ＝μｖ∞ －ｖ
２
∞ －

Ｕ∞
ｄ(ｖ∞ )

Ｆ(ｖ∞ )ꎬ ｘ∈Ωꎬ

Ｕ∞ ＝ ｖ∞ ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

所以(Ｕ∞ ꎬｖ∞ )是方程(５)在 λ＝λ∞时的一个非负解ꎬ其中 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ )＝ ０ꎮ
下面证明(Ｕ∞ ꎬｖ∞ )是方程(５)在 λ ＝ λ∞时的一个正解ꎮ 根据 Ｈａｒｎａｃｋ 不等式可知ꎬＵ∞≡０ 或 Ｕ∞ >０ꎬ

ｖ∞≡０或 ｖ∞ >０ꎮ

ｖ∞ >０ꎮ 反证法ꎬ假设 ｖ∞≡０ꎬ取ｖ^ｉ ＝
ｖｉ

‖ｖｉ‖∞
ꎬ通过引言中对 Ｆ(ｖ)的假设条件易知ꎬＦ′(０)≥０ 且 Ｆ(ｖ)＝

ｖｆ(ｖ)ꎬ其中 ｆ∈Ｃ１([０ꎬ∞ ))ꎬ对于任意的 ｖ∈[０ꎬ∞ )ꎬ ｆ(ｖ)>０ꎬ则ｖ^ｉ 满足

－ＤΔｖ^ｉ ＝ ｖ^ｉ μ－ｖｉ－
Ｕｉ

ｄ(ｖｉ)
ｆ(ｖｉ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｖ^ｉ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

同上述分析ꎬ取到{ ｖ^ｉ}的收敛子列ꎬ不妨仍记为{ ｖ^ｉ}ꎬ假设在 Ｃ１(􀭺Ω)上ꎬｌｉｍ
ｉ→∞

ｖ^ｉ ＝ ｖ^∞≥０ꎬ其中‖ｖ^∞‖∞ ＝ １ꎮ 由

于 ｖ∞≡０ꎬ则 Ｕ∞满足

－ΔＵ∞ ＝
Ｕ∞
ｄ(０) λ∞ －

Ｕ∞
ｄ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 Ｕ∞ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

由引理 １ꎬ当且仅当 σ１ １ꎬ－
λ∞
ｄ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ <０⇔

１
ｄ(０)

σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ )<０时ꎬ方程有唯一正解ꎮ 由于 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ )＝ ０ꎬ

因此 Ｕ∞≡０是上述方程仅有的非负解ꎬ因此ｖ^∞满足

－ＤΔｖ^∞ －ｖ^∞ μ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｖ^∞ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ
由于ｖ^∞≥(≢)０ꎬ因此可以看成上述方程的主特征函数ꎬ由 Ｋｒｅｉｎ￣Ｒｕｔｍａｎ 定理可知ꎬσ１(Ｄꎬ－μ)＝ ０ꎬ矛盾ꎬ因
此 ｖ∞ >０ꎮ

Ｕ∞ >０ꎮ 反证法ꎬ假设 Ｕ∞≡０ꎬ取Ｕ^ｉ ＝
Ｕｉ

‖Ｕｉ‖∞
ꎬ则Ｕ^ｉ 满足

－ΔＵ^ｉ ＝
Ｕ^ｉ

ｄ(ｖｉ)
λ ｉ－

Ｕｉ

ｄ(ｖｉ)
＋γＦ(ｖｉ)

Ｕｉ / ｄ(ｖｉ)
α＋Ｕｉ / ｄ(ｖｉ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 Ｕ^ｉ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

同上述分析ꎬ取到{Ｕ^ｉ}的收敛子列ꎬ不妨仍记为{ Ｕ^ｉ}ꎬ假设在 Ｃ１(􀭺Ω)上ꎬｌｉｍ
ｉ→∞

Ｕ^ｉ ＝ Ｕ^∞≥０ꎬ其中‖Ｕ^∞‖∞ ＝ １ꎮ
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由于 Ｕ∞≡０ꎬ则 ｖ∞满足

－ＤΔｖ∞ ＝μｖ∞ －ｖ
２
∞ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｖ∞ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎬ

由引理 １知ꎬ当且仅当 σ１(Ｄꎬ－μ)<０时ꎬ方程存在唯一正解 ｖ∞ ＝ θＤꎬμꎬ因此Ｕ^∞满足

－ΔＵ^∞ －
λ∞

ｄ(θＤꎬμ)
Ｕ^∞ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 Ｕ^∞ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎮ

由于Ｕ^∞≥(≢)０ꎬ因此Ｕ^∞可以看成上述方程的主特征函数ꎬ由 Ｋｒｅｉｎ￣Ｒｕｔｍａｎ 定理可知ꎬσ１ １ꎬ－
λ∞

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ

而 ０＝σ１ １ꎬ－
λ∞

ｄ(θＤꎬμ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ <σ１ １ꎬ－

λ∞
ｄ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ )
ｄ(０)

ꎮ 这表明 σ１(ｄ(０)ꎬ－λ∞ ) >０ꎬ矛盾ꎬ所以 Ｕ∞ >０ꎬ故

(Ｕ∞ ꎬｖ∞ )是方程(５)在 λ＝λ∞时的一个正解ꎬ证毕ꎮ

３　 结语

本文研究了一类具有捕食种群 Ａｌｌｅｅ 效应的捕食－食饵模型的共存解和共存解的充分条件ꎮ 利用正锥

上的不动点指数理论给出了共存解存在的充分条件ꎬ如果捕食者和食饵之间的相互作用遵循 Ｆ′(ｖ)＝ ０ꎬ只
要食饵自身的出生率不太小ꎬ两种生物就可以共存ꎻ如果捕食者和食饵之间的相互作用遵循 Ｆ′(ｖ)≠０ꎬ那么

只有当食饵的出生率处于中间范围时ꎬ两种生物才有可能共存ꎮ
齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件下具有捕食种群 Ａｌｌｅｅ 效应和密度依赖扩散的捕食－食饵模型的共存解具有重

要的实际应用价值ꎮ 共存解的研究有助于理解捕食者和食饵之间的相互作用ꎬ以及理解 Ａｌｌｅｅ 效应和密度

依赖扩散如何影响物种的共存ꎬ在物种多样性、保护濒危物种、生态系统恢复等方面起到了重要作用ꎮ 由于

物种生存的栖息地往往都是空间异质的ꎬ因此研究空间环境的异质性如何影响物种的共存行为是值得进一

步思考的问题ꎮ 两种群的作用关系似乎并不能完全理解生态系统的复杂性ꎬ因此考虑多物种相互作用的共

存条件也是值得进一步思考的问题ꎮ
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