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向量变分不等式的高阶可微性与灵敏性
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摘要:研究向量变分不等式和弱向量变分不等式两类问题的高阶可微性与灵敏性ꎮ 介绍了相依锥、 高阶切集等的基本定义ꎬ
研究了与向量变分不等式密切相关的一类集值映射的高阶微分性质ꎬ 得到了其高阶导数的精确计算公式ꎮ 通过讨论集值映

射与其剖面映射二者高阶导数之间的关系ꎬ 得到了向量变分不等式的高阶可微性与灵敏性ꎮ
关键词:向量变分不等式ꎻ高阶切集ꎻ相依导数ꎻ灵敏性

中图分类号:Ｏ２２４　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:马权禄ꎬ薛小维. 向量变分不等式的高阶可微性与灵敏性[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(２):１０５￣１１３.

Ｈｉｇｈ￣ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ

ＭＡ Ｑｕａｎｌｕ１ꎬ ＸＵＥ Ｘｉａｏｗｅｉ２∗

(１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００７４ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｂｉｇ Ｄａｔａꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｒｔｓ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０２１６０ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｓｔｕｄｉｅｓ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｗｅａｋ ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａ￣
ｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ. Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｇｅｎｔ ｃｏｎｅｓꎬ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｅｔｓ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ. Ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｅｔ￣ｖａｌｕｅｄ ｍａｐｓ ｃｌｏｓｅｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ￣
ｍｕｌａ ｏｆ ｉｔｓ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｂｙ ｄｉｓｃｕｓｓｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｓｅｔ￣ｖａｌｕｅｄ
ｍａｐｐｉｎｇ ａｎｄ ｉｔｓ ｐｒｏｆｉｌｅ ｍａｐｐｉｎｇꎬ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｖｅｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙꎻ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｅｔｓꎻ ｃｏｎｔｉｎｇｅｎｔ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅꎻ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

０　 引言

设 Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)是从 Ｒｎ 到 Ｒｍ 的所有线性连续算子的集合ꎬＣ⊂Ｒｍ 是一个非空点闭凸锥ꎬＫ 是 Ｒｎ任意给

定的非空紧子集ꎬＦ:Ｋ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)是一个向量值函数ꎮ
向量变分不等式问题就是求ｘ∗∈Ｋ 使得对任意的 ｘ∈Ｋꎬ 有

‹Ｆ(ｘ∗)ꎬｘ－ｘ∗›∉－Ｃ ＼{０Ｒｍ}ꎮ
弱向量变分不等式问题就是求ｘ∗∈Ｋ 使得对任意的 ｘ∈Ｋꎬ 有

‹Ｆ(ｘ∗)ꎬｘ－ｘ∗›∉－ｉｎｔ Ｃꎮ
当 ｍ＝ １、Ｃ＝Ｒ＋时ꎬ上述向量变分不等式问题就退化为经典的变分不等式问题ꎮ

向量变分不等式和弱向量变分不等式一直受到优化领域专家、 学者的极大关注ꎮ 近年来ꎬ国内外学者

对向量变分不等式问题开展了广泛研究ꎬ 得到了关于存在性、稳定性及应用的大量结果[１￣８]ꎮ
间隙函数是研究变分不等式问题的重要工具ꎮ 通过引入实值的间隙函数ꎬ文献[９]将变分不等式问题
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等价转化为实数学规划问题ꎮ 在间隙函数可微的情况下ꎬ通过下降算法得到该优化问题的广义收敛性质ꎬ因
此ꎬ讨论向量变分不等式问题间隙函数的微分性质是非常有意义的ꎮ 文献[１０]提出了向量变分不等式问题

集值形式的间隙函数ꎻ文献[１１]研究一类集值映射和向量变分不等式的间隙函数的一阶微分性质ꎬ讨论了

它们相依导数之间的关系ꎬ建立了向量变分不等式问题间隙函数的相依导数的显式表达式ꎬ讨论了向量变分

不等式的灵敏度性质ꎻ文献[１２] 研究了一类集值映射和 Ｍｉｎｔｙ 向量变分不等式问题间隙函数的微分性质ꎬ
讨论了它们相依导数之间的关系ꎬ 并得到了 Ｍｉｎｔｙ 向量变分不等式问题的灵敏性ꎻ文献[１３] 利用二阶相依

集ꎬ 研究了一类集值映射的二阶微分性质ꎬ 然后利用间隙函数讨论了弱向量变分不等式问题的二阶灵敏

性ꎮ 文献[１４]使用邻接二阶导数和邻接二阶 Φ 锥研究一类集值映射的微分性质ꎬ 建立了弱向量变分不等

式邻接二阶导数的显式表达式ꎮ
高阶切锥和高阶切集是研究优化问题微分性质的重要工具ꎬ 它们可以精确地刻画优化问题可行点集的

局部近似ꎮ 许多学者对二阶或者更高阶切集进行了研究ꎬ 得到了许多有趣的结果[１５￣２３]ꎮ 文献[１４]引入了不

涉及具体阶数的高阶切锥和高阶切集ꎬ 提出一种简单的方法来分析集合和函数的高阶近似ꎬ 推导出无约束

问题的高阶最优性条件ꎻ文献[１５]借助高阶切集提出了集值映射的高阶切上图导数并研究了它们的性质ꎬ
讨论了它们在集值优化中的应用ꎮ 为了研究向量变分不等式高阶最优性条件ꎬ 考虑用高阶切锥和高阶切集

来得到向量变分不等式间隙函数的高阶微分性质ꎮ
受文献[１１￣２４]中工作的启发ꎬ利用 Ｐｅｎｏｔ 提出的高阶切锥和高阶切集ꎬ 在适当的条件下ꎬ 讨论两类向

量变分不等式问题解的高阶可微性与灵敏性ꎮ 对于文中的两类向量变分不等式问题ꎬ 均利用集值映射作为

向量变分不等式问题的间隙函数ꎬ 把向量变分不等式问题转化为求解集值优化问题ꎮ 研究一类集值映射的

高阶微分性质ꎬ 在适当的正则条件下ꎬ 通过 Ｔａｙｌｏｒ 展式分析了一类集值映射的高阶导数的高阶微分性质ꎬ
并得到了一个高阶导数显示表达式ꎮ 然后分析向量变分不等式间隙函数和一类集值映射高阶导数之间的关

系ꎬ 得到两类向量变分不等式间隙函数的高阶导数的显示表达式ꎬ 讨论了两类向量变分不等式的灵敏性ꎮ

１　 预备知识

设 Ｇ: Ｒｎ是一个集值映射ꎬｄｏｍ Ｇ:＝ {ｘ∈Ｒｎ:Ｇ(ｘ)≠⌀}表示 Ｇ 的有效域ꎬＧ 的图用 ｇｒａｐｈ(Ｇ):＝
{(ｘꎬｙ)∈Ｒｎ×Ｒｍ:ｙ∈Ｇ(ｘ)}表示ꎬＬ(ＲｎꎬＲｍ) 表示从 Ｒｎ 到 Ｒｍ 的所有线性连续算子的集合ꎮ 对任意 Ａ∈
Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) ꎬ 其模定义为

‖Ａ‖Ｌ ＝ ｓｕｐ{‖Ａ(ｘ)‖:‖ｘ‖≤１}ꎮ
定义 １[２４] 　 设 Ｆ:Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) 是一个向量值函数ꎬ 如果存在 ２ 个线性连续算子Φ１:Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)

和 Φ２:Ｒｎ×Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)ꎬ 及 ｘ 的一个邻域 Ｕꎬ 使得对所有的ｘｎ∈Ｕꎬ

Ｆ(ｘｎ)＝ Ｆ(ｘ)＋Φ１(ｘｎ－ｘ)＋
１
２
Φ２(ｘｎ－ｘꎬｘｎ－ｘ)＋ｏ(‖ｘｎ－ｘ‖) ２ꎬ

那么称 Ｆ 在 ｘ∈Ｒｎ上是二阶 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微的ꎮ Φ１ 和 Φ２ 分别称为 Ｆ 在 ｘ 处的一阶 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数和二阶 Ｆｒéｃｈｅｔ
导数ꎬ 分别用ÑＦ(ｘ)和Ñ

２Ｆ(ｘ)来表示ꎮ 显然ꎬ Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) 和 Ｒｎ×Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)是 ２ 个向量值函数ꎬ
其中 Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) 表示从 Ｒｎ到 Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) 的所有线性连续算子的集合ꎬ 且 Ｒｎ×Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)表示从

Ｒｎ×Ｒｎ到 Ｌ(ＲｎꎬＲｍ) 的所有线性连续算子的集合ꎮ
定义 ２[１０] 　 设 Ｄ 是 Ｒｍ 的一个非空子集ꎬ

ＭａｘＣ(Ｄ):＝{ ｙ^∈Ｄ: ｙ∈Ｄꎬ ｓ.ｔ. ｙ－ｙ^∈Ｃ ＼{０Ｒｍ}}
称为 Ｄ 的最大点集ꎻ

Ｍａｘｉｎｔ Ｃ(Ｄ):＝{ ｙ^∈Ｄ: ｙ∈Ｄꎬ ｓ.ｔ. ｙ－ｙ^∈ｉｎｔ Ｃ}
称为 Ｄ 的弱最大点集ꎮ 显然ꎬＭａｘＣ(Ｄ)⊆Ｍａｘｉｎｔ Ｃ(Ｄ)ꎮ

定义 ３[１２ꎬ１４] 　 设 Ｓ 是 Ｒｎ 的非空子集ꎬ ｘ^∈ｃｌ Ｓ 且有 ｕ∈Ｒｎꎬ ｒ∈[０ꎬ∞ )ꎬ则
(ⅰ) Ｓ 在 ｘ^ 处的相依锥定义为

Ｔ(Ｓꎬｘ^):＝{ｘ∈Ｒｎ:∃ｔｎ→０＋ꎬ ∃{ｘｎ}→ｘ. ｓ.ｔ. ｘ^＋ｔｎｘｎ∈Ｓ}ꎻ
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(ⅱ) Ｓ 在 ｘ^ 处沿方向 ｕ 关于 ｒ 的高阶切集定义为

Ｔ ｈ
ｒ(Ｓꎬｘ^ꎬｕ):＝ { ｘ∈Ｒｎ:∃ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋ꎬ

ｓｎ
ｔｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

１
２ｒ

ꎬ ∃(ｘｎ)→ｘ

ｓ.ｔ. ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ∈Ｓ } ꎻ

(ⅲ) Ｓ 在 ｘ^ 处沿方向 ｕ 关于 ｒ 的邻接高阶切集定义为

Ｔ ｈｉ
ｒ (Ｓꎬｘ^ꎬｕ):＝ { ｘ∈Ｒｎ:∀ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋ꎬ (

ｓｎ
ｔｎ
)→

１
２ｒ

ꎬ ∃{ｘｎ}→ｘ

　 ｓ.ｔ. ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ∈Ｓ } ꎮ

定义 ４[１４] 　 给定集值映射 Ｇ:Ｒｎ Ｒｍ及 ｒ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬＧ 在(ｘꎬｙ)处沿(ｕꎬｖ)方向上关于 ｒ 的高阶导数定

义为

Ｄｈ
ｒＧ((ｘꎬｙ)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｗ):＝ { ｚ∈Ｒｍ:(ｗꎬｚ)∈Ｔ ｈ

ｒ (ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ(ｘꎬｙ)ꎬ(ｕꎬｖ)) } ꎮ

类似地ꎬ

Ｄｈｉ
ｒ Ｇ((ｘꎬｙ)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｗ):＝ { ｚ∈Ｒｍ:(ｗꎬｚ)∈Ｔ ｈｉ

ｒ (ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ(ｘꎬｙ)ꎬ(ｕꎬｖ)) } ꎮ

２　 一类集值映射的高阶微分性质

在下文中ꎬ 总假设 Ｋ 是 Ｒｎ中的一个紧子集ꎬ Ｆ:Ｒｎ→Ｌ(ＲｎꎬＲｍ)二阶连续 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微ꎬ 且

Ｇ(ｘ):＝‹Ｆ(ｘ)ꎬｘ－Ｋ› ＝∪
ｚ∈Ｋ

‹Ｆ(ｘ)ꎬｘ－ｚ›ꎬ　 ∀ｘ∈Ｋꎮ

下面将讨论 Ｇ(ｘ)的高阶微分性质ꎮ
定理 １　 设 ｘ^ꎬ􀭰ｘ∈Ｋꎬ ｙ^＝‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ^－􀭰ｘ›∈Ｇ( ｘ^)且(ｕꎬｖ)∈Ｔ(ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ( ｘ^ꎬｙ^))ꎬ ｒ∈[０ꎬ∞ )ꎬ 如果

ｌｉｍ
‖ｚ‖→∞ꎬ ｚ∈Ｒｎ

‹Ｆ( ｘ^)ꎬｚ› ＝∞ ꎬ (１)

那么对任意的 ｘ∈ｄｏｍ(Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ)))ꎬ

Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ ∪

ｘ∗∈Ｔ ｈｒ (Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)
[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›]

＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎬ

其中 ω∈Ｔ(Ｋꎬ􀭰ｘ)满足‹Ｆ( ｘ^)ꎬω› ＝ －ｖ＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎮ
证明　 假设 ｙ∈Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ由高阶导数的定义ꎬ存在序列(ｘｎꎬｙｎ)→(ｘꎬｙ)ꎬ ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→

０＋ꎬ
ｓｎ
ｔｎ
→

１
２ｒ

ꎬ使得

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｙｎ∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)＝ ‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－Ｋ›ꎬ
因此ꎬ 存在􀭰ｘｎ∈Ｋꎬ 使得

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｙｎ ＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›ꎮ (２)
由于 Ｆ 二阶连续 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微ꎬ 因此可得 Ｆ 在 ｘ^ 处的 Ｔａｙｌｏｒ 展开式为

Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)＝ Ｆ( ｘ^)＋ｔｎ ÑＦ( ｘ^)ｕ＋ｔｎｓｎ ÑＦ( ｘ^)ｘｎ

＋ １
２
ｔ２ｎ Ñ

２Ｆ( ｘ^)(ｕ＋ｓｎｘｎꎬｕ＋ｓｎｘｎ)＋ｏ( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ ) ２ꎮ (３)

由式(２)、 (３)可得

　 　 　 ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｙｎ ＝‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ^－􀭰ｘｎ›＋ｔｎ‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋ｔｎｓｎ‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘｎ›
＋ｔｎ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘｎ›＋ｔ２ｎ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｕ＋ｓｎｘｎ›
＋ｔｎｓｎ‹ÑＦ( ｘ^)ｘｎꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›

＋ １
２
ｔ２ｎ‹Ñ

２Ｆ( ｘ^)(ｕ＋ｓｎｘｎꎬｕ＋ｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›
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＋ｔｎｓｎ‹
ｏ( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ ) ２

ｔｎｓｎ
ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›ꎮ (４)

Ｋ 是紧集ꎬ 不失一般性ꎬ 可以假设 􀭰ｘｎ→ｘ′∈Ｋꎮ 由式(４)以及 ｙ^＝‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎬ 可得

‹Ｆ( ｘ^)ꎬ􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｔｎ

›→－ｖ＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－ｘ′›ꎮ (５)

　 　 现在证明
􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｔｎ{ }是有界的ꎮ 事实上ꎬ 如果不是ꎬ 那么存在一个子序列

􀭰ｘｎｋ
－􀭰ｘ

ｔｎｋ
→∞ꎮ 通过式(１)ꎬ可得

‹Ｆ( ｘ^)ꎬ
􀭰ｘｎｋ

－􀭰ｘ
ｔｎｋ

› →∞ꎬ 与式(５)相矛盾ꎬ 因此ꎬ
􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｔｎ{ }是有界的ꎮ 又因为 ｔｎ→０＋ꎬ 有 􀭰ｘｎ→􀭰ｘꎬ 所以 ｘ′＝ 􀭰ｘꎮ Ｒｎ

是有限维的ꎬ 不失一般性ꎬ 可以假设
􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｔｎ{ } →ωꎬ 那么 ω∈Ｔ(Ｋꎬ􀭰ｘ)ꎮ 由式(５)可知ꎬ ‹Ｆ( ｘ^)ꎬω› ＝ －ｖ＋

‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎮ 又由式(４)、(５)ꎬ可得

　 　 　 ‹Ｆ( ｘ^)ꎬ(􀭰ｘｎ－􀭰ｘ) / ｔｎ－ω
ｓｎ

› ＝ －ｙｎ－‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ
􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｓｎ

›＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘｎ›

＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ
ｔｎ
ｓｎ
ｕ＋ｔｎｘｎ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘｎꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›

＋
ｔｎ
２ｓｎ

‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕ＋ｓｎｘｎꎬｕ＋ｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›

＋‹
ｏ( ｔｎ ｕ^＋ｔｎｓｎｘｎ ) ２

ｔｎｓｎ
ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›ꎬ

因此ꎬ

‹Ｆ( ｘ^)ꎬ(􀭰ｘｎ－􀭰ｘ) / ｔｎ－ω
ｓｎ

›→‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｕ－ω›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›－ｙꎮ

用类似于上面的证明和式(１)ꎬ 可以假设
(􀭰ｘｎ－􀭰ｘ) / ｔｎ－ω

ｓｎ
→ｘ∗ꎬ 那么ꎬ ｘ∗∈Ｔ ｈ

ｒ (Ｋꎬｘ^ꎬω)ꎬ即有

ｙ ∈ ∪
ｘ∗∈Ｔ ｈｒ (Ｋꎬｘꎬω)

[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›]

＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎮ

反过来ꎬ 可以假设

ｙ＝‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎬ

其中 ω∈Ｔ(Ｋꎬ􀭰ｘ)满足 ‹Ｆ( ｘ^)ꎬω› ＝ －ｖ＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›且ｘ∗∈Ｔ ｈ
ｒ (Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)ꎮ 由相依锥和高阶切

集的定义ꎬ 存在序列 􀭰ｘｎ⊂Ｋꎬ 􀭰ｘｎ→􀭰ｘ 和 ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋使得

􀭰ｘｎ－􀭰ｘ
ｔｎ

→ω 和
(􀭰ｘｎ－􀭰ｘ) / ｔｎ－ω

ｓｎ
→ｘ∗ꎮ

由于 Ｆ 二阶连续 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微ꎬ因此可以取序列{ｘｎ}和{ｙｎ}ꎬ 使得 ｘｎ→ｘꎬ

ｙｎ ＝‹Ｆ ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎꎬｘｎ－
(􀭰ｘｎ－􀭰ｘ) / ｔｎ－ω

ｓｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘｎꎬｘ^－􀭰ｘ›

＋‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)－Ｆ( ｘ^)
ｔｎ

ꎬ２ｒ(ｕ－ω)›
＋‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)－Ｆ( ｘ^)－ÑＦ( ｘ^)( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)

ｔｎｓｎ
ꎬｒ( ｘ^－􀭰ｘ)›ꎮ

易知ꎬ ｙｎ→ｙ 且

　 ｙ^＋ｔｎ(‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ－ω›)＋ｔｎｓｎｙｎ

＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－􀭰ｘｎ›∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎮ
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显然 ｖ＝‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ－ω›ꎬ 故 ｙ∈Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ

注 １　 (１) 当 ｒ＝ ０ꎬ ｕ＝ ０Ｒｍꎬ ｖ＝ ０Ｒｎ时ꎬ 高阶切集退化为相依锥ꎬ 有

Ｄｈ
０Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(０ꎬ０))(ｘ)＝ ＤＧ(( ｘ^ꎬｙ^))(ｘ)＝ ∪

ｘ∗∈Ｔ(Ｋꎬ􀭰ｘ)
[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›]＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎬ

此结论与文献[１１]中定理 ３.１ 中的结论相同ꎮ
(２) 当 ｒ＝ ０ꎬ ｕ、ｖ 不同时等于 ０ 时ꎬ 高阶切集可退化为渐进二阶相依锥ꎬ 定理 １ 的结论与文献[１４] 中

定理 ４.１ 的(ⅰ) 的结论相同ꎮ
(３) 当 ｒ＝ １ 时ꎬ 高阶切集就退化为二阶相依集ꎬ有

Ｄｈ
１Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ ∪

ｘ∗∈Ｔ ２(Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)
[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›]

＋‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎮ

此结论与文献[１３]中的定理 ３.１ 的结论相同ꎮ
下面给出一个例子来说明定理 １ꎮ
例 １　 设 Ｋ＝{ｘ∈Ｒ:－１≤ｘ≤１}ꎬ Ｆ(ｘ)＝ ｘ２＋１ꎬ易知ꎬ对于任意 ｘ∈Ｋꎬ

Ｇ(ｘ)＝ ∪
ｚ∈Ｋ

‹Ｆ(ｘ)ꎬｘ－ｚ› ＝∪
ｚ∈Ｋ

‹ｘ２＋１ꎬｘ－ｚ› ＝[ｘ３－ｘ２＋ｘ－１ꎬｘ３＋ｘ２＋ｘ＋１]ꎮ

取 ｘ^＝ ０ꎬ 􀭰ｘ＝ １ꎬ (ｕꎬｖ)＝ (１ꎬ１)ꎬ 则 ｙ^ ＝ －１ꎮ 显然ꎬ ( ｘ^ꎬ ｙ^)∈ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ ( ｕꎬｖ)∈Ｔ( ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ( ｘ^ꎬ ｙ^)) 且

ÑＦ( ｘ^)＝ ０ꎬ 满足定理 １ 的条件ꎮ 一方面ꎬ 对于任意 ｘ∈Ｒꎬ
Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ [ｘ－２ｒꎬ＋∞ )ꎻ (６)
另一方面ꎬ 直接计算可得 ω＝ ０ꎬ Ｔ ｈ

ｒ (Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)＝ Ｒ－ꎬ 从而对于任意 ｘ∈Ｒꎬ

∪
ｘ∗∈Ｔ ｈｒ (Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)

[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›] ＝ ｘ＋Ｒ＋ꎮ (７)

又由 ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ› ＝ －２ｒꎬ ‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ› ＝ ０ꎬ 因此对于任意 ｘ∈Ｒꎬ

∪
ｘ∗∈Ｔ ｈｒ (Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)

[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›]

＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ› ＝[ｘ－２ｒꎬ＋∞ )ꎮ (８)

由式(６)、(７)、(８)可知ꎬ 定理 １ 的结果成立ꎮ

３　 向量变分不等式与弱向量变分不等式间隙函数的可微性与灵敏性

本章将讨论向量变分不等式的间隙函数的可微性与灵敏性ꎮ 首先回顾间隙函数的定义ꎮ
定义 ５[９]

(ⅰ) 一个集值映射 Ｎ:Ｒｎ→２Ｒｍ
被称是向量变分不等式的间隙函数ꎬ 如果满足:

　 　 (ａ) ０Ｒｍ∈Ｎ( ｘ^)当且仅当 ｘ^ 是向量变分不等式的解ꎻ
　 　 (ｂ) Ｎ(ｘ)∩(－Ｃ)＝ ０Ｒ

ｍ{ } ꎮ
(ⅱ) 一个集值映射 Ｗ:Ｒｎ→２Ｒｍ

被称是弱向量变分不等式的间隙函数ꎬ 如果满足

　 　 (ａ) ０Ｒｍ∈Ｗ( ｘ^)当且仅当 ｘ^ 是弱向量变分不等式的解ꎻ
　 　 (ｂ) Ｗ(ｘ)∩(－ｉｎｔ Ｃ)＝ ⌀ꎮ
考虑 Ｒｎ 到 Ｒｍ 上的集值映射:

Ｎ(ｘ):＝ＭａｘＣ‹Ｆ(ｘ)ꎬｘ－Ｋ›ꎬ
Ｗ(ｘ):＝Ｍａｘｉｎｔ Ｃ‹Ｆ(ｘ)ꎬｘ－Ｋ›ꎮ

由文献[１０]知ꎬ Ｎ 和 Ｗ 分别是向量变分不等式和弱向量变分不等式的间隙函数ꎮ
首先讨论 Ｗ 的高阶导数与 Ｇ 的高阶导数之间的关系ꎮ
定理 ２　 设 ｘ^∈Ｋꎬ ｙ^∈Ｗ( ｘ^)且(ｕꎬｖ)∈Ｔ(ｇｒａｐｈ Ｗꎬ( ｘ^ꎬｙ^))ꎬ 若

Ｄ ｈ
ｒ Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈｉ

ｒ Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ
则对于任意 ｘ∈ｄｏｍ Ｄｈ

ｒＷ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))ꎬ 有
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Ｄｈ
ｒＷ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ (９)
证明　 设 ｙ∈Ｄｈ

ｒＷ(( ｘ^ꎬ ｙ^)ꎬ( ｕꎬｖ)) ( ｘ)ꎬ 如果 ｙ∉Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬ ｙ^)ꎬ( ｕꎬｖ)) ( ｘ)ꎬ 那么存在 􀭰ｙ∈

Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)使得

􀭰ｙ－ｙ∈ｉｎｔ Ｃꎮ (１０)

由 ｙ∈Ｄｈ
ｒＷ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ 存在序列 ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋ꎬ

ｓｎ
ｔｎ
→

１
２ｒ

ꎬ 及(ｘｎꎬｙｎ)→(ｘꎬｙ) 使得

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｙｎ∈Ｗ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎮ (１１)
由于 􀭰ｙ∈Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)且 Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈｉ

ｒ Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ 对上述序列 ｔｎ、ｓｎ
存在序列(􀭰ｘｎꎬ􀭰ｙｎ)→(ｘꎬ􀭰ｙ) 使得 ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ􀭰ｙｎ∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ)ꎬ因此ꎬ存在ｘ′ｎ∈Ｋ 使得

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ􀭰ｙｎ ＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›ꎮ (１２)
由于 Ｆ 二阶连续 Ｆｒéｃｈｅｔ 可微ꎬ因此可得 Ｆ 在 ｘ^ 的 Ｔａｙｌｏｒ 展开式为

　 　 　 　 　 Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ)＝ Ｆ( ｘ^)＋ｔｎ ÑＦ( ｘ^)ｕ＋ｔｎｓｎ ÑＦ( ｘ^)􀭰ｘｎ

＋ １
２
ｔ２ｎ Ñ

２Ｆ( ｘ^)(ｕ＋ｓｎ 􀭰ｘｎꎬｕ＋ｓｎ 􀭰ｘｎ)＋ｏ(‖ｔｎ ｕ^＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ‖) ２ꎮ (１３)

由于{ｘｎ}和{􀭰ｘｎ}是 ２ 个收敛的序列ꎬ因此

ｏ(‖ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ‖) ２

ｔｎｓｎ
→０Ｒｎ且

ｏ( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ ) ２

ｔｎｓｎ
→０Ｒｎꎬ

从而

[ｏ( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ ) ２－ｏ( ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ ) ２]
ｔｎｓｎ

→０Ｒｎꎮ

用 ｏ( ｔｎｓｎ)简记 ｏ(‖ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ‖) ２－ｏ(‖ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ‖) ２ꎮ 根据式(３)、(１３)ꎬ 可以推导出

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ􀭰ｙｎ ＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›
＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－ｘ′ｎ›
＋ｔｎｓｎ‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬ(􀭰ｘｎ－ｘｎ)›
＋ｔｎｓｎ‹ÑＦ( ｘ^)(􀭰ｘｎ－ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›
＋ｔ２ｎｓｎ‹Ñ

２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬ􀭰ｘｎ－ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›

＋ １
２
ｔ２ｎｓ２ｎ‹Ñ

２Ｆ( ｘ^)((􀭰ｘｎꎬ􀭰ｘｎ)－(ｘｎꎬｘｎ))ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›

＋‹ｏ( ｔｎｓｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›ꎮ
　 　 设

α(ｎ)＝ ‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬ(􀭰ｘｎ－ｘｎ)›
＋‹ÑＦ( ｘ^)(􀭰ｘｎ－ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›
＋ｔｎ‹Ñ

２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬ􀭰ｘｎ－ｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›

＋ １
２
ｔｎｓｎ‹Ñ

２Ｆ( ｘ^)((􀭰ｘｎꎬ􀭰ｘｎ)－(ｘｎꎬｘｎ))ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›

＋‹ｏ( ｔｎｓｎ)ｔｎｓｎ
ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎ 􀭰ｘｎ－ｘ′ｎ›ꎬ (１４)

由于 􀭰ｘｎ－ｘｎ→０Ｒｎ并且
ｏ( ｔｎｓｎ)
ｔｎｓｎ

→０Ｒｎꎬ因此 α(ｎ)→０Ｒｍꎮ 根据式(１２)、(１４)ꎬ 得到

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ[􀭰ｙｎ－α(ｎ)] ＝‹Ｆ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎬｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ－ｘ′ｎ›
∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎮ

由 Ｗ 的定义和式(１１)ꎬ可得

[ ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ(􀭰ｙｎ－α(ｎ))]－[ ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｙｎ]∉ｉｎｔ Ｃꎬ ｉ.ｅ.ꎬ 􀭰ｙｎ－α(ｎ)－ｙｎ∉ｉｎｔ Ｃꎬ
即ꎬ 􀭰ｙ－ｙ∉ｉｎｔ Ｃꎬ与式(１０)相矛盾ꎬ故式(９)式成立ꎮ
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由上述定理ꎬ 可以得到 Ｎ 的高阶导数与 Ｇ 的高阶导数之间的关系ꎮ
定理 ３　 设 ｘ^∈Ｋꎬ ｙ^∈Ｎ( ｘ^)ꎬ 对于 ｘ∈ｄｏｍ Ｄｈ

ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))ꎬ 有

Ｄｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
证明　 由于 Ｎ⊆Ｗꎬ

Ｄｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｄｈ

ｒＷ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ
因此ꎬ根据定理 ２ꎬ定理 ３ 得证ꎮ

下面讨论 Ｇ－Ｃ 的高阶导数与 Ｇ 的高阶导数之间的关系ꎮ 在此之前ꎬ 先回顾锥上有界的定义ꎮ
定义 ６[１７] 　 如果存在一个点 ａ∈Ｒｍ使得 Ｄ⊂ａ－Ｃꎬ 则称 Ｄ 为 Ｃ 上有界的ꎮ
定理 ４　 设 ｘ^∈Ｋꎬ ｙ^∈Ｇ( ｘ^)且(ｕꎬｖ)∈Ｔ(ｇｒａｐｈ Ｇꎬ ( ｘ^ꎬｙ^))ꎬ Ｃ 是序列正则锥ꎬ 如果 Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ
(ｕꎬｖ))(ｘ)是 Ｃ 上有界的ꎬ 那么对任意的 ｘ∈ｄｏｍ Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))ꎬ
Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃꎬ (１５)

其中(Ｇ－Ｃ)(ｘ)＝ Ｇ(ｘ)－Ｃꎮ
证明　 先证 Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃ⊆Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ 设 ｚ∈Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ

由高阶导数定义知ꎬ存在序列 ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋ꎬ
ｓｎ
ｔｎ
→

１
２ｒ

和(ｘｎꎬｚｎ)→(ｘꎬｚ)使得

ｚ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｚｎ∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎮ
对任意 ｄ∈Ｃꎬ 设 􀭰ｚｎ ＝ ｚｎ－ｄꎬ 则有 􀭰ｚｎ→ｚ－ｄ 及

ｚ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ􀭰ｚｎ ＝ ｚ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎｚｎ－ｔｎｓｎｄ∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)－Ｃꎬ
因此

ｚ－ｄ∈Ｄｈ
ｒ (Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ

故

Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃ⊆Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
下面说明

Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃꎮ
由于 Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)是闭的ꎬ 且是 Ｃ 上有界的ꎬ因此根据文献[１７]中的定理 ２.１ꎬ可得

Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘ Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃꎮ
只须证

Ｍａｘ Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ (１６)
当 Ｍａｘ Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ ⌀时ꎬ 式(１６)显然成立ꎮ 假设

ｙ∈Ｍａｘ Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ (１７)

由高阶导数的定义ꎬ 存在序列 ｔｎ→０＋ꎬ ｓｎ→０＋ꎬ
ｓｎ
ｔｎ
→

１
２ｒ

ꎬ {ｄｎ}⊆Ｃꎬ (ｘｎꎬｙｎ)→(ｘꎬｙ) 使得

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ(ｙｎ＋ｄｎ)∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)ꎮ (１８)
由于 Ｃ 是 Ｒｎ 中的点闭凸锥ꎬ因此 Ｃ 有一个紧基ꎬ 设为 Ｑꎬ 则存在 αｎ>０ 且 ｂｎ∈Ｑꎬ 使得 ｄｎ ＝αｎｂｎꎮ 由于 Ｑ 是

一个紧基ꎬ因此ꎬ不失一般性ꎬ假设 ｂｎ→ｂ∈Ｑꎬ说明 αｎ→０ꎮ 若 αｎ→/ ０ꎬ 则存在 ε>０ꎬ 不失一般性ꎬ 设 αｎ≥εꎬ

记
－
ｄｎ ＝

ε
αｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｎ∈Ｃꎬ 则

ｙ^＋ｔｎｖ＋ｔｎｓｎ(ｙｎ＋
－
ｄｎ)∈Ｇ( ｘ^＋ｔｎｕ＋ｔｎｓｎｘｎ)－Ｃꎮ (１９)

由于
－
ｄｎ ＝

ε
αｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｎ ＝εｂｎꎬ

－
ｄｎ→εｂ≠０ꎬ 因此 ｙｎ＋

－
ｄｎ→ｙ＋εｂꎮ 由式(１９)ꎬ得

ｙ＋εｂ∈Ｄｈ
ｒ (Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ

与式(１７)矛盾ꎬ因此 αｎ→０ 且 ｙｎ＋ｄｎ→ｙꎮ 由式(１８)ꎬ得 ｙ∈Ｄ ｈ
ｒ Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ因此

Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘ Ｄｈ

ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃ
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⊆Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃ

⊆Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ

证毕ꎮ
下面讨论 Ｍａｘ Ｇ 与 Ｍａｘ(Ｇ－Ｃ)的高阶导数之间的关系ꎮ
定理 ５　 设 ｙ^ 是 Ｇ( ｘ^)的一个最大值点ꎬ Ｄｈ

ｒ (Ｇ－Ｃ) (( ｘ^ꎬ ｙ^)ꎬ( ｕꎬｖ)) ( ｘ)是 Ｃ 上有界的ꎬ 对于 ｘ∈

ｄｏｍ(Ｄｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ)))ꎬ有

ＭａｘＣＤｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ ＭａｘＣＤｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
证明　 从定理 ４ 可以看出

Ｄｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃꎬ
因此

ＭａｘＣＤｈ
ｒ(Ｇ－Ｃ)(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ ＭａｘＣ(Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)－Ｃ)
＝ ＭａｘＣＤｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
证毕ꎮ

注 ２　 对任意的集值映射 Ｇꎬ 定理 ４、５ 均成立ꎮ
结合以上的定理ꎬ 研究 Ｇ－Ｃ 和 Ｎ－Ｃ 的高阶导数的关系ꎬ 再通过定理 ４ 分析 Ｎ－Ｃ 与 Ｎ 的高阶导数之间

的关系ꎬ 最后就得出 Ｎ 和 Ｗ 的高阶导数与 Ｇ 的高阶导数之间的关系ꎮ
定理 ６　 设 ｘ^ꎬ􀭰ｘ∈Ｋꎬ ｙ^＝‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ^－􀭰ｘ›∈Ｇ( ｘ^)ꎬ (ｕꎬｖ)∈Ｔ(ｇｒａｐｈ(Ｇ)ꎬ( ｘ^ꎬｙ^))ꎬ ｒ∈[０ꎬ∞ )ꎬ 如果以下条

件均满足:
(ⅰ) ｙ^ 是 Ｇ( ｘ^)的一个弱最大值点ꎻ

(ⅱ) 存在一个非空的闭凸序列正则锥
~Ｃ使得

~Ｃ ＼{０Ｒｍ}⊂ｉｎｔ Ｃꎻ
(ⅲ) ｌｉｍ‖ｚ‖→∞ꎬｚ∈Ｒｎ‖‹Ｆ( ｘ^ꎬｚ)›‖＝∞ ꎻ
(ⅳ) Ｄｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈｉ
ｒ Ｇ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎻ

(ⅴ) Ｄｈ
ｒ(Ｇ－ ~Ｃ )(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)是 ~Ｃ 上有界的ꎬ

那么ꎬ 对于任意 ｘ∈ｄｏｍ Ｄｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))ꎬ

Ｄｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｄｈ

ｒＷ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)

＝ ‹ÑＦ( ｘ^)ｘꎬｘ^－􀭰ｘ›＋ｒ‹Ñ
２Ｆ( ｘ^)(ｕꎬｕ)ꎬｘ^－􀭰ｘ›

＋Ｍａｘｉｎｔ Ｃ ∪
ｘ∗∈Ｔｈｒ(Ｋꎬ􀭰ｘꎬω)

[‹Ｆ( ｘ^)ꎬｘ－ｘ∗›＋２ｒ‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬ(ｕ－ω)›]ꎬ

其中 ω∈Ｔ(Ｋꎬ􀭰ｘ)满足 ‹Ｆ( ｘ^)ꎬω› ＝ －ｖ＋‹Ｆ( ｘ^)ꎬｕ›＋‹ÑＦ( ｘ^)ｕꎬｘ^－􀭰ｘ›ꎮ
证明　 由于 Ｎ(ｘ)⊆Ｗ(ｘ)ꎬ因此ꎬ根据定理 ２ꎬ 只须要证

Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｄｈ

ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
　 　 由于 Ｋ 是一个紧集ꎬ因此 Ｇ(ｘ)对任意 ｘ∈Ｋ 来说也是一个紧集ꎮ 通过文献[２３]中的引理 ２.３ 和文献

[２４]中的引理 ２.４ 可知ꎬＧ(ｘ)－ ~Ｃ ＝Ｎ(ｘ)－ ~Ｃ ꎮ 另外ꎬ 由 Ｎ－Ｃ⊆Ｇ－Ｃ 及条件(ⅴ)可得ꎬＤｈ
ｒ(Ｎ－ ~Ｃ )(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬ

ｖ))(ｘ)是 ~Ｃ上有界的ꎬ因此ꎬ由定理 ５ꎬ可得

Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ
ｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)＝ Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ

ｈ
ｒ(Ｎ－ ~Ｃ )(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)

＝ Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ
ｈ
ｒ(Ｇ－ ~Ｃ )(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)

＝ Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ
ｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ

由于
~Ｃ ＼{０Ｒｍ}⊂ｉｎｔ Ｃꎬ

Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ

ｈ
ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎬ

因此ꎬ
Ｍａｘｉｎｔ ＣＤｈ

ｒＧ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｍａｘ ~Ｃ Ｄ
ｈ
ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)⊆Ｄｈ

ｒＮ(( ｘ^ꎬｙ^)ꎬ(ｕꎬｖ))(ｘ)ꎮ
结果成立ꎮ
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