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１￣退化图的乘积图的线性荫度

刘兆志ꎬ买吐肉孜􀅰买司地克∗

(新疆师范大学数学科学学院ꎬ 新疆 乌鲁木齐 ８３００１７)

摘要:由因子图的退化度来刻画乘积图的退化度ꎬ 再结合关于退化图线性荫度的结论ꎬ 给出笛卡尔积图和部分直积图、强积

图满足线性荫度猜想的退化度条件ꎮ 证明 ２ 个 １￣ 退化图字典积图满足线性荫度猜想ꎬ 并给出其在大部分情况下的线性

荫度ꎮ
关键词:线性荫度猜想ꎻ退化图ꎻ笛卡尔积ꎻ直积ꎻ字典积
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０　 引言

如无特殊说明ꎬ 本文中的图是非平凡、简单、有限、无向图ꎬ 每个乘积图是非空图ꎮ 将以路作为分支的

图称为线性森林ꎬ 记作 ＦＬꎮ 设 Ｇ 是一个图ꎬ 其顶点集、边集、最大度、最小度分别记为 Ｖ(Ｇ)、Ｅ(Ｇ)、Δ(Ｇ)、
δ(Ｇ)ꎬ Ｇ 中顶点 ｕ 的度记为 ｄｅｇＧ(ｕ)ꎬ 将 Ｅ(Ｇ)划分成 ＦＬ 的最小数称为图 Ｇ 的线性荫度ꎬ 记作 ｌａ(Ｇ)ꎬ 此

概念由 Ｈａｒａｒｙ[１]最先提出ꎮ 显然对图 Ｇ＝∪
ｋ

ｉ＝１
Ｇｉ 有 ｌａ(Ｇ)≤∑

ｋ

ｉ ＝１
ｌａ(Ｇｉ)成立ꎮ 由于图 Ｇ 中最大度顶点在 ＦＬ 中

的度至多为 ２ꎬ 因此至少需要 「Δ(Ｇ)
２ ⌉个 ＦＬ 才能覆盖整个图ꎬ 则对任意图 Ｇ 有 ｌａ(Ｇ)≥「Δ(Ｇ)

２ ⌉ꎮ 而在偶

度正则图 Ｇ 中 ｌａ(Ｇ)≥「Δ(Ｇ)＋１
２ ⌉ꎬ 由于 ２ 正则图的线性荫度是 ２ꎬ 此下界是最优的ꎬ因此本文涉及线性荫

度的证明中只考虑上界ꎮ Ａｋｉｙａｍａ 等[２]提出被称为线性荫度猜想( ｌｉｎｅａｒ ａｒｂｏｒｉｃｉｔｙ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅꎬ ＬＡＣ)的猜想

并断言其上界是紧的ꎬ而 ＬＡＣ 也表明每个图 Ｇ 都有「Δ(Ｇ)
２ ⌉ ｌａ(Ｇ)≤「Δ(Ｇ)＋１

２ ⌉成立ꎮ
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猜想 １　 (ＬＡＣ) 对每个图 Ｇꎬ ｌａ(Ｇ)≤「Δ(Ｇ)＋１
２ ⌉ꎮ

以正则图 Ｇ 的最大度 Δ(Ｇ)为分类条件ꎬ Ａｋｉｙａｍａ 等[２￣３] 证实 Δ(Ｇ) ＝ ３ꎬ４ 时ꎬ Ｅｎｏｍｏｔｏ 等[４] 证实

Δ(Ｇ)＝ ５ꎬ６ꎬ８ 时ꎬＧｕｌｄａｎ[５]证实 Δ(Ｇ)＝ １０ 时ꎬ有 ｌａ(Ｇ)≤「Δ(Ｇ)＋１
２ ⌉ꎮ 在其他分类条件下有诸多进展ꎬ 例

如吴建良等[６￣７]证实 ＬＡＣ 对平面图成立ꎮ

１　 退化图的笛卡尔积图

设 Ｇ 是一个图ꎬ 对任一非负整数 ｋꎬ 如果 Ｇ 的每一个导出子图 Ｈ 满足 δ(Ｈ)≤ｋꎬ 则 Ｇ 被称为 ｋ￣退化

图ꎮ 此说法等价于: 设 ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ ｍ 的图 Ｇ 顶点度序列为 δ(Ｇ) ＝ ｄｅｇ( ｕ１)≤ｄｅｇ( ｕ２)≤􀆺≤ｄｅｇ( ｕｍ) ＝
Δ(Ｇ)ꎬＧ 是 ｋ￣退化图当且仅当在图 Ｇ 中删除 ｄｅｇＧ(ｕｉ)≤ｋ 的所有顶点 ｕｉ 得到的图 Ｇ′是 ｋ￣退化图[８]ꎮ 容易

发现ꎬ ０￣退化图是空图ꎬ １￣退化图是森林ꎬ 外平面图是 ２￣退化图ꎬ平面图是 ５￣退化图ꎮ 退化图有如下性质ꎮ
性质 １[８]

(１) 设 Ｇ 是 ｋ￣退化图ꎬ 对∀ｐ≥ｋꎬ Ｇ 也是 ｐ￣退化图ꎮ
(２) 每个图 Ｇ 都存在非负整数 ｋ 使得 Ｇ 是 ｋ￣退化图ꎬ 且 ｋ≤Δ(Ｇ)ꎮ
(３) 图 Ｇ 是 ｋ￣退化图当且仅当 Ｇ 的每个分支是 ｋ￣退化图ꎮ
(４) 图 Ｇ 是 ｋ￣退化图ꎬ 则 Ｇ 的每个子图也是 ｋ￣退化图ꎮ

Ｋａｉｎｅｎ[９]证明了图 Ｇ 是 ｋ￣退化图时 ｌａ(Ｇ)≤「Δ(Ｇ)＋ｋ－１
２ ⌉ꎬ 表明 ＬＡＣ 对 ２￣退化图成立ꎮ Ｂａｓａｖａｒａｊｕ

等[１０]证实 ＬＡＣ 对 ３￣退化图成立ꎬ也证明了当 Ｇ 是 ２￣退化图时ꎬ 如果 Δ(Ｇ)≥５ꎬ 则 ｌａ(Ｇ)＝ 「Δ(Ｇ)
２ ⌉ꎮ Ｃｈｅｎ

等[１１]证明 ＬＡＣ 对满足 Δ(Ｇ)≥２ｋ２ －２ｋ 的 ｋ￣退化图 Ｇ 成立ꎬ并且当 Δ(Ｇ)≥２ｋ２ －ｋ 时ꎬ ｌａ(Ｇ) ＝ 「Δ(Ｇ)
２ ⌉ꎮ

Ｗｄｏｗｉｎｓｋｉ[１２]证明 ＬＡＣ 对满足 Δ(Ｇ)≥４ｋ－２ 的 ｋ￣退化图 Ｇ 成立ꎮ

引理 １　 ＬＡＣ 对 Δ(Ｇ)≥４ｋ－２ 的 ｋ￣退化图 Ｇ 成立[１２]ꎬ 特别地ꎬ Δ(Ｇ)≥２ｋ２－ｋ 时ꎬｌａ(Ｇ)＝ 「Δ(Ｇ)
２ ⌉ [１１]

ꎮ

图 Ｇ 和图 Ｈ 的笛卡尔积图[１３] 记为 Ｇ□ＨꎬＶ(Ｇ□Ｈ) ＝ {(ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎬ Ｅ(Ｇ□Ｈ) ＝
{(ｕꎬｖ)(ｕ′ꎬｖ′) ｜ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)且 ｖ＝ ｖ′∈Ｖ(Ｈ)或 ｕ＝ｕ′∈Ｖ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)}ꎬ 则对∀(ｕꎬｖ)∈Ｖ(Ｇ□Ｈ)ꎬ 有

ｄｅｇＧ□Ｈ(ｕꎬｖ)＝ ｄｅｇＧ(ｕ)＋ｄｅｇＨ(ｖ)ꎮ
图 Ｇ 和图 Ｈ 的直积图[１３]记为 Ｇ×ＨꎬＶ(Ｇ×Ｈ)＝ {(ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎬ Ｅ(Ｇ×Ｈ)＝ {(ｕꎬｖ)(ｕ′ꎬ

ｖ′) ｜ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)ꎬｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)}ꎬ 则对∀(ｕꎬｖ)∈Ｖ(Ｇ×Ｈ)ꎬ 有 ｄｅｇＧ×Ｈ(ｕꎬｖ)＝ ｄｅｇＧ(ｕ)􀅰ｄｅｇＨ(ｖ)ꎮ
图 Ｇ 和图 Ｈ 的强积图[１３] 记为 Ｇ ＨꎬＶ(Ｇ Ｈ) ＝ {( ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎬ Ｅ(Ｇ Ｈ) ＝

Ｅ(Ｇ□Ｈ)∪Ｅ(Ｇ×Ｈ)ꎬ 则对∀(ｕꎬｖ)∈Ｖ(Ｇ Ｈ)ꎬ 有 ｄｅｇＧ Ｈ(ｕꎬｖ)＝ ｄｅｇＧ(ｕ)＋ｄｅｇＨ(ｖ)＋ｄｅｇＧ(ｕ)􀅰ｄｅｇＨ(ｖ)ꎮ
从定义易知笛卡尔积、直积、强积都满足交换律、结合律、分配律ꎮ
令 Ｖ ０

Ｇ表示图 Ｇ ＝Ｇ ０中度小于等于 ｋ 的顶点的集合ꎬ ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ｍꎬ ｜ Ｖ(Ｈ) ｜ ＝ ｎꎬ 构建迭代过程: Ｇ ｉ ＝
Ｇｉ－１－Ｖ ｉ－１

Ｇ ꎬ 其中 Ｖ ｉ－１
Ｇ 表示图 Ｇ ｉ－１中度小于等于 ｋ 的顶点的集合ꎬ１≤ｉ≤ｍ－ ｜Ｖ ０

Ｇ ｜ ꎮ 当图 Ｇ ｓ＋１(１≤ｓ≤ｍ－ ｜Ｖ ０
Ｇ ｜ )

是空图时迭代过程结束ꎬ即说明图 Ｇ 是 ｋ￣退化图ꎬ 而迭代过程得以继续进行的条件是 ｜ Ｖ ｉ－１
Ｇ ｜ ≥１ꎮ 下面利用

此方法证明图 Ｇ□Ｈ 是(ｋ＋ｈ) ￣退化图ꎮ
设 ｋ￣退化图 Ｇ 总共进行 ｓ(０≤ｓ≤ｍ－ ｜Ｖ０

Ｇ ｜ )次迭代的顶点集依次为 Ｖ ０
Ｇ、Ｖ １

Ｇ、􀆺、Ｖ ｓ
Ｇꎬ ｈ￣退化图 Ｈ 总共进

行 ｔ(０≤ｔ≤ｎ－ ｜Ｖ ０
Ｈ ｜ )次迭代的顶点集依次为 Ｖ ０

Ｈ、Ｖ １
Ｈ、􀆺、Ｖ ｔ

Ｈꎮ 不妨设 ｓ≥ｔꎬ 令

Ｖ ｌ
Ｇ□Ｈ ＝

∪
ｌ

ｊ＝０
(Ｖ ｌ

ＧＶ ｊ
Ｈ∪Ｖ ｊ

ＧＶ ｌ
Ｈ)ꎬ　 ｌ≤ｔꎬ

∪
ｌ

ｊ＝０
(Ｖ ｌ

ＧＶ ｊ
Ｈ)ꎬ　 ｌ>ｔꎬ

{
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其中 ０≤ｌ≤ｓꎬ 集合 Ｖ ｌ
ＧＶ ｊ

Ｈ ＝{(ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ ｌ
Ｇꎬ ｖ∈Ｖ ｊ

Ｈ}ꎬ 容易验证 ｜Ｖ ｌ
Ｇ□Ｈ ｜ ≥１ꎬ 并且∪

ｓ

ｌ＝０
Ｖ ｌ

Ｇ□Ｈ ＝Ｖ(Ｇ□Ｈ)ꎬ因此

图(Ｇ□Ｈ) ｓ＋１是空图ꎬ 即图 Ｇ□Ｈ 是(ｋ＋ｈ) ￣退化图ꎬ因此有定理 １ 及其推论ꎮ
定理 １　 ｋ￣退化图 Ｇ 和 ｈ￣退化图 Ｈ 的笛卡尔积图 Ｇ□Ｈ 是(ｋ＋ｈ) ￣退化图ꎮ

推论 １　 设图 Ｇｉ(１≤ｉ≤ｋꎬ ｋ∈Ｎ∗ꎬ ｋ≥２)是 ｇｉ￣退化图ꎬ 则图□ｋ
ｉ＝１Ｇｉ 是 (∑

ｋ

ｉ ＝１
ｇｉ) ￣退化图ꎮ

结合定理 １ 对 ｋ 进行归纳假设容易得出推论 １ꎬ 由于过程较为简单ꎬ因此证明细节不再详写ꎮ 将定理 １
和推论 １ 的结果分别代入引理 １ 可得定理 ２ 和推论 ２ꎮ

定理 ２　 设 ｋ￣退化图 Ｇ 和 ｈ￣退化图 Ｈ 的笛卡尔积图 Ｇ□Ｈ 非空ꎬ 如果 Δ(Ｇ□Ｈ)≥４(ｋ＋ｈ)－２ꎬ则 ＬＡＣ

对图 Ｇ□Ｈ 成立ꎮ 特别地ꎬΔ(Ｇ□Ｈ)≥２(ｋ＋ｈ) ２－(ｋ＋ｈ) 时ꎬｌａ(Ｇ□Ｈ)＝ 「Δ(Ｇ□Ｈ)
２ ⌉ꎮ

推论 ２　 设图Ｇｉ(１≤ｉ≤ｋꎬ ｋ∈Ｎ∗ꎬ ｋ≥２)是 ｇｉ￣退化图且图□ｋ
ｉ＝１Ｇｉ 非空ꎬ 如果 Δ(□ｋ

ｉ＝１Ｇｉ)≥４ (∑
ｋ

ｉ ＝１
ｇｉ)－２ꎬ

则 ＬＡＣ 对图□ｋ
ｉ＝１Ｇｉ 成立ꎮ 特别地ꎬΔ(□ｋ

ｉ＝１Ｇｉ)≥２(∑
ｋ

ｉ ＝１
ｇｉ) ２－(∑

ｋ

ｉ ＝１
ｇｉ)时ꎬ ｌａ(□ｋ

ｉ＝１Ｇｉ)＝ 「Δ(□
ｋ
ｉ＝１Ｇｉ)
２ ⌉ꎮ

利用上述构建迭代过程的方法下面证明图 Ｇ×Ｈ 是 ｍｉｎ{ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)} ￣退化图ꎮ
设 ｋ￣退化图 Ｇ 总共进行 ｓ(０≤ｓ≤ｍ－ ｜Ｖ ０

Ｇ ｜ )次迭代的顶点集依次为 Ｖ ０
Ｇ、Ｖ １

Ｇ、􀆺、Ｖ ｓ
Ｇꎬ ｈ￣退化图 Ｈ 总共进

行 ｔ(０≤ｔ≤ｎ－ ｜Ｖ ０
Ｈ ｜ )次迭代的顶点集依次为 Ｖ ０

Ｈ、Ｖ １
Ｈ、􀆺、Ｖ ｔ

Ｈꎮ 由直积图顶点度与各因子图顶点度之间的关

系ꎬ 可令 ０≤ｉ≤ｓꎬ Ｖ ｉ
Ｇ×Ｈ ＝Ｖ ｉ

ＧＶ(Ｈ)＝ {(ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ ｉ
Ｇꎬ ｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎬ 因此在图(Ｇ×Ｈ) ｉ 中 Δ(Ｖ ｉ

Ｇ×Ｈ)≤ｋΔ(Ｈ)ꎬ
即图 Ｇ×Ｈ 是 ｋΔ(Ｈ) ￣退化图ꎮ 同理ꎬ图 Ｇ×Ｈ 是 ｈΔ(Ｇ) ￣退化图ꎬ因此图 Ｇ×Ｈ 是 ｍｉｎ{ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)} ￣退
化图ꎮ

定理 ３　 ｋ￣退化图 Ｇ 和 ｈ￣退化图 Ｈ 的直积图 Ｇ×Ｈ 是 ｍｉｎ{ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)} ￣退化图ꎮ
定理 ４　 设 ｋ￣退化图Ｇ 和 ｈ￣退化图Ｈ 的直积图Ｇ×Ｈ 非空ꎬ 如果 Δ(Ｇ×Ｈ)≥４(ｍｉｎ{ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)})－２ꎬ

则 ＬＡＣ 对图 Ｇ×Ｈ 成立ꎮ 特别地ꎬΔ(Ｇ×Ｈ)≥２(ｍｉｎ{ ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)}) ２ －(ｍｉｎ{ ｋΔ(Ｈ)ꎬｈΔ(Ｇ)}) 时ꎬ

ｌａ(Ｇ×Ｈ)＝ 「Δ(Ｇ×Ｈ)
２ ⌉ꎮ

将定理 ３ 证明过程中的 ｋΔ(Ｈ)、ｈΔ(Ｇ)分别替换为(ｋ＋１)Δ(Ｈ)＋ｋ、 (ｈ＋１)Δ(Ｇ)＋ｈ 即可得到以下结论ꎮ
定理 ５　 ｋ￣退化图 Ｇ 和 ｈ￣退化图 Ｈ 的强积图 Ｇ Ｈ 是 ｍｉｎ{(ｋ＋１)Δ(Ｈ)＋ｋꎬ(ｈ＋１)Δ(Ｇ)＋ｈ} ￣退化图ꎮ
定理 ６　 设 ｋ￣退化图 Ｇ 和 ｈ￣退化图 Ｈ 的强积图 Ｇ Ｈ 非空ꎬ 如果 Δ(Ｇ Ｈ)≥４(ｍｉｎ{(ｋ＋１)Δ(Ｈ)＋ｋꎬ

(ｈ＋１)Δ (Ｇ) ＋ ｈ}) － ２ꎬ 则 ＬＡＣ 对图 Ｇ Ｈ 成立ꎮ 特别地ꎬΔ (Ｇ Ｈ) ≥２ (ｍｉｎ {( ｋ ＋ １) Δ (Ｈ) ＋ ｋꎬ

(ｈ＋１)Δ(Ｇ)＋ｈ}) ２－(ｍｉｎ{(ｋ＋１)Δ(Ｈ)＋ｋꎬ(ｈ＋１)Δ(Ｇ)＋ｈ}) 时ꎬｌａ(Ｇ×Ｈ)＝ 「Δ(Ｇ Ｈ)
２ ⌉ꎮ

２　 １￣退化图笛卡尔积图、直积图和强积图的线性荫度

结合性质 １ 与笛卡尔积图、直积图和强积图的定义ꎬ 计算森林 Ｆ′和 Ｆ ″在此 ３ 种乘积图下的线性荫度

时ꎬ 只需计算 Ｆ′和 Ｆ ″的最大度顶点所在的任一分支之间乘积图的线性荫度ꎮ 设集合 Ｃ(Ｇ)表示图 Ｇ 中所

有分支ꎬ 设Ｔｍ∈Ｃ(Ｆ′)ꎬ Ｔｎ∈Ｃ(Ｆ ″)满足 Δ(Ｔｍ)＝ Δ(Ｆ′)ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ Δ(Ｆ ″)ꎬ 其中 Ｔｍ、Ｔｎ 分别表示 ｍ 个顶点

的树与 ｎ 个顶点的树ꎬ则 ｌａ(Ｆ′□Ｆ ″)＝ ｌａ(Ｔｍ□Ｔｎ)ꎬ ｌａ(Ｆ′×Ｆ ″)＝ ｌａ(Ｔｍ×Ｔｎ)ꎬ ｌａ(Ｆ′ Ｆ ″)＝ ｌａ(Ｔｍ Ｔｎ)ꎮ 令

Ｐｎ 表示 ｎ 个顶点的路ꎬ Ｎｎ 表示 ｎ 个顶点的空图ꎬ Ｋｎ 表示 ｎ 个顶点的完全图ꎬＫｎꎬｎ表示 ２ｎ 个顶点的均衡完全

二部图ꎮ

引理 ２[１０] 　 如果 ２￣退化图 Ｇ 满足 Δ(Ｇ)≥５ꎬ 则 ｌａ(Ｇ)＝ 「Δ(Ｇ)
２ ⌉ꎮ

引理 ３[１４] 　 路 Ｐｍ 与树 Ｔｎ 笛卡尔积图线性荫度
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ｌａ(Ｐｍ□Ｔｎ)＝
「Δ(Ｐｍ□Ｔｎ)＋１

２ ⌉ꎬ　 Ｐｍ ＝Ｔｎ ＝Ｐ２ꎻ

「Δ(Ｐｍ□Ｔｎ)
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由定理 １ 可知ꎬ图 Ｔｍ□Ｔｎ 是 ２￣退化图ꎬ 再结合引理 ２、３ 可以总结出以下定理ꎮ
定理 ７　 森林 Ｆ′和 Ｆ ″的笛卡尔积图线性荫度

ｌａ(Ｆ′□Ｆ ″)＝
「Δ(Ｆ′□Ｆ ″)＋１

２ ⌉ꎬ　 Δ(Ｆ′)＝ Δ(Ｆ ″)＝ １ꎻ

「Δ(Ｆ′□Ｆ ″)
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

引理 ４[２] 　 树 Ｔ 的线性荫度 ｌａ(Ｔ)＝ 「Δ(Ｔ)２ ⌉ꎮ
引理 ５[１４] 　 路 Ｐｍ 与树 Ｔｎ 直积图线性荫度 ｌａ(Ｐｍ×Ｔｎ)＝ 「Δ(Ｐｍ×Ｔｎ)

２ ⌉ꎮ
　 　 下面计算树 Ｔｍ 与树 Ｔｎ 直积图线性荫度ꎬ 其中 Δ(Ｔｍ)≥３ꎬ Δ(Ｔｎ)≥３ꎬ 显然 ｍꎬｎ≥４ꎮ

由引理 ４ 可设树 Ｔｍ 的线性森林为 Ｆ ｉ
Ｌ(１≤ｉ≤「Δ(Ｔｍ)

２ ⌉)ꎬ 因为

Ｔｍ×Ｔｎ ＝( ∪
「
Δ(Ｔｍ)

２ ⌉

ｉ＝１
Ｆ ｉ

Ｌ)×Ｔｎ ＝ ∪
「
Δ(Ｔｍ)

２ ⌉

ｉ＝１
(Ｆ ｉ

Ｌ×Ｔｎ)⊆ ∪
「
Δ(Ｔｍ)

２ ⌉

ｉ＝１
(Ｐｍ×Ｔｎ)ꎬ

所以由引理 ５ 有

「Δ(Ｔｍ)Δ(Ｔｎ)
２ ⌉≤ｌａ(Ｔｍ×Ｔｎ)≤ ∑

「
Δ(Ｔｍ)

２ ⌉

ｉ ＝１
≤ｌａ(Ｐｍ×Ｔｎ)＝ ∑

「
Δ(Ｔｍ)

２ ⌉

ｉ ＝１
Δ(Ｔｎ)＝ 「Δ(Ｔｍ)

２ ⌉Δ(Ｔｎ)ꎮ

易知上式等号只在 Δ(Ｔｍ)≡１(ｍｏｄ ２)且 Δ(Ｔｎ)≡１(ｍｏｄ ２)时不成立ꎬ 下面计算此条件下的线性荫度ꎮ
在树 Ｔｍ 中每个最大度顶点处只选择一条边ꎬ 所有选择的边的顶点不交ꎬ 除非边的 ２ 个端点都是最大

度顶点(这是容易做到的)ꎬ 记这些边的集合为 Ｆ１
Ｌꎬ 则图 Ｔｍ－Ｆ１

Ｌ 是最大度为偶数的森林ꎬ 则 ｌａ(Ｔｍ－Ｆ１
Ｌ)＝

Δ(Ｔｍ)－１
２

ꎮ 设其线性森林为 Ｆ ｉ
Ｌ(２≤ｉ≤

Δ(Ｔｍ)＋１
２

)ꎬ 则树 Ｔｍ 的线性森林为 Ｆ ｉ
Ｌ(１≤ｉ≤

Δ(Ｔｍ)＋１
２

)ꎮ 因为

Ｔｍ×Ｔｎ ＝((Ｔｍ－Ｆ１
Ｌ)∪Ｆ１

Ｌ)×Ｔｎ ＝((Ｔｍ－Ｆ１
Ｌ)×Ｔｎ)∪(Ｆ１

Ｌ×Ｔｎ)

＝ (( ∪

Δ(Ｔｍ)＋１
２

ｉ＝２
Ｆ ｉ

Ｌ)×Ｔｎ)∪(Ｆ１
Ｌ×Ｔｎ)＝ ∪

Δ(Ｔｍ)＋１
２

ｉ＝２
(Ｆ ｉ

Ｌ×Ｔｎ)∪(Ｆ１
Ｌ×Ｔｎ)ꎬ

所以

ｌａ(Ｔｍ×Ｔｎ)≤ ∑
Δ(Ｔｍ) ＋１

２

ｉ ＝２
ｌａ(Ｆ ｉ

Ｌ×Ｔｎ)＋ｌａ(Ｐ２×Ｔｎ)≤ ∑
Δ(Ｔｍ) ＋１

２

ｉ ＝２
ｌａ(Ｐｍ×Ｔｎ)＋ｌａ(Ｐ２×Ｔｎ)

＝
(Δ(Ｔｍ)－１)Δ(Ｔｎ)

２
＋
Δ(Ｔｎ)＋１

２
＝
Δ(Ｔｍ)Δ(Ｔｎ)＋１

２
＝「Δ(Ｔｍ)Δ(Ｔｎ)

２ ⌉ꎮ
定理 ８　 森林 Ｆ′和 Ｆ ″的直积图线性荫度 ｌａ(Ｆ′×Ｆ ″)＝ 「Δ(Ｆ′×Ｆ ″)

２ ⌉ꎮ
引理 ６[１４] 　 路 Ｐｍ 与树 Ｔｎ 强积图线性荫度 ｌａ(Ｔｍ Ｐｎ)＝ 「Δ(Ｔｍ Ｐｎ)

２ ⌉ꎮ
下面计算树 Ｔｍ 与树 Ｔｎ 强积图线性荫度ꎮ

当 Ｔｍ 和 Ｔｎ 中只有一个为空图时ꎬ 不妨设 Δ(Ｔｎ)＝ ０ꎬ 则 ｌａ(Ｔｍ Ｔｎ)＝ ｌａ(Ｔｍ)＝ 「Δ(Ｔｍ Ｔｎ)
２ ⌉ꎮ

当 Ｔｍ、Ｔｎ 均为非空图时ꎬ Δ(Ｔｍ)≥３ꎬ Δ(Ｔｎ)≥３ꎬ ｍꎬｎ≥４ꎬ 结合定理 ７、８ 可知ꎬ「Δ(Ｔｍ Ｔｎ)
２ ⌉≤ｌａ(Ｔｍ
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Ｔｎ)≤「Δ(Ｔｍ□Ｔｎ)
２ ⌉＋「Δ(Ｔｍ×Ｔｎ)

２ ⌉ ＝「Δ(Ｔｍ Ｔｎ)
２ ⌉ꎮ

引理 ６ 是其余条件下的线性荫度ꎬ 因此有定理 ９ꎮ

定理 ９　 森林 Ｆ′和 Ｆ ″的强积图线性荫度 ｌａ(Ｆ′ Ｆ ″)＝ 「Δ(Ｆ′ Ｆ ″)
２ ⌉ꎮ

３　 １￣退化图字典积图的线性荫度

任意图 Ｇ 和 Ｈ 的字典积图[１３] 为 Ｇ[Ｈ]ꎬ Ｖ(Ｇ[Ｈ]) ＝ {(ｕꎬｖ) ｜ ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎬ Ｅ(Ｇ[Ｈ]) ＝
{(ｕꎬｖ)(ｕ′ꎬｖ′) ｜ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)或 ｕ＝ｕ′∈Ｖ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)}ꎬ 设 ｜Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ｍꎬ ｜ Ｖ(Ｈ) ｜ ＝ ｎꎬ 则对∀(ｕꎬｖ)∈
Ｖ(Ｇ[Ｈ])ꎬ有 ｄｅｇＧ[Ｈ](ｕꎬｖ)＝ ｎ ｄｅｇＧ(ｕ)＋ｄｅｇＨ(ｖ)ꎮ 一般地ꎬ 字典积不满足交换律ꎮ

观察 １　 设 Δ(Ｔ)≥３ 的树 Ｔ 的顶点数为 ｎꎬ 令树 Ｔ 中最大度顶点的集合为 Ｚ 且集合 Ｚ 的大小 ｜ Ｚ ｜ ＝

ｚ≥１ꎬ 则有(Δ(Ｔ)＋１)ｚ－２(ｚ－１)≤ｎꎬ 因此 １≤ｚ≤⌊ ｎ－２
Δ(Ｔ)－１」ꎮ

引理 ７[１４] 　 树 Ｔｍ 与完全图 Ｋｎ 直积图线性荫度

ｌａ(Ｔｍ×Ｋｎ)＝
「Δ(Ｔｍ×Ｋｎ)＋１

２ ⌉ꎬ　 Δ(Ｔｍ)＝ １ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｔｍ×Ｋｎ)
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

引理 ８[１４] 　 树 Ｔｍ 与路 Ｐｎ 字典积图线性荫度

ｌａ(Ｔｍ[Ｐｎ])＝

「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])＋１
２ ⌉ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 Ｔｍ ＝Ｐ２ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])
２ ⌉或「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])＋１

２ ⌉ꎬ　 Δ(Ｔｍ)≥２ꎬ Δ(Ｔｍ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ
ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ{

「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

引理 ９[１４] 　 路 Ｐｍ 与树 Ｔｎ 字典积图线性荫度

ｌａ(Ｐｍ[Ｔｎ])＝

「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])＋１
２ ⌉ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ ２ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])
２ ⌉或「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])＋１

２ ⌉ꎬ　
ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)>２ꎬ ｎ>２ꎬ
Δ(Ｔｎ)≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ{
ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)>２ꎬ ｎ>２ꎬ
Δ(Ｔｎ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
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　 　 引理 ８、９ 虽然证实 ＬＡＣ 成立ꎬ 但在 ３ 种条件下的线性荫度没有确定ꎮ 下面计算此 ３ 种条件下的线性

荫度ꎬ 主要方法是将图的边集进行分类后一次或多次合并得到需要的图集ꎮ
３.１　 图 Ｔｍ[Ｐｎ]满足 Δ(Ｔｍ)≥２ꎬΔ(Ｔｍ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)

在这一条件下计算图 Ｔｍ[Ｐｎ] ＝(Ｎｍ□Ｐｎ)∪((Ｔｍ×Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ)) 的线性荫度ꎬ 先将图 Ｔｍ[Ｐｎ]分为

Ｎｍ□Ｐｎ 和(Ｔｍ×Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ)２ 个部分ꎬ 则 ｌａ(Ｔｍ[Ｐｎ])≤１＋ｌａ((Ｔｍ×Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ))ꎬ 再将 Ｅ(Ｔｍ)分类

得到树 Ｔｍ 的连续路分解ꎬ 把得到的路按出现顺序与 Ｋｎ 作直积后的图再并上相同路与 Ｎｎ 作笛卡尔积后的

图ꎬ 再将得到的图进行某种合并后分类ꎬ 最后计算每个分类的线性荫度的和即是 ｌａ (( Ｔｍ ×Ｋｎ ) ∪
(Ｔｍ□Ｎｎ))ꎮ 此过程共分 ４ 步ꎮ

第 １ 步　 在树 Ｔ 中任取一顶点作为根顶点ꎬ 层次 Ｌｉ 表示在树 Ｔ 中与根顶点距离为 ｉ 的顶点的集合ꎬ 其
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中 ０≤ｉ< ｜Ｖ(Ｔ) ｜ ꎮ 如果 ｕ∈Ｌｉꎬ ｖ∈Ｌｉ＋１且 ｕｖ 是树 Ｔ 中的边ꎬ 则称 ｖ 是 ｕ 的后代ꎮ 设 ｗ 是 ｖ 的后代ꎬ 称没有

后代的顶点 ｗ 为 ｕ 的末后代ꎬ 路 ｕｖｗ 记为 Ｐ(ｕ)ꎬ ｉｎｔ Ｐ(ｕ)表示 Ｐ(ｕ)中内部顶点组成的集合ꎮ
设树 Ｔ 包含 ｓ 个叶子顶点ꎬ 整数 ｔ 初始值为 ０ꎬ Ｔ (０)＝ Ｔꎬ 下面是树 Ｔ 的 ｓ－１ 条路分解算法:
(１) 任取一叶子顶点作为根顶点 ｗꎬ 取 Ｐ(ｗ)ꎬ 输出 Ｐ(ｗ)ꎬ 令 ｔ＝ ｔ＋１ꎬ Ｔ ( ｔ)＝ Ｔ－Ｅ(Ｐ(ｗ))ꎮ

(２) 如果 ｉｎｔ Ｐ(ｗ)在树 Ｔ ( ｔ)中的度全为 ０ꎬ 结束ꎻ否则ꎬ 依层次取 ｕ∈ｉｎｔ Ｐ(ｗ)满足 ｄｅｇＴ ( ｔ)(ｕ) >０ꎬ取
Ｐ(ｕ)ꎬ输出 Ｐ(ｕ)ꎬ 令 ｔ＝ ｔ＋１ꎬ Ｔ ( ｔ)＝ Ｔ( ｔ－１) －Ｅ(Ｐ(ｕ))ꎮ

(３) 如果 ｉｎｔ Ｐ(ｕ)在树 Ｔ ( ｔ)中的度全为 ０ꎬ 执行第 ２ 步ꎻ否则ꎬ 令 ｖ＝ｕ(将 ｕ 代表的顶点转移给 ｖ)ꎬ 依层

次取 ｕ∈ｉｎｔ Ｐ(ｖ)满足 ｄｅｇＴ ( ｔ)(ｕ)>０ꎬ取 Ｐ(ｕ)ꎬ输出 Ｐ(ｕ)ꎬ令 ｔ＝ ｔ＋１ꎬ Ｔ ( ｔ)＝ Ｔ( ｔ－１) －Ｅ(Ｐ(ｕ))ꎬ 执行第 ３ 步ꎮ
在路分解算法中ꎬ 第一步是以树的叶子顶点为根顶点输出路 Ｐ(ｗ)ꎬ 路 Ｐ(ｗ)以另一叶子顶点为末后

代ꎬ 令 Ｔ ( ｔ)＝ Ｔ (１)＝ Ｔ－Ｅ(Ｐ(ｗ))ꎬ 此时 ｉｎｔ Ｐ(ｗ)中满足 ｄｅｇＴ－Ｅ(Ｐ(ｗ))(ｕ)>０ 的顶点 ｕ 依照所在层次由近到远

排列ꎮ 下面依照排列顺序先选择顶点 ｕ 为根顶点ꎬ 以此根顶点输出路 Ｐ( ｕ)ꎬ令 ｔ ＝ ｔ ＋ １ꎬ Ｔ( ｔ) ＝ Ｔ( ｔ－１) －
Ｅ(Ｐ(ｗ))ꎬ 再次判断 ｉｎｔ Ｐ(ｕ)中是否有满足 ｄｅｇＴ－Ｅ(Ｐ(ｗ))(ｕ)>０ 的顶点 ｕꎮ 如果存在这样的顶点ꎬ 则重复上

一步骤ꎬ 否则回到顶点 ｕ 所在的排列并以下一个顶点为根顶点直至不存在这样的顶点排列ꎮ 从而在算法结

束时 Ｔ ( ｔ)是空图ꎬ 否则算法继续ꎮ 每次循环后剩余图的边数都将减少ꎬ 每次输出的路的边均不会重复出现ꎬ
并且在 ｓ－１ 次循环后得到全部结果ꎮ 由末后代的定义可知ꎬ每个末后代顶点都是叶子顶点ꎬ 因此树 Ｔ 分解

为 ｓ－１ 条路ꎮ
假设图 １ 中使用此算法: 选取 ｕ１ 作为根顶点ꎬ 取路 Ｐ( ｕ１) ＝ ｕ１ｕ６ｕ５ꎬ 则 ｉｎｔ Ｐ( ｕ１) ＝ { ｕ６}ꎬ再取路

Ｐ(ｕ６)＝ ｕ６ｕ２ꎮ 因为路 ｕ６ｕ２ 没有内部顶点ꎬ 所以取另一条路 Ｐ( ｕ６) ＝ ｕ６ｕ３ꎮ 同样路 ｕ６ｕ３ 没有内部顶点ꎬ
从而取另一条路 Ｐ( ｕ６) ＝ ｕ６ｕ４ꎮ 至此余下的图为空图ꎬ 算法结束ꎬ 得到的 ４ 条路依次为 ｕ１ｕ６ｕ５、ｕ６ｕ２、
ｕ６ｕ３、ｕ６ｕ４ꎮ

图 １　 (Ｔ６×Ｋ４)∪(Ｔ６□Ｎ４)的分类
Ｆｉｇ.１　 Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ (Ｔ６×Ｋ４)∪(Ｔ６□Ｎ４)

　 　 第 ２ 步　 对 Ｅ((Ｐａ×Ｋｎ)∪(Ｐａ□Ｎｎ))(ａ≥１)进行如下分类:
Ｘ１ ＝{(ｕｉꎬｖｊ)(ｕｉ＋１ꎬｖｊ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬａ－１ꎻ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

Ｘ１
ｋ ＝{(ｕｉꎬｖｊ)(ｕｉ＋１ꎬｖｊ＋ｋ－１) ｜ ｉ＝ １ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ(⌊ａ＋１２ 」＋⌊ａ－１２ 」)ꎻ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－ｋ＋１}

∪{(ｕｉꎬｖｊ)(ｕｉ＋１ꎬｖｊ－ｋ＋１) ｜ ｉ＝ ２ꎬ４ꎬ􀆺ꎬ２⌊ ａ
２ 」ꎻ　 ｊ＝ ｋꎬｋ＋１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

Ｘ２
ｋ ＝{(ｕｉꎬｖｊ)(ｕｉ＋１ꎬｖｊ－ｋ＋１) ｜ ｉ＝ １ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ(⌊ａ＋１２ 」＋⌊ａ－１２ 」)ꎻ　 ｊ＝ ｋꎬｋ＋１ꎬ􀆺ꎬｎ}

∪{(ｕｉꎬｖｊ)(ｕｉ＋１ꎬｖｊ＋ｋ－１) ｜ ｉ＝ ２ꎬ４ꎬ􀆺ꎬ２⌊ ａ
２ 」ꎻ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－ｋ＋１}ꎬ

其中 ２≤ｋ≤ｎꎮ 对部分分类进行合并: Ｘｋ ＝Ｘ１
ｋ∪Ｘ２

ｎ＋２－ｋꎬ ２≤ｋ≤ｎꎮ 合并后得到 Ｅ((Ｐａ×Ｋｎ)∪(Ｐａ□Ｎｎ))的新

分类 Ｘｋ(１≤ｋ≤ｎ)ꎮ
第 ３ 步　 结合第 １ 步与第 ２ 步ꎬ 可以将图(Ｔｍ×Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ)分解为 ｎ 个图记为 Ｆｋ(１≤ｋ≤ｎ)ꎬ 其中

每个 Ｆｋ 都包含 ｎ 个分支且每个分支都是树 Ｔｍ 的拷贝ꎬ 每个 Ｆｋ 的顶点集相同ꎮ 任意 ２ 个不同的图 Ｆｋ 合并
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后得到的
ｎ
２
个图 Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ(１≤ｉ<ｊ≤ｎ)的所有顶点度变为原先的 ２ 倍ꎮ 例如图 １ 所示(Ｔ６×Ｋ４)∪(Ｔ６□Ｎ４)的

分类ꎮ
下证图 Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ是 ２￣退化图ꎮ
证明　 由图 Ｆｋ 的性质可知其是 １￣退化图ꎬ 不妨设其顶点度序列为 １ ＝ ｄｅｇ(ｕ１ꎬｖ１)＝ 􀆺＝ ｄｅｇ(ｕ１ꎬｖｎ)≤

ｄｅｇ(ｕ２ꎬｖ１)＝ 􀆺＝ｄｅｇ(ｕ２ꎬｖｎ)≤􀆺≤ｄｅｇ(ｕｍꎬｖ１)＝ 􀆺＝ ｄｅｇ(ｕｍꎬｖｎ)＝ Δ(Ｔｍ)ꎬ 因此图 Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ 的顶点度序列为

２＝ｄｅｇ(ｕ１ꎬｖ１)＝ 􀆺＝ ｄｅｇ( ｕ１ꎬｖｎ)≤ｄｅｇ( ｕ２ꎬｖ１) ＝ 􀆺＝ ｄｅｇ( ｕ２ꎬｖｎ)≤􀆺≤ｄｅｇ( ｕｍꎬｖ１) ＝ 􀆺＝ ｄｅｇ( ｕｍꎬｖｎ) ＝
２Δ(Ｔｍ)ꎮ 在图 Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ 中依顶点度序列逐个删除顶点后得到的图的最小度必为 ２ꎬ 所以图 Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ 是 ２￣退
化图ꎮ

第 ４ 步　 因为 Δ(Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ)≥６ 且(Ｔｍ×Ｋｎ)(Ｔｍ□Ｎｎ)＝ ∪
ｉｊ∈Ｄ

(Ｆ ｉ∪Ｆ ｊ)ꎬ其中集合 Ｄ 表示 １~ ｎ 正整数中不放

回选取
ｎ
２
个数对的一种结果ꎬ根据引理 ２ 有

ｌａ((Ｔｍ×Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ))＝ ∑
ｎ
２

ｋ ＝１
Δ(Ｔｍ)＝

Δ(Ｔｍ)ｎ
２

ꎬ

故 ｌａ(Ｔｍ[Ｐｎ])＝ １＋
Δ(Ｔｍ)ｎ

２
＝「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])

２ ⌉ꎬ从而引理 ８ 改进为引理 １０ꎮ

引理 １０　 树 Ｔｍ 与路 Ｐｎ 字典积图线性荫度

ｌａ(Ｔｍ[Ｐｎ])＝
「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])＋１

２ ⌉ꎬ　 Ｔｍ ＝Ｐ２ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｔｍ[Ｐｎ])
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

３.２　 图 Ｐｍ[Ｔｎ]满足 ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)>２ꎬ ｎ>２ꎬ Δ(Ｔｎ)≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)
此条件下的图为 Ｐ２[Ｔｎ] ＝(Ｎ２□Ｔｎ)∪Ｋｎꎬｎꎬ Δ(Ｔｎ)＝ ４ꎬ６ꎬ８ꎬ􀆺ꎬ ｎ ＝ ６ꎬ８ꎬ１０ꎬ􀆺ꎮ 设 Ｖ(Ｋｎꎬｎ)＝ Ａ∪Ｂꎬ 其

中 Ａ＝{ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ}ꎬ Ｂ＝{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ Ｖ(Ｐ２[Ｔｎ])＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎꎬｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ Ａ、Ｂ 在图 Ｐ２[Ｔｎ]中的

导出子图是树 Ｔｎꎬ 对∀ｉ∈[１ꎬｎ]ꎬ ｕｉ 与 ｖｉ在图 Ｐ２[Ｔｎ]中的位置相对应ꎮ 与 ３.１ 节计算过程类似ꎬ 这里分为

两步ꎮ

第 １ 步　 将图 Ｋｎꎬｎ分解为
ｎ
２
个哈密顿圈记为 Ｃｌ(１≤ｌ≤ ｎ

２
) ꎬ

Ｃｌ ＝ｕ１ｖｊ１ｕ２ｖｊ２􀆺ｕｋｖｊｋ􀆺ｕｎｖｊｎｕ１ꎬ

其中 １≤ｋ≤ｎꎬ ｊｋ ＝
ｎ＋１－(２ｌ＋ｋ)ꎬ ２ｌ＋ｋ≤ｎꎻ
２ｎ＋１－(２ｌ＋ｋ)ꎬ ２ｌ＋ｋ>ｎꎮ{

以下说明这是有效的哈密顿圈分解方法ꎮ 首先证明图 Ｃｌ 是图 Ｋｎꎬｎ中的一个哈密顿圈ꎬ 再证明这些哈

密顿圈两两边不交ꎬ 最后证明每条边都位于某个哈密顿圈上ꎮ 对每个固定的 ｌ 由 ｊｋ的取值可知 ｊ１ꎬ ｊ２ꎬ􀆺ꎬ ｊｎ
是每项均不相同的数列ꎬ 并且是 １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 排列的一种结果ꎬ 因此图 Ｃｌ 是图 Ｋｎꎬｎ中的一个哈密顿圈ꎮ 要证

明哈密顿圈两两边不交只需证明哈密顿圈上的每条边只位于一个哈密顿圈上ꎬ 即证 ｌ 的值是唯一的ꎬ 为此

任取一条哈密顿圈上的边 ｕｋｖｊｋꎬ 此时 ｋ 和 ｊｋ 的值固定ꎬ 由 ｊｋ 的取值可知 ｌ 的值是唯一的ꎮ 因为

｜∪
ｎ
２

ｌ＝１
Ｅ(Ｃｌ) ｜ ＝ ∑

ｎ
２

ｌ ＝１
｜Ｅ(Ｃｌ) ｜ ＝ ｎ

２
×２ｎ＝ｎ２ ＝ ｜Ｅ(Ｋｎꎬｎ) ｜ ꎬ 所以∪

ｎ
２

ｌ＝１
Ｅ(Ｃｌ)＝ Ｅ(Ｋｎꎬｎ)ꎮ

对∀ｌ∈[１ꎬ ｎ
２
]ꎬ ∃ｕ ｎ

２ ＋１－ｌｖ ｎ
２ ＋１－ｌ∈Ｅ(Ｃｌ)ꎬ 使得图 Ｃｌ－ｕ ｎ

２ ＋１－ｌｖ ｎ
２ ＋１－ｌ是线性森林ꎬ 因此 ｌａ(Ｋｎꎬｎ－∪

ｎ
２

ｌ＝１
ｕ ｎ

２ ＋１－ｌｖ ｎ
２ ＋１－ｌ)＝

ｎ
２
ꎮ 图 ２ 所示为图 Ｋ６ꎬ６的哈密顿圈分解ꎬ 其中虚线表示去除的边ꎮ
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图 ２　 Ｐ２[Ｔ６]的分解
Ｆｉｇ.２　 Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ２[Ｔ６]

　 　 第 ２ 步　 由观察 １ 树 Ｔｎ 满足 １≤ｚ≤⌊ｎ
－２
３

」 < ｎ
２
ꎬ 将顶点 ｕｎ、ｕｎ－１、􀆺、ｕｎ＋１－ｌ、ｖｎ、ｖｎ－１、􀆺、ｖｎ＋１－ｌ视为以 ＡꎬＢ

为顶点集的树 Ｔｎ 中的非最大度顶点ꎬ 由引理 ３ 的相关证明可知ꎬ 非最大度顶点的对应边 ｕ ｎ
２ ＋１－ｌｖ ｎ

２ ＋１－ｌ可以并

入图 Ｎ２□Ｔｎ 的某个线性森林中且不改变线性森林的现状ꎬ如图 ２ 中( ｃ)、(ｄ)所示ꎬ因此 ｌａ((Ｎ２□Ｔｎ)∪

∪
ｎ
２

ｌ＝１
ｕ ｎ

２ ＋１－ｌｖ ｎ
２ ＋１－ｌ)＝ ｌａ(Ｎ２□Ｔｎ)＝

Δ(Ｔｎ)
２

ꎮ

因为(Ｋｎꎬｎ－∪
ｎ
２

ｌ＝１
ｕ ｎ

２ ＋１－ｌ ｖ ｎ
２ ＋１－ｌ)∪((Ｎ２□Ｔｎ)∪∪

ｎ
２

ｌ＝１
ｕ ｎ

２ ＋１－ｌ ｖ ｎ
２ ＋１－ｌ) ＝ Ｐ２ [Ｔｎ]ꎬ 所以 ｌａ(Ｐ２ [Ｔｎ]) ＝ ｎ

２
＋
Δ(Ｔｎ)

２
＝

「Δ(Ｐ２[Ｔｎ])
２ ⌉ꎮ

３.３　 图 Ｐｍ[Ｔｎ]满足 ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)>２ꎬ ｎ>２ꎬ Δ(Ｔｎ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)
此条件下的图为 Ｐ２[Ｔｎ] ＝(Ｐ２□Ｔｎ)∪(Ｐ２ ×Ｋｎ)ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ ３ꎬ５ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ ｎ ＝ ５ꎬ７ꎬ９ꎬ􀆺ꎬ 设 Ａ ＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬ

ｕｎ}ꎬ Ｂ＝{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ Ｖ(Ｐ２[Ｔｎ])＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎꎬｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ Ａ、Ｂ 在图 Ｐ２[Ｔｎ]中的导出子图是树 Ｔｎꎬ
对∀ｉ∈[１ꎬｎ]ꎬ ｕｉ 与 ｖｉ 在图 Ｐ２[Ｔｎ]中的位置相对应ꎮ 与 ３.２ 节计算过程类似ꎬ 这里也分为两步ꎮ

第 １ 步　 先将 Ｅ(Ｐ２×Ｋｎ)进行如下分类:
Ｙ１

ｋ ＝{(ｕｉꎬｖｉ＋ｋ－１) ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－(ｋ－１)}ꎬ　 Ｙ２
ｋ ＝{(ｕｉ＋ｋ－１ꎬｖｉ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－(ｋ－１)}ꎬ

其中 ２≤ｋ≤ｎꎮ 将图 Ｐ２×Ｋｎ 分解为
ｎ－１
２

个哈密顿圈ꎬ

Ｃｌ ＝Ｙ１
２ｌ＋１∪Ｙ１

２ｌ∪Ｙ２
ｎ＋１－２ｌ∪Ｙ２

ｎ－２ｌ＋２ꎬ

其中 １≤ｌ≤ｎ－１
２

ꎮ 显然要验证此哈密顿圈分解方法的正确性只须验证每个 Ｃｌ 均是哈密顿圈ꎮ 任选图 Ｃｌꎬ 由

于此分解方法是 ４ 个集合的并ꎬ 每个集合都具有极强的规律ꎬ 可以发现图 Ｙ１
２ｌ＋１∪Ｙ１

２ｌ是以顶点 ｕｎ－(２ｌ－１)和 ｖ２ｌ为

端点的路ꎬ 其包含顶点数为 ２(ｎ－(２ｌ－１))ꎮ 而图 Ｙ２
ｎ＋１－２ｌ∪Ｙ２

ｎ－２ｌ＋２也是以顶点 ｕｎ－(２ｌ－１)和 ｖ２ｌ为端点的路ꎬ包含顶

点数为 ４ｌꎬ 这 ２ 条路除端点外再无其他重复顶点ꎬ 因此这 ２ 条路的并图是图 Ｐ２×Ｋｎ 上的一个圈ꎬ 并且包含

的顶点个数为 ２ｎꎬ 即是图 Ｐ２×Ｋｎ 上的一个哈密顿圈ꎮ
为了方便后续处理ꎬ 这里将图 Ｃ１ꎬＣ２ꎬ􀆺ꎬＣｎ－１

２
依次代入数列{ａ１ꎬａ３ꎬ􀆺ꎬａｎ－１

２
ꎬ􀆺ꎬａ４ꎬａ２}中ꎬ 将数列重排为

{ａ１ꎬ ａ２ꎬ 􀆺ꎬ ａｎ－１
２
}ꎬ 则 哈 密 顿 圈 的 顺 序 发 生 相 应 改 变 并 重 新 记 为 Ｃ′１ꎬ Ｃ′２ꎬ 􀆺ꎬ Ｃ′ｎ－１

２
ꎬ 因 此 图

Ｃ ｌ － ｕｎ－１
２ ＋１＋∑

ｌ－１

ｊ ＝１
ｊ( －１) ｊ＋１ｖｎ－１

２ ＋１＋∑
ｌ

ｊ ＝１
ｊ( －１) ｊ＋１ 是线性森林ꎮ 令图
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ＨＩ＝∪
ｎ－１
２

ｌ＝１
ｕｎ－１

２ ＋１＋ ∑
ｌ－１

ｊ＝ １
ｊ(－１) ｊ＋１ｖｎ－１

２ ＋１＋ ∑
ｌ

ｊ＝ １
ｊ(－１) ｊ＋１ꎬ

因为这
ｎ－１
２

条边互不相交ꎬ 前一条边中 ｖ 的下标与后一条边中 ｕ 的下标相同且同一条边中两个下标不同ꎬ

因此图 ＨＩ 是有
ｎ－１
２

个分支的线性森林ꎮ

第 ２ 步　 由观察 １ 知树 Ｔｎ 满足 １≤ｚ≤⌊ｎ
－２
２

」<ｎ
－１
２

ꎬ 由引理 ３ 的相关证明可设图 Ｐ２□Ｔｎ 的线性森林为

Ｆ ｒ
Ｌ(１≤ｒ≤

Δ(Ｔｎ)＋１
２

)ꎬ 顶点 ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｚ 和 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｕｚ 既是树 Ｔｎ 中的最大度顶点也是图 Ｐ２□Ｔｎ 中的最大

度顶点ꎮ 在所有线性森林 Ｆｒ
Ｌ 中包含边 ｕｓｖｓ(１≤ｓ≤ｚ)的分支总数为 ｚꎬ 这其中每个分支的端点是不相邻的

顶点对 ｕｔｖｔ( ｔ∈[ｚ＋１ꎬｎ])ꎮ 在所有线性森林 Ｆｒ
Ｌ 中以非最大度顶点对为端点的边共 ｎ－ｚ 个ꎬ 并且这 ｎ－ｚ 条

边全是线性森林中的分支ꎮ 将这些分支记为 Ｆ＝{Ｌ１ꎬＬ２ꎬ􀆺ꎬＬｚꎬＬｚ＋１ꎬＬｚ＋２ꎬ􀆺ꎬＬｎ}ꎬ 后一部分分支的顶点集包

含前一部分分支的端点集ꎬ 这些分支 Ｆ 分布于部分或全部 Ｆｒ
Ｌ 中ꎬ 不妨设 Ｆ 分布于 Ｆｒ１

Ｌ (１<ｒ１≤ｒ)ꎮ 图 ＨＩ 的

顶点集所占用的类似 ｕｉｖｉ 顶点对共
ｎ＋１
２

个ꎬ Ｌｚ＋１ꎬＬｚ＋２ꎬ􀆺ꎬＬｎ 所占用类似顶点对至少
ｎ＋１
２

个ꎬ Ｆｒ
Ｌ 中 Ｌｚ＋１ꎬＬｚ＋２ꎬ

􀆺ꎬＬｎ 在加入
ｎ－１
２

－(ｒ１－１)条边后线性森林的现状保持不变(Ｌｚ＋１ꎬＬｚ＋２ꎬ􀆺ꎬＬｎ 在不考虑图的限制条件下可以

加入
ｎ－１
２

条边使得线性森林的现状保持不变)ꎬ 剩余 ｒ１－１ 条边可以逐个加入顶点对(ｕｓꎬｖｔ)或(ｖｓꎬｕｔ)中ꎬ 而

Ｌｓ、Ｌｔ 在同一个 Ｆｒ
Ｌ 中ꎬ 其中 ｓ∈[１ꎬ ｚ]ꎬ ｔ∈[ ｚ ＋ １ꎬ ｎ]ꎮ 从而 ｌａ ((Ｐ２ □Ｔｎ ) ∪ＨＩ) ＝ ｌａ (Ｐ２ □Ｔｎ )ꎬ因此

ｌａ(Ｐ２[Ｔｎ])≤ｌａ((Ｐ２×Ｋｎ)－ＨＩ)＋ｌａ((Ｐ２□Ｔｎ)∪ＨＩ)＝ 「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])
２ ⌉ꎮ 图 ３ 所示为 Ｐ２ [Ｔ５]的线性森林分

解ꎬ 其中虚线表示从哈密顿圈中去掉的边ꎮ

图 ３　 Ｐ２[Ｔ５]的分解ꎬ 其中 Ｆ１
Ｌ、Ｆ２

Ｌ 是图 Ｐ２□Ｔｎ 的线性森林
Ｆｉｇ.３　 Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ２[Ｔ５]ꎬ ｗｈｅｒｅ Ｆ１

Ｌ、Ｆ２
Ｌ ａｒｅ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ Ｐ２□Ｔｎꎬ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　 　 结合 ３.２、３.３ 节的计算结果可将引理 ９ 改进为引理 １１ꎮ
引理 １１　 路 Ｐｍ 与树 Ｔｎ 字典积图线性荫度

ｌａ(Ｐｍ[Ｔｎ])＝
「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])＋１

２ ⌉ꎬ　 ｍ＝ ２ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ ２ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｐｍ[Ｔｎ])
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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３.４　 树和树字典积图线性荫度

这一部分计算树 Ｔｍ 与树 Ｔｎ 字典积图线性荫度ꎬ 此时 Δ(Ｔｍ)≥３ꎬ Δ(Ｔｎ)≥３ꎮ 下面采用类似于 ３.１ 节

的计算过程ꎮ
首先图 Ｔｍ[Ｔｎ] ＝((Ｔｍ□Ｎｎ)∪(Ｔｍ×Ｋｎ))∪(Ｎｍ□Ｔｎ)ꎬ 有

ｌａ(Ｔｍ[Ｔｎ])≤

ｎΔ(Ｔｍ)
２

＋「Δ(Ｔｎ)
２ ⌉ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

(ｎ－１)Δ(Ｔｍ)
２

＋「Δ(Ｔｍ)
２ ⌉＋「Δ(Ｔｎ)

２ ⌉ꎬ　 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

此时只在 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ Δ(Ｔｍ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ Δ(Ｔｎ)≡１(ｍｏｄ ２)时等号不成立ꎮ 又图 Ｔｍ[Ｔｎ] ＝(Ｔｍ□Ｔｎ)∪
(Ｔｍ×Ｋｎ)ꎬ 有

ｌａ(Ｔｍ[Ｔｎ])≤「Δ(Ｔｍ)＋Δ(Ｔｎ)
２ ⌉＋「(ｎ－１)Δ(Ｔｍ)

２ ⌉ꎬ
因此 ｌａ(Ｔｍ[Ｔｎ])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｔｎ])

２ ⌉ꎬ 再结合引理 １０、１１ 可得定理 １０ꎮ

定理 １０　 树 Ｔｍ 与树 Ｔｎ 字典积图线性荫度

ｌａ(Ｔｍ[Ｔｎ])＝
「Δ(Ｔｍ[Ｔｎ])＋１

２ ⌉ꎬ　 Ｔｍ ＝Ｐ２ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ ２ꎬ ｎ>２ꎬ ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

「Δ(Ｔｍ[Ｔｎ])
２ ⌉ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

３.５　 森林和森林字典积图线性荫度

根据字典积的定义ꎬ 要计算森林 Ｆ′和森林 Ｆ ″字典积图 Ｆ′[Ｆ ″]线性荫度ꎬ 只需计算图 Ｔｍ[Ｆ ″] ＝ ((Ｔｍ×
Ｋｎ)∪(Ｔｍ□Ｎｎ))∪(Ｎｍ□Ｆ ″)的线性荫度ꎬ 其中 Ｔｍ 是森林 Ｆ′中满足 Δ(Ｔｍ) ＝ Δ(Ｆ′)的一个分支ꎬ 令

｜Ｖ(Ｆ ″) ｜ ＝ｎꎮ 下面分 ３ 种情况讨论ꎮ
３.５.１　 Δ(Ｔｍ)≥３

ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])≤

ｎΔ(Ｔｍ)
２

＋「Δ(Ｆ ″)
２ ⌉ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

(ｎ－１)Δ(Ｔｍ)
２

＋「Δ(Ｔｍ)
２ ⌉＋「Δ(Ｆ ″)

２
⌉ꎬ　 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
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在 Δ(Ｆ ″)≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ Δ(Ｔｍ)≡１(ｍｏｄ ２)或 Δ(Ｆ ″)＝ ０ 这 ２ 个条件下等号不成立ꎮ 又

图 Ｔｍ[Ｆ ″] ＝(Ｔｍ□Ｆ ″)∪(Ｔｍ×Ｋｎ)ꎬ 有

ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])≤「Δ(Ｔｍ)＋Δ(Ｆ ″)
２ ⌉＋「(ｎ－１)Δ(Ｔｍ)

２ ⌉ꎬ
因此 ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])

２ ⌉ꎮ
３.５.２　 Δ(Ｔｍ)＝ ２

图 Ｔｍ[Ｆ ″] ＝Ｐｍ[Ｆ ″] ＝(Ｐｍ□Ｆ ″)∪(Ｐｍ×Ｋｎ)ꎬ 则

ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ ｎ－１＋「２＋Δ(Ｆ ″)
２ ⌉ ＝「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])

２ ⌉ꎮ
３.５.３　 Ｔｍ ＝Ｐ２

图 Ｐ２[Ｆ ″] ＝(Ｎ２□Ｆ ″)∪((Ｐ２□Ｎｎ)∪(Ｐ２×Ｋｎ))ꎬ 令树 Ｔｎ 满足 Ｖ(Ｔｎ)＝ Ｖ(Ｆ ″)ꎬ Δ(Ｔｎ)＝ Δ(Ｆ ″) >１ꎬ
Ｆ ″⊂Ｔｎꎬ 则 ｌａ(Ｐ２[Ｆ″])≤ｌａ(Ｐ２[Ｔｎ])ꎬ 因此 ＬＡＣ 对图 Ｐ２[Ｆ″]是成立的ꎮ 下面对 Δ(Ｆ″)分 ３ 种情况计算线

性荫度ꎮ

情况 １　 Δ(Ｆ ″)≥３ 时ꎬ 由 ３.２、３.３ 节知ꎬｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])
２ ⌉ꎮ
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情况 ２　 Δ(Ｆ ″)＝ ２ 时ꎬ 对 ｎ 分 ２ 种情况ꎮ
情况 ２.１　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ 则 ｎ＝ ４ꎬ６ꎬ８ꎬ􀆺ꎬ １≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜≤ｎ－２ꎬ 图 Ｎ２□Ｆ ″最多加入 ２ ｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ －１ 条边

后仍是线性森林ꎬ 采用 ３.２ 节中图(Ｐ２□Ｎｎ)∪(Ｐ２×Ｋｎ)的哈密顿圈分解ꎬ 必有
ｎ
２
条边要加入图 Ｎ２□Ｆ ″中ꎬ

显然下列情况必然成立:

当 ｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ <ｎ
＋２
４

时ꎬ ２ ｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ －１< ｎ
２
ꎬ 此时 ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])＋１

２ ⌉ꎻ
当

ｎ＋２
４

≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ < ｎ
２
时ꎬ「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])

２ ⌉≤ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])≤「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])＋１
２ ⌉ꎻ

当 ｜Ｃ(Ｆ ″) ｜≥ ｎ
２
时ꎬ ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])

２ ⌉ꎮ
　 　 情况 ２.２　 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])

２ ⌉ꎮ

情况 ３　 Δ(Ｆ ″)＝ １ 时ꎬ ｎ≥２ꎬ ｎ－１≥｜Ｃ(Ｆ ″) ｜≥

ｎ
２
ꎬ　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ

ｎ＋１
２

ꎬ ｎ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

下面分 ２ 种情况ꎮ

情况 ３.１　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬ ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])
２ ⌉ꎮ

情况 ３.２　 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬ 对图(Ｐ２□Ｎｎ)∪(Ｐ２×Ｋｎ)采用 ３.３ 节中的哈密顿圈分解方法ꎬ 必有 ｎ＋ｎ
－１
２

条边加入图 Ｎ２□Ｆ ″中ꎬ 因此可以确定:

当
ｎ＋１
２

≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ <３ｎ
＋１
４

时ꎬ ｌａ(Ｔｍ[Ｆ ″])＝ 「Δ(Ｔｍ[Ｆ ″])＋１
２ ⌉ꎻ

当
３ｎ＋１
４

≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜≤ｎ－１ 时ꎬＬＡＣ 对图 Ｔｍ[Ｆ ″]成立ꎮ

结合定理 １０ 与 ３.５ 节的结果有定理 １１ꎮ
定理 １１　 ＬＡＣ 对森林 Ｆ′和森林 Ｆ ″字典积图 Ｆ′[Ｆ ″]成立ꎬ 特别地ꎬ

ｌａ(Ｆ′[Ｆ ″])＝

「Δ(Ｆ′[Ｆ ″])＋１
２ ⌉ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　

Δ(Ｆ′)＝ １ꎬ Δ(Ｆ ″)＝ １ꎬ ｜Ｖ(Ｆ ″) ｜≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ

｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ <３ｎ
＋１
４

ꎻ

ì

î

í
ïï

ïï

Δ(Ｆ′)＝ １ꎬ Δ(Ｆ ″)＝ ２ꎬ ｜Ｖ(Ｆ ″) ｜≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ

｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ <ｎ
＋２
４

ꎻ

ì

î

í
ïï

ïï

Δ(Ｆ′)＝ １ꎬ Δ(Ｆ ″)＝ ０ꎻ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

「Δ(Ｆ′[Ｆ ″])
２ ⌉或「Δ(Ｆ′[Ｆ ″])＋１

２ ⌉ꎬ　
Δ(Ｆ′)＝ １ꎬ Δ(Ｆ ″)＝ １ꎬ ｜Ｖ(Ｆ ″) ｜≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ
３ｎ＋１
４

≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ ꎻ

ì

î

í
ïï

ïï

Δ(Ｆ′)＝ １ꎬ Δ(Ｆ ″)＝ ２ꎬ ｜Ｖ(Ｆ ″) ｜≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ
ｎ＋２
４

≤｜Ｃ(Ｆ ″) ｜ < ｎ
２
ꎻ

ì

î
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ïï

ì

î
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「Δ(Ｆ′[Ｆ ″])
２ ⌉ꎬ　 　 　 其他ꎮ
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