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完全二部图 Ｋ１ꎬｎ 、Ｋ２ꎬｎ 、Ｋ３ꎬｎ 的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色

郭亚勤ꎬ陈祥恩∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:利用反证法和色集合事先分配法ꎬ探讨了完全二部图 Ｋ１ꎬｎ、Ｋ２ꎬｎ和 Ｋ３ꎬｎ的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎬ确定了以上图

的点被多重集可区别的 Ｅ￣全色数ꎮ
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中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:郭亚勤ꎬ陈祥恩. 完全二部图 Ｋ１ꎬｎ、Ｋ２ꎬｎ、Ｋ３ꎬｎ的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(２):２４￣３３ꎬ４０.

Ｅ￣ｔｏｔａｌ ｃｏｌｏｒｉｎｇｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂｉｐａｒｔｉｔｅ ｇｒａｐｈｓ Ｋ１ꎬｎ ꎬ Ｋ２ꎬｎ ａｎｄ Ｋ３ꎬｎ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ
ｖｅｒｔｅｘ￣ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｂｙ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｅｔｓ

ＧＵＯ Ｙａｑｉｎꎬ ＣＨＥＮ Ｘｉａｎｇ̓ｅｎ∗

(Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ Ｅ￣ｔｏｔａｌ ｃｏｌｏｒｉｎｇｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂｉｐａｒｔｉｔｅ ｇｒａｐｈｓ Ｋ１ꎬｎꎬ Ｋ２ꎬｎ ａｎｄ Ｋ３ꎬｎ ｗｈｉｃｈ ｖｅｒｔｅｘ￣ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｂｙ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｅｔｓ ａｒｅ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｐｒｏｏｆ ｂｙ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅ￣ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ ｏｆ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｓｅｔｓꎬ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ￣ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇ Ｅ￣ｔｏｔａｌ
ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｇｒａｐｈｓ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｓｅｔꎻ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂｉｐａｒｔｉｔｅ ｇｒａｐｈꎻ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｅｔꎻ Ｅ￣ｔｏｔａｌ ｃｏｌｏｒｉｎｇꎻ Ｅ￣ｔｏｔａｌ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ

０　 引言及预备知识

关于图的点可区别一般边染色和图的点可区别正常边染色ꎬ目前已经有许多结论[１￣３]ꎮ ２００８ 年ꎬＺｈａｎｇ
等[４]探讨了图的点可区别全染色ꎮ ２０１１ 年ꎬＣｈｅｎ 等[５]提出图的点可区别 Ｅ￣全染色ꎬ之后学者对图的点可区

别 Ｅ￣全染色展开了更多研究[６￣７]ꎮ 文献[８]主要对任意 ２ 个不同顶点被非多重色集合可区别的一般边染色

的研究进展作了简单的介绍ꎮ 曹静等[９]探讨了轮与扇的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 利用反证法和色

集合事先分配法ꎬ本文研究完全二部图 Ｋ１ꎬｎ、Ｋ２ꎬｎ、Ｋ３ꎬｎ的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎬ并确定这些图的点

被多重集可区别的 Ｅ￣全色数ꎮ
所谓图 Ｇ 的一个 Ｅ￣全染色是指若干种颜色对于图 Ｇ 的顶点和边的一个分配ꎬ使得任意相邻的顶点被

分配以不同的颜色ꎬ并且每一条边与关联的点被分配以不同的颜色ꎮ
设 ｆ 是图 Ｇ 的一个 Ｅ￣全染色ꎬｘ 是图 Ｇ 的任意一个顶点ꎬ把在 ｆ 下点 ｘ 的颜色以及与点 ｘ 关联边的颜色

构成的(多重)集合称为点 ｘ 在 ｆ 下的(多重)色集合ꎬ记为
~Ｃｆ(ｘ)或者

~Ｃ(ｘ)ꎮ
设 ｆ 是图 Ｇ 的 Ｅ￣全染色ꎬ且对任意 ｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ一旦 ｕ≠ｖꎬ就有

~Ｃ(ｕ)≠ ~Ｃ(ｖ)ꎬ则称 ｆ 是点被多重集可
区别的ꎮ
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　 　 对图 Ｇ 进行点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色所需要的最少的颜色数目ꎬ称为图 Ｇ 的点被多重集可区别

的 Ｅ￣全色数ꎬ记为 􀭴χｅｖｔ(Ｇ)ꎬ亦即

􀭴χｅｖｔ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｋ ｜图 Ｇ 存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色}ꎮ
本文用 Ｋｍꎬｎ表示完全二部图ꎬ其中

Ｖ(Ｋｍꎬｎ)＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍꎬｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ} ＝Ｘ∪Ｙꎻ
Ｖ(Ｘ)＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ　 Ｖ(Ｙ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎻ
Ｅ(Ｋｍꎬｎ)＝ {ｕｉｖｊ ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ

定义映射 ｈ:Ｖ∪Ｅ →{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ通常情况进行染色时ꎬ所用的 ｋ 种颜色用{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}来表示ꎮ
ｌ￣Ｅ￣全染色是指可用的颜色有 ｌ 种的 Ｅ￣全染色ꎬ可用的颜色有 ｌ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色称为

点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎬ其中 ｌ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎮ

１　 准备工作

引理 １[１０] 　 从 ｎ 个互不相同元素中取 ｒ 个构成的重复组合的个数为
ｎ＋ｒ－１

ｒ
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è
ç
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ø
÷ ꎮ

从 ｎ 个互不相同元素中取出 ｒ 个作成的重复组合称为 ｒ￣组合ꎮ ｒ￣组合也是前述 ｎ 个互不相同元素构成

的集合的含有 ｒ 个元素的多重子集合ꎬ所以 ｒ￣组合也称为 ｒ￣多重子集或者 ｒ￣子集ꎮ

引理 ２[１０] 　
ｎ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｎ－１
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｎ－１
ｒ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

２　 主要结论及其证明

定理 １　 若
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÷ <ｎ≤

ｋ－１
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ø
÷ ꎬ ｋ≥３ꎬ则 􀭴χｅｖｔ(Ｋ１ꎬｎ)＝ ｋꎮ

证明　 先证 Ｋ１ꎬｎ不存在可用的颜色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 假设 Ｋ１ꎬｎ存在可用的颜

色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎬ不妨给 Ｘ 中的点 ｕ１ 染以颜色 １ꎬ这时 Ｋ１ꎬｎ中的所有边及 Ｙ 中

所有顶点都不能染以颜色 １ꎬ故 Ｙ 中每个顶点在 ｆ 下的色集合为{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的 ２￣子集ꎬ且“至少有一种颜

色在该 ２￣子集里只出现一次”ꎬ这样的 ２￣子集(不重复)共有
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÷ 个ꎮ 由于

ｋ－２
２

æ
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ç

ö

ø
÷ <ｎ 且 ｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＝ ｎꎬ因此上

述所有的 ２￣子集(不重复)不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
再证 Ｋ１ꎬｎ存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 不妨给 Ｘ 中的顶点 ｕ１ 染以颜色 １ꎬ

则{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂ}的 ２￣子集共有
ｋ－１
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÷ 个ꎬ其中 ａ、ｂ 互异ꎮ 将这

ｋ－１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 个 ２￣子集排成一个序列ꎬ且

让 Ｙ 中的顶点 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 依次对应该序列中的第 １、２、􀆺、ｎ 个 ２￣子集ꎮ
当 ｎ＝ １ 时ꎬ在上述给出的染色下ꎬＫ１ꎬ１中的 ２ 个点的色集合分别是{１ꎬ２}、{３ꎬ２}ꎬ显然这 ２ 个色集合是

互不相同的ꎮ
当 ｎ≥２ 时ꎬＹ 中每个点的色集合刚好是事先对应于这个点的色集合ꎬＹ 中不同顶点对应的色集合是不

同的ꎬ所以 Ｙ 中任意 ｎ 个点彼此可区别ꎮ Ｘ 中点的色集合与 Ｙ 中点的色集合的元素个数不同ꎬ因此 Ｘ 中每个

点与 Ｙ 中每个点可区别ꎮ
最终ꎬ可得到 Ｋ１ꎬｎ的点被多重集可区别的 ｋ￣Ｅ￣全染色ꎮ
易知 􀭴χｅｖｔ(Ｋ２ꎬ２)＝ ４ꎮ

定理 ２　 若
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证明　 先证 Ｋ２ꎬｎ不存在可用的颜色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 假设 Ｋ２ꎬｎ存在可用的颜

色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色 ｈꎬ分以下 ２ 种情形进行讨论ꎮ
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情形 １　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ １ꎮ 这时 Ｋ２ꎬｎ的所有边及 Ｙ 中的所有顶点都不能染以颜色 １ꎬ故 Ｙ 中的每个顶点

在 ｈ 下的色集合为{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的 ３￣子集ꎬ且“至少有一种颜色在该 ３￣子集里只出现一次”ꎬ这样的 ３￣子集

共有
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分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
情形 ２　 ｈ(ｕ１)≠ｈ(ｕ２)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ １ꎬ ｈ(ｕ２)＝ ２ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ 有{１ꎬｓꎬｓ}、{２ꎬｓꎬｓ}、{ｓꎬ１ꎬ１}、{ｓꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ

２ꎬ２}、{２ꎬ１ꎬ１}都不能是 Ｙ 中顶点的色集合ꎬ则可以成为 Ｙ 中的顶点在 ｈ 下的色集合的{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的 ３￣子
集有以下 ２ 类:

(１) 所含 ３ 种颜色互不相同ꎮ
(２) 所含 ３ 种颜色里刚好有 ２ 种颜色相同ꎬ并且这 ３ 种颜色都不能是 １ 和 ２ꎮ

属于第 １ 类的 ３￣子集共有
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集合的 ３￣子集共有
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样的 ３￣子集不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
再证 Ｋ２ꎬｎ存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 不妨给 Ｘ 中的顶点 ｕ１、ｕ２ 都染以颜

色 １ꎬ则{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂꎬｃ}的 ３￣子集共有
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３￣子集排成一个序列ꎬ在此序列的基础上ꎬ将{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂꎬｂ}的 ２
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在上述形如{ａꎬｂꎬｃ}的 ３￣子集的后面ꎬ此时这 ２ 个序列共同构成一个有
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集的新的序列ꎬ且让 Ｙ 中的顶点 ｖ１、ｖ２、􀆺、ｖｎ 依次对应新的序列中的第 １、２、􀆺、ｎ 个 ３￣子集ꎬ具体染色方案

如下:
(１) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ 分别染点 ｖｊ

和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(２) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔ}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ 分别染点 ｖｊ 和

边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
此时 Ｙ 中每个点的色集合刚好是事先对应于这个点的色集合ꎬＹ 中不同顶点对应的色集合是不同的ꎬ所

以 Ｙ 中任意 ｎ 个点彼此可区别ꎮ
下面证明

~Ｃ(ｕ１)≠
~Ｃ(ｕ２)ꎮ 令

~Ｃ(ｕｉ)＝ { ｆ(ｕｉ)ꎬ ｆ(ｕｉｖ１)ꎬ􀆺ꎬ ｆ(ｕｉｖｎ)}ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ其中 ｆ(ｕ１ｖ１)≠ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ若
~Ｃ(ｕ１)＝

~Ｃ(ｕ２)ꎬ只须交换颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)和 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ此时 Ｙ 中顶点 ｖ１ 及其他顶点 ｖｊ 对应的色集合都不变ꎬ并
且

~Ｃ(ｕ１)里面多了一种颜色 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ少了一种颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)ꎬ同时
~Ｃ(ｕ２)里面多了一种颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)ꎬ少了一

种颜色 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ就可以得到
~Ｃ(ｕ１)≠

~Ｃ(ｕ２)ꎮ

定理 ３　 若
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证明　 先证 Ｋ２ꎬｎ不存在可用的颜色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 假设 Ｋ２ꎬｎ存在可用的颜

色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色 ｈꎬ分以下 ２ 种情形进行讨论ꎮ
情形 １　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ １ꎮ 这时 Ｋ２ꎬｎ的所有边及 Ｙ 中的所有顶点都不能染以颜色 １ꎬ故 Ｙ 中的每个顶点

在 ｈ 下的色集合为{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的 ３￣子集ꎬ且“至少有一种颜色在该 ３￣子集里只出现一次”ꎬ这样的 ３￣子集
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集不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
情形 ２　 ｈ(ｕ１)≠ｈ(ｕ２)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ １ꎬ ｈ(ｕ２)＝ ２ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ有{１ꎬｓꎬｓ}、{２ꎬｓꎬｓ}、{ｓꎬ１ꎬ１}、{ ｓꎬ２ꎬ２}、

{１ꎬ２ꎬ２}、{２ꎬ１ꎬ１}都不能是 Ｙ 中顶点的色集合ꎬ则可以成为 Ｙ 中的顶点在 ｈ 下的色集合的{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的
３￣子集有以下 ２ 类:

(１) 所含 ３ 种颜色互不相同ꎮ
(２) 所含 ３ 种颜色里刚好有 ２ 种颜色相同ꎬ并且这 ３ 种颜色都不能是 １ 和 ２ꎮ

属于第 １ 类的 ３￣子集共有
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÷ <ｎꎬ因此所有那样的 ３￣子集不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个

顶点ꎬ矛盾ꎮ
再证 Ｋ２ꎬｎ存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 不妨给 Ｘ 中的顶点 ｕ１、ｕ２ 分别染以

颜色 １、２ꎬ则{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂꎬｃ}的 ３￣子集共有
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序列放在形如{ａꎬｂꎬｃ}的 ３￣子集的后面ꎬ此时这 ２ 个序列共同构成一个有
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列ꎬ且让 Ｙ 中的顶点 ｖ１、ｖ２、􀆺、ｖｎ 依次对应新的序列中的第 １、２、􀆺、ｎ 个 ３￣子集ꎬ具体染色方案如下:
(１) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ 分别染点 ｖｊ

和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(２) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ２}时ꎬ其中 ｓ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、２ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(３) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、１ 分别染点 ｖｊ 和

边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(４) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、２ 分别染点 ｖｊ 和

边 ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(５) 当 ｖｊ 对应的 ３￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔ}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ 分别染点 ｖｊ 和

边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
此时 Ｙ 中每个点的色集合刚好是事先对应于这个点的色集合ꎬＹ 中不同顶点对应的色集合是不同的ꎬ所

以 Ｙ 中任意 ｎ 个点彼此可区别ꎮ
下面证明

~Ｃ(ｕ１)≠
~Ｃ(ｕ２)ꎮ 令

~Ｃ(ｕｉ)＝ {ｆ(ｕｉ)ꎬ ｆ (ｕｉｖ１)ꎬ􀆺ꎬ ｆ (ｕｉｖｎ)}ꎬ ｉ ＝１ꎬ２ꎬ其中 ｆ (ｕ１ｖ１)≠１ꎬ ｆ (ｕ２ｖ１)≠２ꎬ
且 ｆ(ｕ１ｖ１)≠ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ若

~Ｃ(ｕ１)＝
~Ｃ(ｕ２)ꎬ只须交换颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)和 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ此时 Ｙ 中顶点 ｖ１ 和其他顶点 ｖｊ

对应的色集合都不变ꎬ并且
~Ｃ(ｕ１)里面多了一种颜色 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ少了一种颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)ꎬ同时

~Ｃ(ｕ２)里面多了

一种颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)ꎬ少了一种颜色 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ就可以得到
~Ｃ(ｕ１)≠

~Ｃ(ｕ２)ꎮ

定理 ４　 若
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证明　 先证 Ｋ３ꎬｎ不存在可用的颜色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 假设 Ｋ３ꎬｎ存在可用的颜

色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色 ｈꎬ分以下 ３ 种情形进行讨论ꎮ
情形 １　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ ｈ(ｕ３)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ ｈ(ｕ３)＝ １ꎮ 这时 Ｋ３ꎬｎ的所有边及 Ｙ 中的所有顶点都不能染以颜色 １ꎬ故 Ｙ 中的每

个顶点在 ｈ 下的色集合为{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｋ－１}的 ４￣子集ꎬ且“至少有一种颜色在该 ４￣子集里只出现一次”ꎬ这样的

４￣子集共有
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＝ １>０ꎬ １<ｎ≤１０ꎬ显然 ｋ－１＝ ４－１＝ ３ 种颜色不可以区分 Ｋ３ꎬ２、Ｋ３ꎬ３、Ｋ３ꎬ４、Ｋ３ꎬ５、Ｋ３ꎬ６、
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÷ <ｎꎬ所有那样的 ４￣子集不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ

情形 ２　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)≠ｈ(ｕ３)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ １ꎬ ｈ(ｕ３)＝ ２ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ有{１ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{２ꎬ

１ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{ｓꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{ｓꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{ｓꎬ２ꎬ１ꎬ１}、{ｓꎬｔꎬ１ꎬ１}、{１ꎬ２ꎬｓꎬｓ}都不能是 Ｙ 中顶点的色集合ꎬ
故不可以成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集的数量为
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则能够成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４－子集的数量为
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情形 ３　 ｈ(ｕ１)≠ｈ(ｕ２)≠ｈ(ｕ３)ꎮ
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不妨设 ｈ(ｕ１)＝ １ꎬ ｈ(ｕ２)＝ ２ꎬ ｈ(ｕ３)＝ ３ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ有{１ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ３ꎬ３ꎬ３}、
{１ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{２ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬ３ꎬ３ꎬ３}、{２ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{３ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{３ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{３ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{ ｓꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{ ｓꎬ２ꎬ２ꎬ２}、
{ｓꎬ３ꎬ３ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬｓꎬｓ}、{２ꎬ３ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬ３ꎬｓꎬｓ}、{１ꎬ３ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ３ꎬｓꎬｓ}都不能是 Ｙ 中顶点的色集

合ꎬ故不可以成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集的数量为
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则能够成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集的数量为
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再证 Ｋ３ꎬｎ存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 不妨给 Ｘ 中的顶点 ｕ１、ｕ２、ｕ３ 分别

染以颜色 １、１、２ꎬ将{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}ꎬ{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}ꎬ{ａꎬｂꎬｂꎬｂ}的 ４￣子集按照先后顺序排成一个

序列(先将所有形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ再将所有形如{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ放
到形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}的 ４￣子集所组成的序列后面ꎬ最后将所有形如{ａꎬｂꎬｂꎬｂ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ放到形

如{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}的 ４￣子集所组成的序列后面ꎬ得到一个新的序列)ꎬ那么这个新的序列共包含
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÷ －５ｋ＋８ 个 ４￣子集ꎬ其中 ａ、ｂ、ｃ、ｄ 互异ꎬ且让 Ｙ 中的顶点 ｖ１、ｖ２、􀆺、ｖｎ 依次对应该序列中的第 １、２、􀆺、ｎ

个 ４￣子集ꎬ具体染色方案如下:
(１) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬｐ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒꎬｐ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、ｐ 分别

染点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊꎬｕ２ｖｊꎬｕ３ｖｊꎮ
(２) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ２ꎬ２}时ꎬ其中 ｓ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、２、２ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(３) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ１ꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、１、２ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(４) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ２ꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、２、２ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(５) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、１ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
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(６) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、２ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(７) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、１ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(８) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、２ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(９) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬｒ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、ｒ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(１０) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬｔ}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、ｔ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
　 　 此时ꎬＹ 中每个点的色集合刚好是事先对应于这个点的色集合ꎬＹ 中不同顶点对应的色集合是不同的ꎬ
所以 Ｙ 中任意 ｎ 个点彼此可区别ꎮ

当 ｎ＝ ３ 时ꎬ在上述给出的染色下ꎬＫ３ꎬ３中的 ６ 个点的色集合分别是{１ꎬ２ꎬ２ꎬ４}、{１ꎬ４ꎬ２ꎬ４}、{２ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、
{３ꎬ２ꎬ４ꎬ１}、{３ꎬ２ꎬ２ꎬ１}、{３ꎬ４ꎬ４ꎬ１}ꎬ显然这 ６ 个色集合是互不相同的ꎮ

当 ｎ>３ 时ꎬＸ 中点的色集合与 Ｙ 中点的色集合的元素个数不同ꎬ因此 Ｘ 中每个点与 Ｙ 中每个点可区别ꎮ
下面证明

~Ｃ(ｕ１)、
~Ｃ(ｕ２)、

~Ｃ(ｕ３)互不相同ꎮ 令
~Ｃ(ｕｉ)＝ { ｆ(ｕｉ)ꎬ ｆ(ｕｉｖ１)ꎬ􀆺ꎬ ｆ(ｕｉｖｎ)}ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ其中

ｆ(ｕ１ｖ１)≠１ꎬ ｆ(ｕ２ｖ１)≠１ꎬ ｆ(ｕ３ｖ１)≠２ꎬ若 ~Ｃ(ｕ１)＝
~Ｃ(ｕ２)＝

~Ｃ(ｕ３)ꎬ此时只须交换
~Ｃ(ｕ１)与

~Ｃ(ｕ２)或
~Ｃ(ｕ１)与

~Ｃ(ｕ３)或
~Ｃ(ｕ３)与

~Ｃ(ｕ２)中的第 ２ 个元素ꎬ即交换颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)与 ｆ(ｕ２ｖ１)或 ｆ(ｕ１ｖ１)与 ｆ(ｕ３ｖ１)或 ｆ(ｕ３ｖ１)与
ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ这时互相交换元素的 ２ 个

~Ｃ(ｕｉ)就会多一种颜色的同时也会少一种颜色(多的颜色和少的颜色不

是同一种颜色)ꎬ另一个
~Ｃ( ｕｉ )不发生变化ꎬＹ 中所有顶点所对应的色集合也都不变ꎬ于是ꎬ可以得到
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~Ｃ(ｕ３)与
~Ｃ(ｕ１)中的第 ２ 个元素ꎬ即交换颜色 ｆ( ｕ３ｖ１)与 ｆ( ｕ２ｖ１)或 ｆ( ｕ３ｖ１)与 ｆ( ｕ１ｖ１)ꎬ那么

~Ｃ(ｕｉ)中就会多一种颜色的同时也会少一种颜色(多的颜色和少的颜色不是同一种颜色)ꎬ而 Ｙ 中所有顶点

所对应的色集合都不变ꎬ于是ꎬ可以得到
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证明　 先证 Ｋ３ꎬｎ不存在可用的颜色有 ｋ－１ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 假设 Ｋ３ꎬｎ存在可用的颜
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情形 １　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ ｈ(ｕ３)ꎮ
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情形 ２　 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)≠ｈ(ｕ３)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ ｈ(ｕ２)＝ １ꎬ ｈ(ｕ３)＝ ２ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓꎬｔ∈{３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ有{１ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬｓꎬｓꎬｓ}、

{２ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{ｓꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{ｓꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{ｓꎬ２ꎬ１ꎬ１}、{ｓꎬｔꎬ１ꎬ１}、{１ꎬ２ꎬｓꎬｓ}都不能是 Ｙ 中顶点的色集

合ꎬ故不可以成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集的数量为
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则能够成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集的数量为
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１３<ｎꎬ所有那样的 ４￣子集不能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
情形 ３　 ｈ(ｕ１)≠ｈ(ｕ２)≠ｈ(ｕ３)ꎮ
不妨设 ｈ(ｕ１)＝ １ꎬ ｈ(ｕ２)＝ ２ꎬ ｈ(ｕ３)＝ ３ꎮ 这时ꎬ对每个 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ有{１ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ３ꎬ３ꎬ３}、

{１ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{２ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬ３ꎬ３ꎬ３}、{２ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{３ꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{３ꎬ２ꎬ２ꎬ２}、{３ꎬｓꎬｓꎬｓ}、{ ｓꎬ１ꎬ１ꎬ１}、{ ｓꎬ２ꎬ２ꎬ２}、
{ｓꎬ３ꎬ３ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬｓꎬｓ}、{２ꎬ３ꎬ１ꎬ１}、{２ꎬ３ꎬｓꎬｓ}、{１ꎬ３ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ３ꎬｓꎬｓ}都不能是 Ｙ 中顶点的色集

合ꎬ故不可以成为 Ｙ 中顶点的色集合的 ４￣子集共有 １＋１＋
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能区分 Ｙ 中的 ｎ 个顶点ꎬ矛盾ꎮ
再证 Ｋ３ꎬｎ存在可用的颜色有 ｋ 种的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ 不妨给 Ｘ 中的顶点 ｕ１、ｕ２、ｕ３ 分别

染以颜色 １、２、３ꎬ将{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}的形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}、{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}、{ａꎬｂꎬｂꎬｂ}的 ４￣子集按照先后顺序排成一个

序列(先将所有形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ再将所有形如{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ放
到形如{ａꎬｂꎬｃꎬｄ}的 ４￣子集所组成的序列后面ꎬ最后将所有形如{ａꎬｂꎬｂꎬｂ}的 ４￣子集排成一个序列ꎬ放到形

如{ａꎬｂꎬｃꎬｃ}的 ４￣子集所组成的序列后面ꎬ得到一个新的序列)ꎬ那么这个新的序列共有
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１８ 个 ４￣子集ꎬ其中 ａ、ｂ、ｃ、ｄ 互异ꎬ且让 Ｙ 中的顶点 ｖ１、ｖ２、􀆺、ｖｎ 依次对应该序列中的第 １、２、􀆺、ｎ 个 ４￣子集ꎬ
具体染色方案如下:

(１) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬｐ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒꎬｐ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、ｐ 分别

染点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎻ
(２) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ２ꎬ３}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、２、３ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(３) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ１ꎬ２}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、１、２ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(４) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ１ꎬ３}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、１、３ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(５) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ２ꎬ２}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、２、２ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ２ｖｊ、

ｕ１ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(６) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ１ꎬ３ꎬ３}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、１、３、３ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(７) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ２ꎬ３ꎬ３}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、２、３、３ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(８) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬ２ꎬ２ꎬ３}时ꎬ其中 ｓ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ用颜色 ｓ、２、２、３ 分别染点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、

ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(９) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ１ꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、１、２ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(１０) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ１ꎬ３}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、１、３ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(１１) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ２ꎬ３}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、２、３ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(１２) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ１ꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、１、１ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(１３) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ２ꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、２、２ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(１４) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬ３ꎬ３}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、３、３ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(１５) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、１ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(１６) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、２ 分别染
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点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(１７) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬ３}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、３ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(１８) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬ１}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、１ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(１９) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬ２}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、２ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ１ｖｊꎮ
(２０) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬ３}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、３ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ３ｖｊ、ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊꎮ
(２１) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｒꎬｒ}时ꎬ其中 ｓꎬｔꎬｒ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｒ、ｒ 分别染

点 ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
(２２) 当 ｖｊ 对应的 ４￣子集形如{ｓꎬｔꎬｔꎬｔ}时ꎬ其中 ｓꎬｔ∈{４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｋ}且互不相同ꎬ用颜色 ｓ、ｔ、ｔ、ｔ 分别染点

ｖｊ 和边 ｕ１ｖｊ、ｕ２ｖｊ、ｕ３ｖｊꎮ
　 　 此时 Ｙ 中每个点的色集合刚好是事先对应于这个点的色集合ꎬＹ 中不同顶点对应的色集合是不同的ꎬ所
以 Ｙ 中任意 ｎ 个点彼此可区别ꎮ

下面证明
~Ｃ(ｕ１)、

~Ｃ(ｕ２)、
~Ｃ(ｕ３)互不相同ꎮ 令

~Ｃ(ｕｉ) ＝ { ｆ(ｕｉ)ꎬ ｆ(ｕｉｖ１)ꎬ􀆺ꎬ ｆ(ｕｉｖｎ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ其中

ｆ(ｕ１ｖ１)≠１ꎬ ｆ(ｕ２ｖ１)≠２ꎬ ｆ(ｕ３ｖ１)≠３ꎬ若 ~Ｃ(ｕ１)＝
~Ｃ(ｕ２)＝

~Ｃ(ｕ３)ꎬ此时只需交换
~Ｃ(ｕ１)与

~Ｃ(ｕ２)或
~Ｃ(ｕ１)与

~Ｃ(ｕ３)或
~Ｃ(ｕ３)与

~Ｃ(ｕ２)中的第 ２ 个元素ꎬ即交换颜色 ｆ(ｕ１ｖ１)与 ｆ(ｕ２ｖ１)或 ｆ(ｕ１ｖ１)与 ｆ(ｕ３ｖ１)或 ｆ(ｕ３ｖ１)与
ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ这时互相交换元素的 ２ 个

~Ｃ(ｕｉ)就会多一种颜色的同时也会少一种颜色(多的颜色和少的颜色不

是同一种颜色)ꎬ另外的一个
~Ｃ(ｕｉ)不发生变化ꎬＹ 中所有顶点所对应的色集合也都不变ꎬ于是ꎬ可以得到

~Ｃ(ｕ１)≠
~Ｃ(ｕ２)≠

~Ｃ(ｕ３)ꎻ若
~Ｃ(ｕ１)＝

~Ｃ(ｕ２)≠
~Ｃ(ｕ３)ꎬ此时交换

~Ｃ(ｕ１)与
~Ｃ(ｕ２)中的第 ２ 个元素ꎬ即交换颜

色 ｆ(ｕ１ｖ１)与 ｆ(ｕ２ｖ１)ꎬ则
~Ｃ(ｕ１)≠

~Ｃ(ｕ２)ꎬ这时若
~Ｃ(ｕ３)＝

~Ｃ(ｕ２)或
~Ｃ(ｕ３)＝

~Ｃ(ｕ１)成立ꎬ则继续交换
~Ｃ(ｕ３)

与
~Ｃ(ｕ２)或

~Ｃ(ｕ３)与
~Ｃ(ｕ１)中的第 ２ 个元素ꎬ即交换颜色 ｆ( ｕ３ｖ１)与 ｆ( ｕ２ｖ１)或 ｆ( ｕ３ｖ１)与 ｆ( ｕ１ｖ１)ꎬ那么

~Ｃ(ｕｉ)中就会多一种颜色的同时也会少一种颜色(多的颜色和少的颜色不是同一种颜色)ꎬ而 Ｙ 中所有顶点

所对应的色集合都不变ꎬ于是ꎬ可以得到
~Ｃ(ｕ１)≠

~Ｃ(ｕ２)≠
~Ｃ(ｕ３)ꎮ

３　 结语

本文利用色集合事先分配法以及构造具体染色的方法确定了完全二部图 Ｋ１ꎬｎ、Ｋ２ꎬｎ、Ｋ３ꎬｎ的点被多重集可

区别的 Ｅ￣全色数ꎬ所采用的方法可对 Ｋｍꎬｎ(４≤ｍ≤ｎ)的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色进行进一步研究ꎮ
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