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离散时间正规鞅泛函空间中幂计数算子的性质

周玉兰ꎬ魏万瑛ꎬ柳翠翠ꎬ杨青青
(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:在正规鞅平方可积泛函空间 Ｌ２(Ｍ)中引入一类稠定自伴线性算子 ａＮꎬ其中 ａ 是任意正实数ꎬＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中计数算子ꎬ称
ａＮ 为 Ｎ 的 ａ 级幂计数算子ꎮ 首先讨论 ａＮ 的分析性质:给出 ａＮ 有界的充要条件ꎬ且发现当 ａＮ 有界时都是单位算子ꎮ 其次给

出 ａＮ 是紧算子的充要条件ꎻ讨论{ａＮꎻａ>０}的算子结构及其谱分析:ａＮ 的谱集是{ａｎꎻｎ>０}ꎬ其特征向量全体恰好构成Ｌ２(Ｍ)
的一组标准正交基ꎬ且 １ 是它们的公共谱点ꎬ对应 １ 的唯一特征向量是 Ｌ２(Ｍ)的真空态 Ｚ⌀ꎮ 然后讨论 ａＮ 对 ａ 的依赖性ꎮ 最

后应用 Γ￣指标集量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声ꎬ对任意 ａ∈(０ꎬ１)ꎬ构造了 ａＮ 的一致收敛序列ꎬ而当 ａ>１ 时ꎬ构造了 ａＮ 的强收敛序列ꎮ
关键词:幂计数算子ꎻ算子谱ꎻ紧算子ꎻΓ￣指标集量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声ꎻ算子收敛
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ａｎｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ {ａＮꎻ ０<ａ≤１} ａｒｅ ｕｎｉｔ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｏｎ Ｌ２(Ｍ) . Ｓｅｃｏｎｄｌｙꎬ ａＮ ｉｓ ｃｏｍｐａｃｔ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ０<ａ<１ꎻ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃ￣
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ {ａＮꎻ ａ>０} ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ: {ａｎꎻ ａ>０} ｉｓ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ａＮ ａｎｄ ａｌｌ ｏｆ ｉｔｓ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍｓ ａｎ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ
ｂａｓｉｓ ｏｆ Ｌ２(Ｍ)ꎬ １ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ {ａＮꎻ ａ>０} ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｃｕｕｍ Ｚ⌀ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｃｏｍｍｏｎ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｏｆ １. Ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ａＮ ｏｎ ａ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ａＮ ｆｏｒ ａ∈(０ꎬ１) ａｎｄ ａ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ
ｏｆ ａＮ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｗｈｅｎ ａ>１ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｎｔｕｍ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ｎｏｉｓｅ ｉｎｄｅｘｅｄ ｂｙ Γ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｐｏｗｅｒ￣ｎｕｍｂｅｒ ｏｐｅｒａｔｏｒꎻ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍꎻ ｃｏｍｐａｃｔ ｏｐｅｒａｔｏｒꎻ Γ￣ｉｎｄｅｘ ｓｅｔ ｑｕａｎｔｕｍ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ｎｏｉｓｅꎻ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｃｏｎｖｅｒ￣
ｇｅｎｃｅ

０　 引言

量子随机分析是经典 Ｉｔｏ^ 随机分析在算子领域内的一种非交换扩张ꎬ其中所讨论的算子族是作用于

Ｆｏｃｋ空间的稠定线性算子或是从检验泛函到广义泛函空间的连续线性算子ꎮ 这一理论受到了众多学者的关

注ꎬ基于不同的分析框架ꎬ该理论有不同形式的扩张ꎬ其中比较著名的有 Ｉｔｏ^－Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 理论[１]、反对称 Ｆｏｃｋ 空

间上的 Ｆｅｒｍｉｏｎ 理论[２]以及基于自由独立性的量子随机积分[３]ꎮ 以上文献讨论的都是关于连续时间的量子

随机分析ꎮ
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　 　 离散时间正规鞅噪声泛函及其量子随机分析受到了广泛关注ꎮ ２００８ 年ꎬＰｒｉｖａｕｌｔ[４]讨论了Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ泛函

分析框架并给出该理论在经济、金融方面的应用ꎻ２０１１ 年ꎬＷａｎｇ 等[５]给出 Ｐｒｉｖａｕｌｔ 关于Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ泛函分析的

另一种表达ꎬ以及泛函的重积分的统一表达框架ꎬ在 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 平方可积泛函空间 Ｌ２(Ｍ)上定义了一列点态

增生、湮灭算子{∂ｋꎬ∂∗
ｋ ꎻｋ≥０}ꎬ称之为量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声(ｑｕａｎｔｕｍ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ｎｏｉｓｅꎬ ＱＢＮ)ꎬ 满足典则反交换

关系和非等时交换关系ꎻ计数算子 Ｎ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定、自伴线性算子ꎬＮ 的谱集是自然数集全体且 Ｎ 的特征

向量构成了 Ｌ２(Ｍ)的一个可数正交基ꎮ Ｚｈａｎｇ 等[６]从概率论角度对计数算子 Ｎ 作出了解释ꎬ并证明了 Ｎ 在

适当核空间的对偶空间Ｇ ∗上唯一决定了一个 Ｇａｕｓｓ 测度ꎬ并且该测度是 Ｇ ∗上标准 Ｇａｕｓｓ 测度与 Ｇ ∗上一

个适当线性变换的复合ꎮ Ｗａｎｇ 等[７]证明了计数算子 Ｎ 在构造和研究一类量子 Ｍａｒｋｏｖ 半群中扮演了非常

重要的角色ꎮ Ｒｅｎ 等[８]在应用 Ｎ 考虑了扩张型随机 Ｓｃｈｒｏ̈ｄｉｎｇｅｒ 方程ꎮ Ｈａｎ 等[９] 应用 Ｎ 及相关算子考虑了

量子熵的计算ꎮ 文献[１０]还进一步引入广义计数算子 Ｎｈꎬ讨论其分析性质和结构ꎬ这里 ｈ 是 Ｎ 上非负函

数ꎬ特别地ꎬ给出了 Ｎｈ 有界的一个充要条件ꎬ即 ｈ 平方可和ꎮ 本文受以上文献启发ꎬ借助计数算子 Ｎꎬ定义

Ｌ２(Ｍ)中一类稠定自伴线性算子 ａＮ 并讨论其性质ꎮ

１　 预备知识

设 Ｎ 表示非负整数集ꎬ定义 Γ 为 Ｎ 的有限幂集ꎬ即
Γ＝{σꎻ σ⊂Ｎ 且＃(σ)<＋∞ }ꎬ (１.１)

其中＃(σ)表示集合 σ 的基数ꎮ 显然 Γ 是一个可列集ꎬ对∀ｎ≥０ꎬ令 Γ(ｎ) ＝ {σ∈Γꎻ＃σ ＝ ｎ}ꎬ则{Γ(ｎ)ꎻｎ≥０}
是 Γ 的一个划分ꎬΓ＝∪

ｎ≥０
Γ(ｎ)ꎮ 为了方便起见ꎬ记 Γｎ] ＝{σ∈Γꎻ σ⊂{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}}ꎬ用 ｌ２(Γ)表示定义在 Γ 上

的复值平方可和序列全体所成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ
定义 １.１[５] 　 概率空间(ΩꎬＦꎬＰ)上的平方可积过程 Ｍ＝(Ｍｎ) ｎ∈Ｎ称为离散时间正规鞅ꎬ如果 Ｍ 满足:
(１) Ｅ[Ｍ０ ｜Ｆ－１] ＝ ０ꎬ且 Ｅ[Ｍｎ ｜Ｆｎ－１] ＝Ｍｎ－１ꎬ对于 ｎ≥１ꎻ
(２) Ｅ[Ｍ２

０ ｜Ｆ－１] ＝ １ꎬ且 Ｅ[Ｍ ２
ｎ ｜Ｆｎ－１] ＝Ｍ２

ｎ－１＋１ꎬ对于 ｎ≥１ꎮ
其中 Ｆ－１ ＝{⌀ꎬΩ}ꎬ Ｆｎ ＝σ(Ｍｋꎻ ０≤ｋ≤ｎ)ꎬ ｎ∈Ｎꎬ Ｅ[􀅰｜Ｆｎ]表示关于 Ｆｎ 的条件期望ꎮ

设 Ｍ＝(Ｍｎ) ｎ∈Ｎ是(ΩꎬＦꎬＰ)上的离散时间正规鞅ꎬ其中ꎬＦ ＝σ ∪
＋∞

ｎ＝０
Ｆｎ( ) ꎬ应用 Ｍ＝(Ｍｎ) ｎ∈Ｎ可构造离散时

间过程 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ∈Ｎ如下:
Ｚ０ ＝Ｍ０ꎬ　 Ｚｎ ＝Ｍｎ－Ｍｎ－１ꎬ　 ｎ≥１ꎮ

易证 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ∈Ｎ满足下面性质:
Ｅ[Ｚｎ ｜Ｆｎ－１] ＝ ０ꎬ　 Ｅ[Ｚ２

ｎ ｜Ｆｎ－１] ＝ １ꎬ　 ｎ∈Ｎꎬ
因此 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ∈Ｎ可看作(ΩꎬＦꎬＰ)上离散时间正规噪声ꎮ 用 Ｌ２(ΩꎬＦꎬＰ)表示定义在 Ω 上的平方可积随机变

量全体所成 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ其上内积和范数分别记作‹􀅰ꎬ􀅰›和‖􀅰‖ꎮ 显然ꎬＬ２(ΩꎬＦꎬＰ)中元素是 Ｍ 的平方可

积泛函ꎬ故简记 Ｌ２(Ｍ)＝ Ｌ２(ΩꎬＦꎬＰ)ꎮ Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２(Ｍ)的内积对第一变元共轭线性ꎬ对第二变元线性ꎮ
引理 １.１[５] 　 设 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ∈Ｎ是与 Ｍ 相关联的离散时间正规噪声ꎬ定义 Ｚ⌀ ＝ １ꎬ而

Ｚσ ＝ ∏
ｉ∈σ

Ｚꎬ　 ∀σ∈Ｆꎬ σ≠⌀ꎬ (１.２)

则{Ｚσꎻ σ∈Γ}是 Ｌ２(Ｍ)的可数标准正交基ꎮ
引理 １.２[１１] 　 存在唯一的等距同构 Ｊ:ｌ２(Γ)→Ｌ２(Ｍ)ꎬ使得

Ｊ( ｆ)＝ ∑
σ∈Γ

ｆ(σ)Ｚσꎬ　 ∀ｆ∈ｌ ２(Γ)ꎬ (１.３)

其中级数依 Ｌ２(Ｍ)中范数收敛ꎮ
对于∀ｎ≥０ꎬ记 Ｈｎ ＝ ｓｐａｎ{Ｚσꎻ σ∈Γ(ｎ)}ꎬ则{Ｈｎꎻ ｎ≥０}是 Ｌ２(Ｍ)中一列相互正交的闭子空间ꎮ
引理 １.３[１１](Ｗｉｅｎｅｒ－Ｉｔｏ^－Ｓｅｇａｌ 分解) 存在唯一的等距同构映射:

Ｊ:　 Ｌ２(Ｍ)→⊕
＋∞

ｎ＝０
Ｈｎꎬ
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ξ ｜→⊕
＋∞

ｎ＝０
Ｊ( ｆｎ)ꎬ (１.４)

这里 ｆ＝ Ｊ－１(ξ)∈ｌ２(Γ)ꎬ而 ｆｎ ＝ ｆ １Γ(ｎ)ꎬ ∀ｎ≥０ꎮ
定义 １.２[１１] 　 设 ｋ∈Ｎꎬ称∂ｋ 为 ｋ 点处的湮灭算子ꎬ它的共轭算子∂∗

ｋ 称为 ｋ 点处的增生算子ꎮ
定义 １.３[１１] 　 设∀ｋ∈Ｎꎬ定义算子∂ｋ:Ｈ ｜→Ｈ 如下:

∂ｋξ＝ Ｊ[ ｆ(∗∪ｋ)(１－１∗(ｋ))]ꎬ　 ξ∈Ｈꎬ (１.５)

其中 ｆ＝ Ｊ－１(ξ)∈ｌ２(Γ)ꎬ则∂ｋ 是 Ｈ 上的有界线性算子且‖∂ｋ‖＝１ꎬ特别地ꎬ
∂ｋＺσ ＝ １σ(ｋ)Ｚσ ＼ｋꎬ　 ∀σ∈Γꎮ (１.６)

引理 １.４[１１] 　 设 ｋ∈Ｎꎬ则∂∗
ｋ 有以下性质:
∂∗
ｋ ξ＝ Ｊ[ ｆ(∗＼ｋ)１∗(ｋ)]ꎬ　 ∀ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ (１.７)

其中 ｆ＝ Ｊ－１(ξ)ꎬ特别地ꎬ
∂∗
ｋ Ｚσ ＝(１－１σ(ｋ))Ｚσ∪ｋꎬ　 ∀σ∈Γꎮ (１.８)

有界线性算子{∂∗
ｋ ꎬ∂ｋꎻｋ≥０}称为 ＱＢＮꎬ满足如下典则反交换关系ꎮ

引理 １.５[１１] 　 设 ｋꎬ ｌ∈Ｎꎬ则
∂ｋ∂ｌ ＝∂ｌ∂ｋꎬ　 ∂∗

ｋ ∂∗
ｌ ＝∂∗

ｌ ∂∗
ｋ ꎬ　 ∂∗

ｋ ∂ｌ ＝∂ｌ∂∗
ｋ ( ｌ≠ｋ)ꎬ

∂ｋ∂ｋ ＝∂∗
ｋ ∂∗

ｋ ＝Ｏꎬ　 ∂ｋ∂∗
ｋ ＋∂∗

ｋ ∂ｋ ＝ Ｉꎬ (１.９)
其中 Ｏ 是 Ｌ２(Ｍ)上零算子ꎬＩ 是 Ｌ２(Ｍ)上的恒同算子ꎮ

引理 １.６[１１] 　 设∀ｋ≥０ꎬ则∂∗
ｋ ∂ｋ 和∂ｋ∂∗

ｋ 都是 Ｈ 的正交投影ꎬ并且

∂∗
ｋ ∂ｋξ＝ Ｊ[ ｆ(∗)１∗(ｋ)]ꎬ　 ∂ｋ∂∗

ｋ ξ＝ Ｊ[ ｆ(∗)(１－１∗(ｋ))]ꎬ　 ∀ξ∈Ｈꎬ (１.１０)
其中 ｆ＝ Ｊ－１(ξ)ꎬ特别地ꎬ

∂∗
ｋ ∂ｋＺσ ＝ １σ(ｋ)Ｚσꎬ　 ∂ｋ∂∗

ｋ Ｚσ ＝(１－１σ(ｋ))Ｚσꎬ　 ∀σ∈Γꎮ (１.１１)
定义 １.４[１２] 　 对∀σ∈Γꎬ σ≠⌀ꎬ σ＝{ｋ１ꎬｋ２ꎬ􀆺ꎬｋｎ}ꎬ定义 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算子∂σ、∂∗

σ 如下:
∂σ ＝∂ｋ１∂ｋ２􀆺∂ｋｎꎬ　 ∂∗

σ ＝∂∗
ｋ１∂

∗
ｋ２􀆺∂∗

ｋｎꎬ
∂σ∂∗

τ ＝∂ｋ１∂ｋ２􀆺∂ｋｎ∂
∗
ｌ１ ∂

∗
ｌ２ 􀆺∂∗

ｌｍꎬ　 ∂∗
σ ∂τ ＝∂∗

ｋ１∂
∗
ｋ２􀆺∂∗

ｋｎ∂ｌ１∂ｌ２􀆺∂ｌｍꎮ
特别地ꎬ约定∂⌀ ＝ Ｉꎬ∂∗

⌀ ＝ Ｉꎬ称{∂σꎬ∂∗
σ ꎻσ∈Γ}为 Γ￣指标集量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声(Γ￣ｉｎｄｅｘ ｓｅｔ ｑｕａｎｔｕｍ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

ｎｏｉｓｅꎬ Γ￣ＱＢＮ)ꎬ称{∂σ∂∗
τ ꎬ∂∗

σ ∂τꎻσꎬτ∈Γ}为 Γ 指标集量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声混合积ꎮ
定义 １.５[１０] 　 Ｌ２(Ｍ)中线性算子 Ｎ 定义如下:

Ｎ(ξ)＝ ∑
σ∈Γ

＃(σ)‹ξꎬＺσ›Ｚσꎬ　 ∀ξ∈Ｄｏｍ Ｎꎬ (１.１２)

Ｄｏｍ Ｎ＝{ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎻ∑
σ∈Γ

＃(σ)) ２ ｜ ‹ξꎬＺσ› ｜ ２<＋∞ }ꎬ (１.１３)

称 Ｎ 为 Ｌ２(Ｍ)中的计数算子ꎮ
引理 １.７[１０] 　 计数算子 Ｎ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定、自伴、无界线性算子ꎮ

２　 主要结果

计数算子 Ｎ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定、自伴无界线性算子ꎬＮ 以自然数集 Ｎ 为其谱集ꎬＮ 的特征向量全体构成了

Ｌ２(Ｍ)的一组标准正交基ꎮ 对给定的非负实数 ａꎬ本章将定义 Ｌ２(Ｍ)中线性算子ꎬ称之为幂计数算子ꎬ记作

ａＮꎮ 首先讨论该族算子的分析性质:ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中的稠定、自伴线性算子ꎬ一般是无界的ꎻａＮ 的谱集是{ａｎꎻ
ｎ≥０}ꎬ且其对应的特征向量全体构成 Ｌ２(Ｍ)的一组标准正交基ꎬ且该算子族有一个公共特征值 １ꎬ其对应特

征子空间由真空态生成ꎮ 其次给出 ａＮ 有界的充要条件ꎮ 进一步发现ꎬ对适当的 ａꎬａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上紧算子ꎬ
并讨论了 ａＮ 是紧算子的充要条件ꎮ 最后讨论 ａＮ 对 ａ 的依赖性和单调性ꎮ

定义 ２.１　 设 ａ>０ 为一常数ꎬＬ２(Ｍ)中线性算子 ａＮ 定义如下:

ａＮξ＝ ∑
ω∈Γ

ａ＃ω‹Ｚωꎬξ›ꎬ (２.１)
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Ｄｏｍ ａＮ ＝{ξ∈Ｌ２(Ｍ) ｜ ∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２<＋∞ }ꎬ (２.２)

称 ａＮ 为计数算子 Ｎ 的 ａ 级幂计数算子ꎬ简称幂计数算子ꎮ
注 １　 若 ａ＝ １ꎬ则 ａＮ ＝ Ｉꎬ其中 Ｉ 表示 Ｌ２(Ｍ)中恒同算子ꎮ
下面定理 ２.１ 讨论了幂计数算子 ａＮ 的分析性质ꎮ
定理 ２.１　 设 ａ>０ꎬ则 ａ 级幂计数算子 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定、自伴闭线性算子ꎮ
证明　 设 ａ>０ꎬ由定义 ２.１ꎬ对∀ω∈Γꎬ

‖ａＮＺω‖２ ＝ａ２＃ω<＋∞ ꎬ
故由 ａＮ 的线性性知ꎬｓｐａｎ{Ｚσꎻσ∈Γ} ＝Ｓ０(Ｍ)⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ即 ａＮ 是稠定的ꎮ 对任意 ξꎬη∈Ｄｏｍ ａＮꎬ有

‹(ａＮ)∗ξꎬη› ＝‹ξꎬａＮη› ＝∑
ω

‹ξꎬａ＃ω‹Ｚωꎬη›Ｚω›

＝∑
ω
ａ＃ω‹ξꎬＺω›‹Ｚωꎬη›

＝‹ａＮξꎬη›ꎬ
表明 ａＮ 是对称线性算子ꎮ 为证自伴性ꎬ只需说明 Ｄｏｍ (ａＮ)∗⊂Ｄｏｍ ａＮꎮ 实际上ꎬ

Ｄｏｍ (ａＮ)∗ ＝{η∈Ｌ２(Ｍ) ｜∃Ｃη>０ 使 ｜ ‹ａＮξꎬη› ｜≤Ｃη‖ξ‖ꎬ ∀ξ∈Ｄｏｍ ａＮ}ꎮ
任取 η∈Ｄｏｍ(ａＮ)∗ꎬ令

ηｎ ＝ ∑
ω∈Γｎ]

ａ＃ω‹Ｚωꎬη›Ｚωꎬ 　 ∀ｎ≥０ꎬ

显然{ηｎ} ｎ≥０⊂Ｓ０(Ｍ)⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ则存在常数 Ｃη>０ꎬ满足

Ｃ２
η‖ηｎ‖２≥｜‹ａＮηｎꎬη› ｜ ２ ＝( ∑

ω∈Γｎ]

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬη› ｜ ２) ２ ＝‖ηｎ‖４ꎬ

∑
ω∈Γｎ]

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬη› ｜ ２≤Ｃ２
ηꎬ　 ∀ｎ≥０ꎮ

Ｃ２
η 与 ｎ 无关ꎬ故

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬη› ｜ ２≤Ｃ２
η<＋∞ ꎬ

表明 η∈Ｄｏｍ ａＮꎮ 由 η∈Ｄｏｍ(ａＮ)∗的任意性知ꎬＤｏｍ(ａＮ)∗⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ即 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定自伴线性

算子ꎮ
下证 ａＮ 的闭性ꎮ 任取{ξｎ} ｎ≥１⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ ξꎬη∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ满足 ξｎ→ξ 且 ａＮξｎ→ηꎬ须证 ξ∈Ｄｏｍ ａＮ 且 η ＝

ａＮξꎮ

由条件 ξｎ
Ｌ２(Ｍ)

→ ξꎬ ａＮξｎ
Ｌ２(Ｍ)

→ ηꎬ有

‖ξｎ－ξ‖２ ＝ ∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬξｎ－ξ› ｜ ２→０ꎬ　 ｎ→＋∞ꎬ

‖ａＮξｎ－η‖２ ＝ ∑
ω∈Γ

｜ (ａ＃ω‹Ｚωꎬξｎ›－‹Ｚωꎬη›) ｜ ２→０ꎬ　 ｎ→＋∞ꎬ

于是

‹Ｚωꎬξｎ›Ｚω
Ｌ２(Ｍ)

→‹Ｚωꎬξ›Ｚωꎬ　 ｎ→＋∞ꎬ ∀ω∈Γꎬ (２.３)

ａ＃ω‹Ｚωꎬξｎ›Ｚω
Ｌ２(Ｍ)

→‹Ｚωꎬη›Ｚωꎬ　 ｎ→＋∞ꎬ ∀ω∈Γꎬ (２.４)
从而

ａ＃ω‹Ｚωꎬξ›Ｚω ＝‹Ｚωꎬη›Ｚωꎬ　 ∀ω∈Γꎬ (２.５)

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬη› ｜ ２ ＝‖η‖２ < ＋∞ꎬ

即 ξ∈Ｄｏｍ ａＮ 且 η＝ａＮξꎮ 综上可知ꎬａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定、自伴闭线性算子ꎮ
下面定理 ２.２ 讨论了幂计数算子 ａＮ 的谱结构ꎮ
定理 ２.２　 对∀ａ>０ꎬ{ａｎꎻ ｎ≥０}是 ａＮ 的谱集ꎬ１ 是算子族{ａＮꎻ ａ>０}的唯一公共特征值ꎬ而真空态 Ｚ⌀是

对应于 １ 的唯一特征向量ꎮ
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证明　 对∀ｎ≥０ꎬ Ｈｎ ＝ Ｊ( ｌ２Γ(ｎ) )ꎬ则{Ｈｎꎻｎ≥０}是 Ｌ２(Ｍ)中一列相互正交的闭线性子空间ꎬ且{Ｚωꎻ
ω∈Γ(ｎ)}是 Ｈｎ 的标准正交基ꎮ 由定义 ２.１ꎬ有

ａＮＺω ＝ａ＃ωＺω ＝ａｎＺωꎬ　 ∀ω∈Γ(ｎ)ꎬ
即 ａｎ 是 ａＮ 的特征值ꎬＨｎ 是 ａＮ 对应于特征值 ａｎ 的特征子空间ꎬ且

ａＮＺ⌀ ＝Ｚ⌀ꎬ　 ∀ａ>０ꎮ
可知 １ 是算子族{ａＮꎻａ>０}的唯一公共特征值ꎬ而 Ｚ⌀是对应于 １ 的唯一特征向量ꎮ

下一定理讨论了对 ａ 的不同取值 ａＮ 的分析性质ꎮ 适当的 ａ 使 ａＮ 可成为有界算子ꎬ甚至是紧算子ꎮ 给

出了 ａＮ 有界及紧的充要条件ꎬ当 ａＮ 有界时ꎬ它们都是 Ｌ２(Ｍ)上单位算子ꎮ
定理 ２.３　 (１)设 ａ>０ 是给定的常数ꎬ则 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算子的充要条件是 ０<ａ≤１ꎬ且在此情

形下ꎬ
‖ａＮ‖ｏｐ ＝ １ꎬ (２.６)

这里‖􀅰‖ｏｐ表示算子范数ꎮ 而对 ａꎬｂ∈(０ꎬ１]ꎬ有
‖ｂＮ－ａＮ‖ｏｐ ＝ ｓｕｐ

ｎ≥１
(ｂｎ－ａｎ)＝ ｜ ｂ－ａ ｜ ꎮ (２.７)

(２) Ｎ 的 ａ 级幂计数算子 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上紧算子的充要条件是 ０<ａ<１ꎮ
证明　 (１)设 ａ∈(０ꎬ１]ꎬ则对于∀ｎ≥０ꎬ ａ２ｎ≤１ꎬ∀ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ有

∑
σ∈Γ

ａ２＃σ ｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２ ≤ ∑
σ∈Γ

｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２ ＝‖ξ‖２ꎬ (２.８)

从而由定义 ２.１ 知ꎬξ∈Ｄｏｍ ａＮꎮ 由 ξ∈Ｌ２(Ｍ)的任意性知ꎬＤｏｍ ａＮ ＝ Ｌ２(Ｍ)ꎬ故 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算

子ꎬ且‖ａＮ‖ｏｐ≤１ꎮ 又因为

‖ａＮ‖ｏｐ≥‖ａＮＺ⌀‖＝‖Ｚ⌀‖＝１ꎬ
所以结合式(２.８)可得ꎬ‖ａＮ‖ｏｐ ＝ １ꎮ

设 ａꎬｂ>０ꎬ且 ａ<ｂ≤１ꎬ则 ａＮ、ｂＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上的有界自伴线性算子ꎬ从而 ｂＮ－ａＮ 也是 Ｌ２(Ｍ)上的有界线性

算子ꎮ 对∀ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ有

(ｂＮ－ａＮ)ξ＝ ∑
ω∈Γꎬω≠⌀

‹Ｚωꎬξ›(ｂ＃ω－ａ＃ω)Ｚωꎬ

‖(ｂＮ－ａＮ)ξ‖２ ＝ ∑
ω∈Γꎬω≠⌀

｜ ｂ＃ω－ａ＃ω ｜ ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝１
∑

ω∈Γ(ｎ)
(ｂｎ－ａｎ) ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ｓｕｐ
ｎ≥１

(ｂｎ－ａｎ) ２‖ξ‖２ꎮ

这里应用条件 ａ<ｂ≤１ꎬ有(ｂｎ－ａｎ) ２≤４ｂｎ≤４ꎬ{(ｂｎ－ａｎ) ２ꎻｎ≥１}是有界序列ꎬ表明估计式有意义ꎮ 一方面ꎬ对
∀ｎ≥１ꎬ

‖ｂＮ－ａＮ‖ｏｐ≥‖(ｂＮ－ａＮ)Ｚω‖＝ｂｎ－ａｎꎬ　 ∀ω∈Γ(ｎ)ꎬ (２.９)
结合‖ｂＮ－ａＮ‖ｏｐ≤ｓｕｐ

ｎ≥１
(ｂｎ－ａｎ)ꎬ有

‖ｂＮ－ａＮ‖ｏｐ ＝ ｓｕｐ
ｎ≥１

｜ ｂｎ－ａｎ ｜ ꎻ

另一方面ꎬ

０<ｂ
ｎ＋１－ａｎ＋１

ｂｎ－ａｎ ＝
ｂ－ ａ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ａ

１－ ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ <
ａ １－ ａ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

１－ ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ ＝ａ<１ꎬ　 ∀ｎ≥１ꎬ

即{ｂｎ－ａｎꎻｎ≥１}单调递减ꎬ从而

ｓｕｐ
ｎ≥１

(ｂｎ－ａｎ)＝ ｂ－ａꎮ (２.１０)

结合式(２.９)、(２.１０)ꎬ可得式(２.７)成立ꎮ
(２) 设 ０<ａ<１ꎬ则由(１)知 ａＮ 有界ꎬ对∀ｎ≥０ꎬ
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ａＮＺω ＝ａｎＺωꎬ　 ω∈Γ(ｎ)ꎮ (２.１１)
这表明{１ꎬａꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬ􀆺}是幂计数算子 ａＮ 的特征值ꎬ而 Ｈｎ ＝ Ｊ( ｌ２(Γ(ｎ) ))是相应于特征值 ａｎ 的特征子空

间ꎮ 该序列以 ０ 为唯一聚点ꎬ表明 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上紧算子ꎬ由式(２.１１)知ꎬ１ 是紧算子族{ａＮꎻ０<ａ<１}的公共

特征值ꎬＺ⌀是对应于该特征值的唯一特征向量ꎮ
注 ２　 对于 ａ∈(０ꎬ１)ꎬ若将 ａＮ 限于 Ｌ２(Ｍ)的真子空间 Ｊ( ｌ２(Γ ＼⌀))ꎬ则

‖ａＮ ｜ Ｊ( ｌ２(Γ ＼⌀))‖ｏｐ ＝ａꎬ (２.１２)
即当 ａ<１ 时ꎬ将 ａＮ 限于真空态{Ｚ⌀}的正交子空间{Ｚ⌀}⊥时ꎬ其范数恰为 ａꎮ

下一定理讨论了当 ａ>１ 时ꎬ幂计数算子族的定义域具有严格单调性ꎬ且它们有上、下界ꎬ分别为Ｄｏｍ Ｎ
和 Ｓ０(Ｍ)ꎮ

定理 ２.４　 (１) 若 ａ>１ꎬ则 ａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定自伴无界线性算子ꎬ且{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}是 Ｄｏｍ Ｎ 的稠子空

间ꎬ即
Ｓ０ (Ｍ)⊂∪

ａ>１
Ｄｏｍ ａＮ⊂Ｄｏｍ Ｎꎮ (２.１３)

(２){Ｄｏｍ ａＮꎻ ａ>１}关于 ａ 是 Ｌ２(Ｍ)中严格单调递减的稠子空间ꎬ即当 １<ａ<ｂ 时ꎬ Ｄｏｍ ｂＮ⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ
且在此情况下ꎬ有 Ｄｏｍ ａＮ ＼Ｄｏｍ ｂＮ≠⌀ꎮ

证明　 (１)设 ａ>１ꎬ则有 ａ２＃ω≥１ꎬ∀ω∈Γꎬ故
‖ａＮＺω‖２ ＝ａ２＃ω ＝ａ２ｎꎬ　 ω∈Γ(ｎ)ꎬ
‖ａＮ‖≥ａｎ→＋∞ꎬ　 ｎ→＋∞ꎬ

表明 ａＮ 是无界的ꎬ且由线性性易证ꎬａＮ(Ｓ０(Ｍ))⊂Ｓ０(Ｍ)ꎬａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)中稠定且以 Ｓ０(Ｍ)为核的稠定自伴

无界线性算子ꎮ
由于 ａ>１ꎬ因此∃ｋ１≥１ 使

ａ２ｎ≥ｎ２ꎬ　 ∀ｎ≥ｋ１ꎮ
对 ｎ<ｋ１ꎬ存在 ｋ２>１ 使

ｎ２≤ｋ２ａ２ｎꎬ　 ０≤ｎ<ｋ２ꎮ
取 ｋ＝ １＋ｋ２ꎬ则有

ｎ２≤ｋａ２ｎꎬ　 ｎ≥０ꎬ
于是有

∑
ω∈Γ

(＃(ω)) ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
＋∞

ｎ ＝０
ｎ２ ∑

ω∈Γ(ｎ)
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≤ ｋ∑

＋∞

ｎ ＝０
ａ２ｎ ∑

ω∈Γ(ｎ)
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ꎬ

从而有 Ｄｏｍ ａＮ⊂Ｄｏｍ Ｎꎮ 又由 Ｓ０(Ｍ)⊂Ｄｏｍ ａＮ 知ꎬＤｏｍ ａＮ 是 Ｄｏｍ Ｎ 的稠子空间ꎬ结合定理 ２.４(１)知式

(２.１３)成立ꎮ
(２) 设 ａ、ｂ 满足 １<ａ<ｂꎬ则 １<ａ２＃ω≤ｂ２＃ωꎬ∀ω∈Γꎬ有

∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≤ ∑ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≤ ∑ｂ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ꎬ

表明

Ｓ０(Ｍ)⊂Ｄｏｍ ｂＮ⊂Ｄｏｍ ａＮ≠Ｌ２(Ｍ)ꎬ (２.１４)
即幂计数算子的定义域{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}关于 ａ 是 Ｌ２(Ｚ)中单调递减的稠密真子空间ꎮ 下面来说明{Ｄｏｍ ａＮꎻ
ａ>１}关于 ａ 是 Ｌ２(Ｚ)的严格单调递减的ꎬ即式(２.１４)中的包含关系是真包含ꎮ 实际上ꎬ任取 ａꎬｂ>１ꎬ满足 １<
ａ<ｂꎬ令

ξ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝０

１
ｂ＃ωＺω１ωｎ(ω)

＝∑
＋∞

ｎ ＝０

１
ｂｎ＋１Ｚωｎ

ꎬ

其中 ωｎ ＝{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ ｎ≥０ꎬ而‹Ｚωꎬξ› ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝＃ω
１ωｎ

(ω)‹Ｚωꎬξ› ＝∑
＋∞

ｎ ＝＃ω

１
ｂｎ＋１

＝ １
(ｂ－１)ｂ＃ωꎬ

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
ω∈Γ

ａ２＃ω １
ｂ２＃ω

１
(ｂ－１) ２



　 第 ２ 期 周玉兰ꎬ等:离散时间正规鞅泛函空间中幂计数算子的性质 ９１　　　 　

＝∑
＋∞

ｎ ＝０

ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ １
(ｂ－１) ２

＝ ａ
ｂ－ａ(ｂ－１) ２<＋∞ ꎬ

故 ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎬ但

∑
ω∈Γ

ｂ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
＋∞

ｎ ＝０
ｂ２＃ωｎ ｜ ‹Ｚωｎ

ꎬξ› ｜ ２ ＝∑
＋∞

ｎ ＝０
ｂ２(ｎ＋１) １

ｂ２(ｎ＋１)
＝∑

＋∞

ｎ ＝０
１ ＝＋∞ꎬ

即 ξ∉Ｄｏｍ ｂＮꎬ表明{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}是 Ｌ２(Ｍ)中关于 ａ 严格单调递减的稠子空间ꎮ 实际上ꎬ取序列{ａｎ ＝ ｎ}ꎬ
则

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω
ｎ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑

ω∈Γ
ｎ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑

＋∞

ｋ ＝０
ｎ２ｋ ∑

ω∈Γ(ｋ)
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ꎮ

如果对任意 ｎ 有限ꎬ它的充要条件是求和只对有限项进行ꎬ即 ξ∈Ｓ０(Ｍ)ꎮ 结合{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}关于 ａ 的严

格单调递减性ꎬ知
ｌｉｍ
ａ→∞

Ｄｏｍ ａＮ ＝∩
ａ>１

Ｄｏｍ ａＮ ＝Ｓ０(Ｍ)ꎬ

显然ꎬ{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}有下确界 Ｓ０(Ｍ)、上确界 Ｄｏｍ Ｎꎮ
下一定理说明幂计数算子 ａＮ 的定义域 Ｄｏｍ ａＮ 是 Γ￣ＱＢＮ 及其混合积的不变子空间ꎬ特别地ꎬＤｏｍ ａＮ

是 ＱＢＮ{∂ｋꎬ∂∗
ｋ ꎻｋ≥０}的不变子空间ꎮ

定理 ２.５　 设 ａ>０ꎬσ∈Γꎬ则 Ｄｏｍ ａＮ 是 σ￣湮灭∂σ 和 σ￣增生∂∗
σ 的不变子空间ꎬ即

∂σ Ｄｏｍ ａＮ⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ　 ∂∗
σ Ｄｏｍ ａＮ⊂Ｄｏｍ ａＮꎮ (２.１５)

进一步地ꎬＤｏｍ ａＮ 是 Γ￣ＱＢＮ 混合积{∂σ∂∗
τ ꎬ∂∗

τ ∂σꎻ σꎬτ∈Γ}的不变子空间ꎮ
证明　 若 ０<ａ≤１ꎬ由定理 ２.４(１)知ꎬａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算子ꎬ而Γ￣ＱＢＮ 也是 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算

子ꎬ故 ａＮ⊂(Ｌ２(Ｍ))⊂Ｄｏｍ ａＮꎬ式(２.１５)成立ꎮ

下设 ａ>１ꎬ任取 ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎬ有 ∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ < ＋∞ꎬ由 ∂σꎬ∂∗
σ 的有界性ꎬ有

∂σξ＝ ∑
ω∈Γ

‹Ｚωꎬξ›１ω(σ)Ｚω ＼σꎬ　 ∂∗
σ ξ ＝∑

ω∈Γ
‹Ｚωꎬξ›(１－１ω(σ))Ｚω∪σꎬ

从而

∑
ω∈Γ

ａ２＃(ω ＼σ)１ω(σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝
∑
ω∈Γ

ａ２＃ω１ω(σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

ａ２＃σ

≤
∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

ａ２＃σ

＝‖ａＮξ‖２

ａ２＃σ < ＋∞ꎬ

∑
ω∈Γ

ａ２＃(ω∪σ)(１ － １ω(σ)) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
ω∈Γ

(１ － １ω(σ))ａ２＃(ω∪σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃σ

≤ ａ２＃σ‖ａＮξ‖２ < ＋∞ꎬ
表明∂σξꎬ∂∗

σ ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎮ 由 ξ∈Ｄｏｍ ａＮ 的任意性知ꎬ式(２.１５)成立ꎬＤｏｍ ａＮ 是∂σꎬ∂∗
σ 的不变子空间ꎮ 下证

Ｄｏｍ ａＮ 是 Γ￣ＱＢＮ 混合积{∂σ∂∗
τ ∂∗

τ ∂σꎻ σꎬτ∈Γ}的不变子空间ꎮ
实际上ꎬ对任意 σꎬτ∈Γꎬ任取 ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎬ由 Γ￣ＱＢＮ 混合积的有界性ꎬ有

∂σ∂∗
τ ξ＝ ∑

ω∈Γ
‹Ｚωꎬξ›１ω∪τ(σ)(１－１ω(τ))Ｚ(ω∪τ) ＼σꎮ

又由

ａ＃(ω∪τ) ＼σ(１－１ω(τ))１ω∪τ(σ)＝ ａ＃(((ω ＼σ)∪(σ ＼τ)∪(σ∩τ)∪(τ ＼σ)) ＼σ)(１－１ω(τ))１ω∪τ(σ)
＝ ａ＃(ω ＼σ)ａ＃(τ ＼σ)(１－１ω(τ))１ω∪τ(σ)
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＝ ａ＃(ω∪(τ ＼σ) ＼(σ ＼τ))(１－１ω(τ))１ω∪τ(σ)ꎬ
从而

∑
τ∈Γ

ａ２＃((ω∪τ) ＼σ)(１ － １ω(τ))１ω∪τ(σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
ω∈Γ

ａ２＃((ω∪τ) ＼σ)(１ － １ω(τ))１ω∪τ(σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

＝∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃(τ ＼σ) －２＃(σ ＼τ)

＝ａ２(＃(τ ＼σ) －＃(σ ＼τ))‖ａＮξ‖２ < ＋∞ꎮ
此外ꎬ

∂∗
τ ∂σξ ＝∑

ω∈Γ
‹Ｚωꎬξ›１ω(σ)(１ － １ω ＼σ(τ))Ｚ(ω ＼σ)∪τꎮ

又由

ａ＃(ω ＼σ∪τ)１ω(σ)(１－ １ω ＼σ(τ)) ＝ａ(ω∪τ) ＼(σ∪τ)１ω(σ)(１ － １ω ＼σ(τ))
＝ａ＃ωａ＃(τ ＼σ) －＃(σ ＼τ)１ω(σ)(１ － １ω ＼σ(τ))ꎬ

因此

∑ａ２＃(ω ＼σ)∪τ(１－１ω ＼σ(τ))１ω(σ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝∑
ω∈Γ

ａ２＃(ω ＼σ)ａ２＃τ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ ∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃(τ ＼σ) －２＃(σ ＼τ)

＝ａ２(＃(τ ＼σ) －＃(σ ＼τ))‖ａＮξ‖２ < ＋∞ꎬ
表明∂σ∂∗

τ ξꎬ ∂∗
τ ∂σξ∈Ｄｏｍ ａＮꎮ 由 ξ∈Ｄｏｍ ａＮ 的任意性知ꎬＤｏｍ ａＮ 是 Γ￣ＱＢＮ 不同型混合积{∂σ∂∗

τ ꎬ∂∗
τ ∂σꎻ

σꎬτ∈Γ}的不变子空间ꎮ
下一定理讨论幂计数算子 ａＮ 对于底数 ａ 的依赖性ꎮ 当{ａｎ} ｎ≥１⊂(０ꎬ１)且收敛于 ａ０<１ 时ꎬ幂计数算子

列{ａＮ
ｎ } ｎ≥１在 Ｌ２(Ｍ)上一致收敛于 ａＮ

０ ꎻ而当{ａｎ} ｎ≥１⊂(１ꎬ＋∞ )且收敛于 ａ０>１ 时ꎬ{ａＮ
ｎ } ｎ≥０在 Ｌ２(Ｍ)的某稠子

空间上强收敛于 ａＮ
０ ꎮ

定理 ２.６　 (１)设 ０<ａ０<１ꎬ数列{ａｎ} ｎ≥１⊂(０ꎬ１)且收敛于 ａ０ꎬ则对应的幂计数算子列{ａＮ
ｎ } ｎ≥１在 Ｌ２(Ｍ)

上依算子范数一致收敛于 ａＮ
０ ꎬ在此情况下ꎬ有

ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ａＮ
ｎ －ａＮ‖ｏｐ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
｜ ａｎ－ａ０ ｜ ＝ ０ꎮ (２.１６)

(２) 设 ａ０>１ꎬ设{ａｎ}⊂(１ꎬ＋∞ )且收敛于 ａ０ 的数列{ａｎ} ｎ≥１ꎬ则对应的幂计数算子列{ａＮ
ｎ } ｎ≥１在Ｌ２(Ｍ)

的稠子空间∩
＋∞

ｎ＝０
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ 上强收敛于 ａＮ
０ ꎬ即

ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ａＮ
ｎ ξ－ａＮ

０ ξ‖＝０ꎬ　 ∀ξ∈∩
＋∞

ｎ＝０
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ꎮ (２.１７)

(３) 对 ａ０ ＝ １ꎬ当{ａｎ} ｎ≥１单调递增收敛于 ａ０ 时ꎬ{ａＮ
ｎ } ｎ≥１一致收敛于 Ｉꎬ当{ａｎ} ｎ≥１单调递减收敛于 １ 时ꎬ

{ａＮ
ｎ } ｎ≥１强收敛于 Ｉꎮ
证明　 (１) 设ａ０∈(０ꎬ１)ꎬ数列{ａｎ} ｎ≥１⊂(０ꎬ１)且 ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝ ａ０ꎬ由定理 ２.４ꎬ幂计数算子列{ａＮ

ｎ ꎻ ｎ≥０}是

Ｌ２(Ｍ)上有界线性算子ꎬ对 ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ有

‖ａＮ
ｎ ξ－ａＮ

０ ξ‖２ ＝ ‖∑
ω∈Γ

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ ) ‹Ｚωꎬξ›Ｚω‖２

＝∑
ω∈Γ

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ ) ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ ２∑
ω∈Γ

ａ２＃ω
ｎ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＋ ２∑

ω∈Γ
ａ２＃ω

０ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ ４∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝ ４‖ξ‖２ < ＋∞ꎮ

由 ａｎ → ａ０ 知ｌｉｍ
ｎ→∞

ａ＃ω
ｎ ＝ａ＃ω

０ ꎬ ∀ω ∈ Γꎬ根据控制收敛定理ꎬｌｉｍ
ｎ→∞

‖ａＮ
ｎ ξ － ａＮ

０ ξ‖２ ＝ ０ꎮ 又有

‖(ａＮ
ｎ － ａＮ

０ )ξ‖２ ＝‖∑
ω≠⌀

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ )‹Ｚωꎬξ›Ｚω‖２

＝∑
ω≠⌀

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ ) ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２
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≤ ｓｕｐ
ｋ≥１

(ａｋ
ｎ － ａｋ

０) ２‖ξ‖２

＝ ｜ ａｎ －ａ０ ｜􀅰‖ξ‖２ꎬ
进而

ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ａＮ
ｎ －ａＮ

０ ‖ｏｐ≤ｌｉｍ
ｎ→∞

｜ ａｎ－ａ０ ｜ ＝ ０ꎮ (２.１８)

又因为‖ａＮ
ｎ －ａＮ

０ ‖ｏｐ≥‖(ａＮ
ｎ －ａＮ

０ )Ｚｋ‖＝ ｜ ａｎ－ａ０ ｜ ꎬ所以由定理 ２.４ꎬ在此情形下ꎬ算子列{ａＮ
ｎ ꎻｎ≥０}在 Ｌ２(Ｍ)上

一致收敛于 ａＮ
０ ꎮ

(２) 设 ａ０>１ꎬ数列{ａｎ} ｎ≥１⊂(１ꎬ＋∞ )且ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ ＝ａ０ꎬ {Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ꎻｎ≥０}是 Ｌ２(Ｍ)中一列稠密线性子空间ꎮ

记 ａ 为数列{ａｎ} ｎ≥０的上确界ꎬａ＝ ｓｕｐ{ａｎꎻｎ≥０}ꎬ则由定义 ２.１ 有∩
＋∞

ｎ＝０
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ＝Ｄｏｍ ａＮꎮ 实际上ꎬ由ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ ＝ａ０ꎬ

必有 ｋ０ 使 ａｋ０
＝ ｓｕｐ{ａｎꎻｎ≥０}􀰛ａꎬ此时ꎬ∩

＋∞

ｎ＝０
Ｄｏｍ ａｎ ＝Ｄｏｍ ａＮ

ｋ０
＝Ｄｏｍ ａＮꎬ 对∀ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎬ有

‖ａＮ
ｎ ξ－ａＮ

０ ξ‖２ ＝ ‖∑
ω∈Γ

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ )‹Ｚωꎬξ›Ｚω‖２

＝ ∑
ω∈Γꎬω≠⌀

(ａ＃ω
ｎ － ａ＃ω

０ ) ２ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ ２∑
ω∈Γ

ａ２＃ω
ｎ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＋ ２∑

ω∈Γ
ａ２＃ω

０ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ ４∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ＝ ４‖ａＮξ‖２ < ＋∞ꎬ

其中最后一个不等式成立是由于当 ａｎ>１ 时ꎬａ２＃ω
ｎ >１ꎬ∀ｎ≥１ꎬ ω∈Γꎮ 又由{ａｎ} ｎ≥１收敛于 ａ０ 知 ｌｉｍ

ｎ→∞
ａ＃ω
ｎ ＝ ａ＃ω

０ ꎬ

∀ω∈Γꎬ从而由控制收敛定理ꎬｌｉｍ
ｎ→∞

‖ａＮ
ｎ ξ－ａＮ

０ ξ‖２ ＝ ０ꎬ表明{ａＮ
ｎ ꎻｎ≥１}在 Ｌ２(Ｍ)的稠密子空间 Ｄｏｍ ａＮ 上强

收敛于 ａＮ
０ ꎮ

(３) 由(１)、(２)的证明易知(３)成立ꎮ
由定理 ２.４ 的(２)知ꎬ{Ｄｏｍ ａＮꎻａ>１}关于 ａ 是严格单调递减的ꎮ 下一定理讨论当 ａ>１ 时ꎬＮ 的 ａ 级幂计

数算子关于 ａ 的单调性和依赖性ꎮ
定理 ２.７　 设 ａ０>１ꎬ{ａｎ} ｎ≥１⊂(１ꎬ＋∞ )是单调序列ꎬ则有

(１) 若{ａｎ} ｎ≥１单调递增收敛于 ａ０ꎬ则{Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ꎻｎ≥０}是 Ｌ２(Ｍ)中严格单调递减的稠密子空间ꎬ幂级数

算子列{ａＮ
ｎ } ｎ≥１以 Ｄｏｍ ａＮ

０ 为核ꎬ即

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ＝∩

＋∞

ｎ＝１
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ⊃Ｄｏｍ ａＮ
０ ꎻ (２.１９)

(２) 若{ａｎ} ｎ≥１单调递减收敛于 ａ０ꎬ则{Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ꎻｎ≥０}是 Ｌ２(Ｍ)中严格单调递增的稠密子空间ꎬ幂级数

算子列{ａＮ
ｎ } ｎ≥１以 Ｄｏｍ ａＮ

１ 为核ꎬ即

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ＝∪

＋∞

ｎ＝１
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ⊂Ｄｏｍ ａＮ
０ ꎬ (２.２０)

其中“严格单调”是指若 １<ａ<ｂꎬ则 Ｄｏｍ ｂＮ⊂Ｄｏｍ ａＮ 且 Ｄｏｍ ｂＮ≠Ｄｏｍ ａＮꎮ
证明　 (１) 设{ａｎ} ｎ≥１单调递增收敛于 ａ０ꎬ则有

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω
ｎ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≤ ∑

ω∈Γ
ａ２＃ω
ｎ＋１ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≤ 􀆺≤ ∑

ω∈Γ
ａ２＃ω

０ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ꎬ　 ∀ｎ ≥ １ꎬ

从而

Ｄｏｍ ａＮ
０ ⊂􀆺⊂Ｄｏｍ ａＮ

ｎ＋１⊂Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ⊂􀆺⊂Ｄｏｍ ａＮ

１ ꎬ
说明{Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ꎻｎ≥１}是 Ｌ２(Ｍ)中一列单调递减的稠密子空间ꎬ且

Ｄｏｍ ａＮ
０ ⊂∩

＋∞

ｎ＝１
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ꎮ

(２) 设{ａｎ} ｎ≥１ 单调递减收敛于 ａ０ꎬ则有

∑
ω∈Γ

ａ２＃ω
ｎ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≥ ∑

ω∈Γ
ａ２＃ω
ｎ＋１ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ ≥ 􀆺≥ ∑

ω∈Γ
ａ２＃ω

０ ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ꎬ　 ∀ｎ ≥ １ꎬ

从而

Ｄｏｍ ａＮ
１ ⊂Ｄｏｍ ａＮ

２ ⊂􀆺⊂Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ⊂Ｄｏｍ ａＮ

ｎ＋１⊂􀆺⊂Ｄｏｍ ａＮ
０ ꎬ　 ∀ｎ≥１ꎬ
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即 {Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ꎻ ｎ≥１}是 Ｌ２(Ｍ)中一列单调递增的稠密子空间ꎬ且

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｄｏｍ ａＮ
ｎ ＝∪

＋∞

ｎ＝１
Ｄｏｍ ａＮ

ｎ ⊂Ｄｏｍ ａＮ
０ ꎮ

式(２.２０)得证ꎮ
下一定理应用 Γ￣ＱＢＮ 构造了幂计数算子的收敛序列ꎮ
定理 ２.８　 (１)设 ０<ａ<１ꎬ下列各序列在 Ｌ２(Ｍ)上一致收敛于 ａＮꎮ

{ａＮ－∂σｎ
ａＮꎬ ａＮ－∂∗

σｎ
∂σｎ

ａＮꎬ ａＮ－∂σｎ
ａＮ∂∗

σｎ
ꎬ ａＮ－∂∗

τ ∂σｎ
ａＮꎬ

ａＮ－∂σｎ
∂∗
τ ａＮꎬ ａＮ－∂σｎ

ａＮ∂∗
τ ꎬ ａＮ－ａＮ∂τ∂∗

σｎ
ꎬ ａＮ－ａＮ∂∗

σｎ
∂τ} ｎ≥１ꎮ

(２) 设 ａ>１ꎬ则下列各序列在 Ｄｏｍ ａＮ 上强收敛于 ａＮꎮ
{ａＮ－ａＮ∂σｎ

ꎬ ａＮ－∂∗
σｎ
ａＮ∂σ ｎꎬ ａＮ－∂∗

τ ａＮ∂σ ｎꎬ ａＮ－ａＮ∂σ ｎ∂∗
τ ꎬ ａＮ－ａＮ∂∗

τ ∂σｎ
} ｎ≥１ꎬ

这里对任意 ｎ≥０ꎬσｎ ＝{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ τ∈Γꎮ
证明　 针对不同范围的 ａꎬ采用不同的量来控制相应向量范数:当 ０<ａ≤１ 时ꎬ用‖ξ‖２ 进行估计ꎻ而当

ａ>１ 时ꎬ用‖ａＮξ‖２ 进行估计ꎮ 为证定理 ２.８(１)、(２)中各序列一致收敛或强收敛于 ａＮꎬ只需证明各序列与

ａＮ 之差相应地收敛于 Ｏꎮ
(１) 设 ０<ａ<１ꎬａＮ 是 Ｌ２(Ｍ)上有界线性算子ꎬ对任意 ｎ≥０ꎬ任取 ξ∈Ｌ２(Ｍ)ꎬ对(１)中各算子与 ａＮ 之差

作用于 ξꎬ有

‖∂σｎ
ａＮξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃ω１ω(σｎ) ≤ ａ２＃σｎ‖ξ‖２ ＝ａ２(ｎ＋１)‖ξ‖２ꎬ

‖∂∗
σｎ
∂σ ｎａＮξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃ω１ω(σｎ) ≤ ａ２＃σｎ‖ξ‖２ ＝ａ２(ｎ＋１)‖ξ‖２ꎬ

‖∂σｎ
ａＮ∂∗

σｎ
ξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２(１ － １ω(σｎ))ａ２＃(ω∪σｎ) ≤ ａ２(ｎ＋１)‖ａＮξ‖２ꎬ

‖∂∗
τ ∂σｎ

ａＮξ‖２ ＝∑
ω∈Γ

ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２１ω(σｎ)(１ － １ω ＼σｎ
(τ)) ≤ ａ２(ｎ＋１)‖ξ‖２ꎬ

‖∂σｎ
∂∗
τ ａＮξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃ω(１ － １ω(τ))１ω∪τ(σｎ) ≤ ａ２(ｎ＋１)

ａ２＃τ ‖ξ‖２ꎬ

‖∂σｎ
ａＮ∂∗

τ ξ‖２ ＝∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２(１ － １ω(τ))１ω∪τ(σｎ)ａ２＃(ω∪τ) ≤ ａ２＃τａ２(ｎ＋１)‖ξ‖２ꎬ

‖ａＮ∂τ∂∗
σｎ
ξ‖２ ＝ａ２＃(ω∪σｎ) ＼τ∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２(１ － １ω(σｎ))１ω∪σｎ

(τ) ≤ ａ２(ｎ＋１)

ａ２＃τ ‖ξ‖２ꎬ

‖ａＮ∂∗
σｎ
∂τξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２１ω(τ)(１ － １ω ＼τ(σｎ))ａ２＃ω(ω ＼τ)∪σｎ ≤ ａ２(ｎ＋１)‖ξ‖２ꎮ

可得各算子有如下估计:
‖∂σｎ

ａＮ‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎬ　 ‖∂∗
σｎ
∂σ ｎａＮ‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎻ

‖∂σｎ
ａＮ∂∗

σｎ
‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎬ　 ‖∂∗

τ ∂σｎ
ａＮ‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎻ

‖∂σｎ
∂∗
τ ａＮ‖ｏｐ≤

ａ２(ｎ＋１)

ａ２＃τ ꎬ　 ‖ａＮ∂τ∂∗
σｎ
‖ｏｐ≤

ａ２(ｎ＋１)

ａ２＃τ ꎻ

‖∂σｎ
ａＮ∂∗

τ ‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎬ　 ‖ａＮ∂∗
σｎ
∂τ‖ｏｐ≤ａｎ＋１ꎮ

由 ０<ａ<１ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ以上各式右端极限为 ０ꎬ表明左端各式算子列范数以 ０ 为极限ꎮ 由有界性知ꎬ定理 ２.８
(１)中各算子列在 Ｌ２(Ｍ)上一致收敛于 ａＮꎮ

(２) 设 ａ≥１ꎬ由于 Ｄｏｍ ａＮ 是 Γ￣ＱＢＮ 的不变子空间ꎬ任取 ξ∈Ｄｏｍ ａＮꎬ对定理 ２.８(２)中各算子与 ａＮ 之

差作用于 ξꎬ有

‖ａＮ∂σｎ
ξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
１ω(σｎ)ａ２＃(ω ＼σｎ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

＝ １
ａ２＃σｎ

∑
ω∈Γ

１ω(σｎ)ａ２＃ω ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２

≤ １
ａ２＃σｎ

∑
ω∈Γ

｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃ω ＝ １
ａ２(ｎ＋１)‖ａＮξ‖２ꎬ (２.２１)
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‖∂∗
σｎ
ａＮ∂σｎ

ξ‖２ ≤ １
ａ２(ｎ ＋ １)

‖ａＮξ‖２ꎬ (２.２２)

‖∂∗
τ ａＮ∂σｎ

ξ‖２ ＝∑
ω∈Γ

１ω(σｎ)(１ － １ω ＼σｎ
(τ)) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃(ω ＼σｎ) ≤ ａ２＃τ

ａ２(ｎ＋１)‖ａＮξ‖２ꎬ (２.２３)

‖ａＮ∂σｎ
∂∗
τ ξ‖２ ＝∑

ω∈Γ
(１ － １ω(τ))１ω∪τ(σｎ) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃(ω∪τ) ＼σｎ

≤ ａ２＃τ

ａ２＃σｎ
‖ａＮξ‖２ ＝ ａ２＃τ

ａ２(ｎ＋１)‖ａＮξ‖２ꎬ (２.２４)

‖ａＮ∂∗
τ ∂σｎ

ξ‖２ ＝∑
ω∈Γ

１ω(σｎ)(１ － １ω ＼σｎ
(τ)) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃(ω ＼σｎ)∪τ

＝ ａ２＃τ

ａ２＃σｎ
∑
ω∈Γ

１ω(σｎ)(１ － １ω ＼σｎ
(τ)) ｜ ‹Ｚωꎬξ› ｜ ２ａ２＃ω

≤ ａ２＃τ

ａ２(ｎ＋１)‖ａＮξ‖２ꎮ (２.２５)

当 ξ∈ Ｄｏｍ ａＮ 给定时ꎬ式(２.２１)—(２.２５) 右端被某常数乘以
１

ａ２(ｎ＋１)
控制ꎬ其中 ａ > １ꎬ则ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ａ２(ｎ＋１)

＝ ０ꎬ

由此可知式(２.２１)—(２.２５) 左端收敛于 ０ꎬ即相应各算子在 Ｄｏｍ ａＮ 上强收敛于 ａＮꎮ
注 ３　 这里 ａＮ 与 Γ￣ＱＢＮ 混合积复合列的一致收敛性与 Γ￣ＱＢＮ 的顺序有密切关系ꎬ其中的增生、湮灭

顺序一般不可交换ꎬ如 ‖∂∗
σｎ
∂σｎ

ａＮ‖ｏｐ → Ｏꎬ但 ‖∂σｎ
∂∗
σｎ
ａＮ‖ｏｐ ＝ １ →/ Ｏꎮ
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