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ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子及其应用

杜文胜
(郑州大学商学院ꎬ 河南 郑州 ４５０００１)

摘要:针对 ｑ￣阶正交模糊多属性决策问题ꎬ给出基于 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的信息融合方法以及应用ꎮ 讨论 ｑ￣阶正交

模糊自对偶聚合算子的幂等性、单调性、有界性ꎮ 研究了该算子的极限情形ꎬ并利用加权幂平均函数的单调性给出该算子更

为精确的边界刻画ꎮ 提出 ｑ￣阶正交模糊环境下基于该聚合算子的多属性决策方法ꎬ通过体育赛事举办地的选取说明该方法

的可行性与有效性ꎮ 通过不同的参数取值对排序结果的影响并与其他聚合算子进行比较ꎬ说明本研究方法的稳定性及计算
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０　 引言

由于现代社会决策问题存在复杂性与不确定性ꎬ因此决策理论应运而生ꎮ Ｚａｄｅｈ[１]提出了处理不确定

性的模糊集理论ꎮ Ａｔａｎａｓｓｏｖ[２]引入了直觉模糊集理论ꎬ该理论同时给出了隶属度和非隶属度 ２ 种信息ꎬ分
别表示支持和反对的程度ꎮ 之后ꎬＹａｇｅｒ 等[３]提出了 Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ 模糊集ꎬ将直觉模糊集中隶属度与非隶属

度之和小于等于 １这一限制条件扩展到其平方和小于等于 １ꎮ Ｙａｇｅｒ[４]提出了 ｑ￣阶正交模糊集ꎬ将约束条件

进一步放松为隶属度与非隶属度的 ｑ 次方之和不大于 １ (这里 ｑ≥１)ꎬ从而更好满足不同偏好倾向的

赋值[５￣６]ꎮ
聚合算子是通过信息间的运算进行信息集结的有效工具ꎮ 利用聚合算子可以将多源信息融合为一项复
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合信息ꎬ便于之后对方案排序或选取最优方案ꎮ ｑ￣阶正交模糊信息的聚合是 ｑ￣阶正交模糊集理论的重要组

成部分ꎬ相关研究引起学者的广泛关注[７￣１０]ꎮ 基于代数运算ꎬＬｉｕ 等[１１]提出了 ｑ￣阶正交模糊信息的加权算术

平均和加权几何平均算子ꎮ 考虑到指标间的依存关系ꎬＷｅｉ 等[１２]提出了 ｑ￣阶正交模糊数的 Ｈｅｒｏｎｉａｎ 平均算

子ꎮ Ｌｉｕ 等[１３]引入了 ｑ￣阶正交模糊数的 Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ 平均算子ꎬ可以进行属性值间的交互ꎮ 相应地ꎬＬｉｕ 等[１４]

提出了基于 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅａｎ 三角模运算的 Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ 平均算子ꎮ
在文献[４]中ꎬＹａｇｅｒ 给出了根据聚合算子及其对偶构造 ｑ￣阶正交模糊聚合算子的基本范式ꎬ利用聚合

算子和对偶算子对隶属度和非隶属度分别进行聚合ꎬ这种方式可以保证运算结果依然为 ｑ￣阶正交模糊数ꎮ
文献[１１]提出的 ２种算子均可以看作由加权几何平均聚合算子生成ꎮ 针对 Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ 模糊信息ꎬ文献[１５￣
１６]提出了分别考虑隶属度和非隶属度信息的聚合算子ꎮ 次幂为 ｑ 的加权幂平均算子及其对偶具有相同的

聚合形式ꎬ这是区别于其他聚合算子的显著特点ꎬ因此ꎬ用该算子聚合 ｑ￣阶正交模糊信息实际上只需要一种

聚合函数ꎬ但目前尚未深入研究该算子的性质及其应用ꎮ
本文考虑 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子ꎬ该算子对隶属度和非隶属度信息分别予以处理ꎬ研究该算子

的各种性质ꎬ尤其是给出了该算子精确的边界刻画ꎬ提出 ｑ￣阶正交模糊环境下基于该算子的多属性决策方

法ꎬ并给出其在体育赛事举办地选取中的应用ꎮ

１　 预备知识

定义 １[４] 　 设 Ｘ 为非空集合ꎬＡ 为定义在 Ｘ 上的 ｑ￣阶正交模糊集ꎬ其表达式为

Ａ＝{‹ｘꎬｕＡ(ｘ)ꎬνＡ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬ (１)
其中 ｕＡ(ｘ)和 νＡ(ｘ)分别表示元素 ｘ 属于集合 Ｘ 的隶属度和非隶属度ꎬ并且满足 ０≤ｕＡ(ｘ)≤１ꎬ０≤νＡ(ｘ)≤１
以及 ０≤ｕｑ

Ａ(ｘ)＋νｑ
Ａ(ｘ)≤１ (ｑ≥１)ꎮ

图 １　 不同类型模糊数的隶属度空间
Ｆｉｇ. １　 Ｓｐａｃｅｓ ｏｆ ｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐ ｄｅｇｒｅｅｓ

ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓ

　 　 记 α ＝ (ｕꎬν)为 ｑ￣阶正交模糊数ꎬ即 ｕ、ｖ 满足 ０≤ｕꎬ
ｖ≤１ꎬ ｕｑ＋νｑ≤１ꎮ 显然ꎬｑ￣阶正交模糊数的隶属度空间的

大小随着参数 ｑ 的增大而增大ꎮ 特殊地ꎬ当 ｑ ＝ １ 时ꎬα 退

化为直觉模糊数ꎻ当 ｑ ＝ ２ 时ꎬα 退化为Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ模糊

数ꎮ 直觉模糊数、Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ 模糊数、ｑ￣阶正交模糊数的

隶属度空间分别为 ｕＯｖ 平面内 ｕ ＋ ν≤１、 ｕ２ ＋ ν２≤１、
ｕｑ＋νｑ≤１的部分ꎬ如图 １所示ꎮ

ｑ￣阶正交模糊数之间的序关系≥如下确定ꎮ
定义 ２[４] 　 设 α＝(ｕ１ꎬν１)和 β ＝ (ｕ２ꎬν２)为 ２ 个 ｑ￣阶

正交模糊数ꎬ则
α≥β⇔ｕ１≥ｕ２ꎬ　 ν１≤ν２ꎮ

定义 ３[１７] 　 设映射 φ:[０ꎬ１] ｎ→[０ꎬ１]ꎬ则称 φ 为

[０ꎬ １] ｎ上的聚合算子ꎬ若满足:(１)φ(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０)＝ ０ꎻ (２)φ(１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１)＝ １ꎻ(３) φ(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)≥φ(ｂ１ꎬｂ２ꎬ
􀆺ꎬｂｎ)ꎬ 其中 ａｉ≥ｂｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

定义 ４[１７] 　 称映射 ϕ:[０ꎬ１] ｎ→[０ꎬ１]为聚合算子 φ 关于模糊否定算子 Ｎ 的对偶聚合算子ꎬ若
ϕ(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)＝ Ｎ(φ(Ｎ(ａ１)ꎬＮ(ａ２)ꎬ􀆺ꎬＮ(ａｎ)))ꎬ (２)

其中 Ｎ 满足:(１) Ｎ(０)＝ １ꎻ (２) Ｎ(１)＝ ０ꎻ (３) Ｎ(ａ)≥Ｎ(ｂ)ꎬ若 ０≤ａ≤ｂ≤１ꎮ
进一步地ꎬ若 φ(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)＝ ϕ(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)ꎬ则称聚合算子 ϕ 为自对偶的ꎮ

２　 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子及其性质

本章首先给出 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的构造方式ꎬ并讨论其幂等性、单调性、有界性等性质ꎮ
定义 ５[４] 　 设 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为一组 ｑ￣阶正交模糊数ꎬφ 为聚合算子ꎬ构造映射 σ:ψｎ→ψꎬ
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σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝ (φ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ)ꎬϕ(ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ))ꎬ (３)
其中 ψ 为所有 ｑ￣阶正交模糊数的集合ꎬ则称 σ 为由 φ 及其对偶 ϕ 所诱导的 ｑ￣阶正交模糊聚合算子ꎮ

考虑次幂和阶数相等的加权幂平均聚合算子[１８]ꎬ即 φ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)＝
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｘｑ

ｉ ꎬ以及 ｑ￣阶正交模糊数

自然的模糊否定算子 Ｎ(ｘ)＝
ｑ
１－ｘｑ ꎬ其中 ｘꎬｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ ｗ＝ (ｗ１ꎬｗ２ꎬ􀆺ꎬｗｎ) Ｔ 为属性权重向量ꎬ即满足ｗｉ∈

[０ꎬ１]和∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉ ＝ １ꎬ则由式(３)诱导的聚合算子为

σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ꎬ
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ

ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (４)

可以验证该聚合算子为自对偶的ꎬ并且计算结果仍为 ｑ￣阶正交模糊数ꎮ 具体地ꎬ由于 αｉ ＝ (ｕｉꎬｖｉ)为 ｑ￣

阶正交模糊数ꎬ即 ｕｑ
ｉ ＋ｖｑ

ｉ≤１ꎬ进而∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ

ｉ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉ(ｕｑ

ｉ ＋ ｖｑ
ｉ ) ≤∑

ｎ

ｉ ＝１
ｗｉ ＝ １ꎮ

当 ｑ＝ １时ꎬ式(４)化为直觉模糊自对偶算子[１９] σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｉꎬ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｉ( ) ꎻ 当 ｑ ＝ ２ 时ꎬ式

(４)化为 Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ 模糊自对偶算子[１５]σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕ２ｉ ꎬ ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

接下来探讨该聚合算子的性质ꎮ
定理 １ (幂等性) 　 令 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为一组 ｑ￣阶正交模糊数ꎬ若不论 ｉ 取何值ꎬ均有 ｕｉ ＝ ｕꎬ

ｖｉ ＝ ｖ 成立ꎬ则
σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝ (ｕꎬｖ)ꎮ

定理 ２ (单调性) 　 令 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)和 βｉ ＝(ｓｉꎬｔｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为 ２组 ｑ￣阶正交模糊数ꎬ
若不论 ｉ 取何值ꎬ均有 ｕｉ≤ｓｉꎬ ｖｉ≥ｔｉ 成立ꎬ则

σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)≤σ(β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎ)ꎮ
定理 ３ (有界性) 　 设 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为一组 ｑ￣阶正交模糊数ꎬ则

ｍｉｎ{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ}≤σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)≤ｍａｘ{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ}ꎮ (５)
证明　 记 ｍａｘ{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ} ＝(ｕꎬｖ)ꎬ即 ｕｉ≤ｕꎬｖｉ≥ｖ 对任意 ｉ 成立ꎬ则有

σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)＝
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ꎬ
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ

ｉ
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è
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ø
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ｑ

∑
ｎ
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ｗｉｕｑ ꎬ

ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ
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ø
÷ ＝(ｕꎬｖ)ꎬ

即 σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)≤ｍａｘ{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ}ꎮ 类似地ꎬ可得 σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)≥ｍｉｎ{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ}ꎮ
下 面 考 虑 该 算 子 当 ｑ → ∞ 时 的 极 限 情 况ꎬ 此 时 有 ｌｉｍ

ｑ→∞
σ ( α１ꎬ α２ꎬ 􀆺ꎬ αｎ ) ＝

ｌｉｍ
ｑ→∞

ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ꎬｌｉｍｑ→∞

ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ

ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(ｍａｘ{ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ}ꎬｍａｘ{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ})ꎮ

事实上ꎬ为了方便起见ꎬ记 ｕｊ ＝ｍａｘ{ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ}ꎬ则
ｑ ｗｊ ｕｊ ＝

ｑ
ｗｊｕｑ

ｊ ≤
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ≤
ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｗｉｕｑ

ｊ ＝ｕｊꎮ 另

外ꎬ若 ｗｊ≠０ꎬ则ｌｉｍ
ｑ→∞

ｑ ｗｊ ｕｊ ＝ｕｊꎮ 根据两边夹法则ꎬ有ｌｉｍ
ｑ→∞

ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｑ

ｉ ＝ｕｊ ＝ｍａｘ{ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ}ꎮ

类似地ꎬ有ｌｉｍ
ｑ→∞

ｑ

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｑ

ｉ ＝ｍａｘ{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}成立ꎮ

另外ꎬ考虑到幂平均算子是关于次幂的递增函数[１８]ꎬ因此

(∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｕｉꎬ ｍａｘ{ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ} )≤σ(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ)≤ (ｍａｘ{ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｎ}ꎬ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｗｉｖｉ )ꎮ (６)

与式(５)相比ꎬ式(６)是对 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的有界性更精确的刻画ꎮ
进一步地ꎬ若 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ) ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)恰为 ｑ０￣阶正交模糊数ꎬ即对任意 ｑ<ｑ０ꎬ都存在 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

使得 αｉ 不为 ｑ￣阶正交模糊数ꎬ则式(６)变为
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３　 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的应用步骤

设 ｑ￣阶正交模糊环境下ꎬ候选方案集为 Ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｍ)ꎬ属性集为 Ｃ＝(ｃ１ꎬｃ２ꎬ􀆺ꎬｃｎ)ꎬ权重向量为 ｗ＝
(ｗ１ꎬｗ２ꎬ􀆺ꎬｗｎ) Ｔꎮ 同时ꎬ决策矩阵为 Ｍ＝(αｉｊ)ｍ×ｎꎬ其中 αｉｊ ＝(ｕｉｊꎬｖｉｊ)ꎬｕｉｊ和 ｖｉｊ分别表示方案 ｘｉ 关于属性 ｃｊ 的

隶属度和非隶属度ꎬ满足 ｕｉｊꎬｖｉｊ∈[０ꎬ１]且 ｕｑ
ｉｊ＋ｖｑ

ｉｊ≤１ꎮ
接下来给出基于 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的多属性决策步骤ꎮ
步骤 １　 标准化决策矩阵ꎮ 属性包括效益型和成本型ꎬ对于成本型属性的矩阵ꎬ须要进行标准化处理ꎬ

而对于效益型属性ꎬ则无须处理ꎮ 执行如下标准化操作:令 αｉｊ ＝(ｕｉｊꎬｖｉｊ)ꎬ α′ｉｊ ＝(ｖｉｊꎬｕｉｊ)ꎬＩ１ 表示效益型属性ꎬ
Ｉ２ 表示成本型属性ꎬ则标准化后的属性值为

αｉｊ≜(ｕｉｊꎬｖｉｊ)＝
αｉｊꎬ　 Ｕｉ∈Ｉ１ꎬ

α′ｉｊꎬ　 Ｕｉ∈Ｉ２ꎮ
{ (７)

步骤 ２　 根据决策矩阵ꎬ并利用式(４)计算各个候选方案的聚合信息:

αｉ ＝σ(αｉ１ꎬαｉ２ꎬ􀆺ꎬαｉｎ)＝
ｑ

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｗｊｕｑ

ｉｊ ꎬ
ｑ

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｗｊｖｑ

ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (８)

步骤 ３　 由于 ｑ￣阶正交模糊数间的序关系≥不为全序ꎬ为比较步骤 ２计算的聚合结果ꎬ须要计算每个方

案的得分和精确度ꎮ
设 αｉ ＝(ｕｉꎬｖｉ)ꎬ关于 αｉ 的得分函数为

Ｓ(αｉ)＝ ｕｑ
ｉ －ｖｑ

ｉ ꎬ (９)
关于 αｉ 的精确函数为

Ｈ(αｉ)＝ ｕｑ
ｉ ＋ｖｑ

ｉ ꎬ (１０)
因此ꎬｑ￣阶正交模糊数 αｉ 的得分和精确度分别为

Ｓ(αｉ)＝ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ｗｊ(ｕｑ

ｉｊ－ｖｑ
ｉｊ)ꎬ (１１)

Ｈ(αｉ)＝ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ｗｊ(ｕｑ

ｉｊ＋ｖｑ
ｉｊ)ꎮ (１２)

步骤 ４　 　 根据步骤 ３中得到的得分和精确度进行综合排序ꎬ选出最佳方案ꎮ 具体地ꎬ对于任意 ２ 个 ｑ￣
阶正交模糊数 αｉ 和 αｊꎬ有:(１) 若 Ｓ(αｉ) >Ｓ(αｊ)ꎬ则 αｉ≻αｊꎻ(２) 若 Ｓ(αｉ)＝ Ｓ(αｊ)ꎬ进一步地ꎬ若 Ｈ(αｉ) >
Ｈ(αｊ)ꎬ则 αｉ≻αｊꎻ若 Ｈ(αｉ)＝ Ｈ(αｊ)ꎬ则 αｉ ＝αｊꎮ

根据以上步骤可以对候选方案进行排序和选取最优候选方案ꎮ
下面给出基于该算子的 ｑ￣阶正交模糊多属性决策算法ꎮ
算法 １　 基于 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的多属性决策算法ꎮ
输入　 ｑ￣阶正交模糊决策矩阵以及属性权重ꎻ
输出　 候选方案排序 /最优候选方案ꎮ
步骤 １　 根据式(７)标准化决策矩阵ꎻ
步骤 ２　 根据式(８)聚合各候选方案ꎻ
步骤 ３　 根据式(９)、(１０)计算各候选的得分和精确度ꎻ
步骤 ４　 根据聚合结果的排序ꎬ给出候选方案的综合排序ꎬ选择最佳方案ꎮ
该算法的核心为步骤 ２ꎬ须要计算每个候选方案的聚合结果ꎬ即分别计算候选方案关于各属性的隶属度

信息和非隶属度信息的加权幂平均ꎬ因此该算法的计算复杂度为 Ｏ(ｍｎ)ꎮ

４　 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的应用案例

本章通过体育赛事举办地的选取说明决策方法的可行性和稳定性ꎬ并与已有聚合算子进行对比分析ꎮ
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随着乡村振兴工作的全面推进ꎬ乡村体育迎来良好的发展机遇ꎬ逐步探索出“体育搭台ꎬ经济唱戏”等发

展路径ꎬ推动体育产业与乡村振兴深度融合ꎬ赋能乡村振兴ꎬ带动乡村高质量发展ꎮ 推动群众体育运动的发

展ꎬ激发全民运动的热情ꎬ某省体育协会举办年度村级篮球联赛ꎬ其中决赛在某村镇进行ꎮ 现有 ｘ１、ｘ２、ｘ３ 村
镇政府表示可以举办决赛赛事ꎬ影响赛事举办的 ４ 个因素是公众意愿 ｃ１、物资保障 ｃ２、办赛经验 ｃ３、技术支

撑 ｃ４ꎬ对应的属性权重向量为 ｗ＝(０.３ꎬ０.４ꎬ０.２ꎬ０.１) Ｔꎮ 针对现有信息ꎬ将 ３个村镇在 ４个指标上的评价信息

用 ｑ￣阶正交模糊决策矩阵表示ꎬ结果见表 １ꎮ 根据决策矩阵ꎬ选取最适宜举办决赛赛事的村镇ꎮ
表 １　 候选方案在各指标上的评价信息

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｆｏｕｒ ａｔｔｒｉｂｕｔｅｓ
村镇 ｃ１ ｃ２ ｃ３ ｃ４
ｘ１ (０.５ꎬ０.３) (０.３ꎬ０.６) (０.４ꎬ０.５) (０.４ꎬ０.１)
ｘ２ (０.３ꎬ０.５) (０.５ꎬ０.２) (０.５ꎬ０.３) (０.６ꎬ０.３)
ｘ３ (０.３ꎬ０.４) (０.２ꎬ０.７) (０.３ꎬ０.６) (０.４ꎬ０.４)

４.１　 决策步骤

采用第 ３章中介绍的方法给出决策的具体过程如下:
步骤 １　 表 １矩阵中的属性均为效益型ꎬ因此决策矩阵无须进行标准化ꎮ
步骤 ２ 　 计 算 村 镇 ｘ１ 的 聚 合 信 息ꎬ 如 取 ｑ ＝ ２ꎬ 据 式 ( ８ ) 得 α１ ＝ σ ( α１１ꎬ α１２ꎬ α１３ꎬ α１４ ) ＝

∑
４

ｉ ＝１
ｗｉｕ２１ｉ ꎬ ∑

４

ｉ ＝１
ｗｉｖ２１ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(０.３９８ ７ꎬ０.４７１ ２)ꎮ

同理可得 α２ ＝(０.４６１ ５ꎬ０.３４３ ５)和 α３ ＝(０.２７７ ５ꎬ０.５７６ ２)ꎮ
步骤 ３　 计算各村镇的得分ꎬ由式(９)可得 Ｓ(α１)＝ ０.３９８ ７２ －０.４７１ ２２ ＝ －０.０６３ ０ꎮ 同理可得 Ｓ(α２)＝

０.０９５ ０和 Ｓ(α３)＝ －０.２５５ ０ꎮ 另外有 Ｈ(α１)＝ ０.３８１ ０ꎬ Ｈ(α２)＝ ０.３３１ ０和 Ｈ(α３)＝ ０.４０９ ０ꎮ
步骤 ４　 由此可知 Ｓ(α２)>Ｓ(α１)>Ｓ(α３)ꎬ进而有 α２≻α１≻α３ꎬ则村镇间的排序为 ｘ２≻ｘ１≻ｘ３ꎬ即得最优

方案为村镇 ｘ２ꎮ
４.２　 参数对决策结果的影响

由式(８)可知ꎬ参数 ｑ 的取值会对该算子的聚合结果产生一定影响ꎬ因此ꎬ本节采用控制变量法ꎬ令除 ｑ
以外的其他参数保持不变ꎬ以此说明 ｑ 的取值变化对聚合结果产生的影响ꎮ

因为决策矩阵中的每个值均可看作直觉模糊数ꎬ即 ｑ＝ １ꎬ所以本例中可取 ｑ≥１ꎮ 令 ｑ∈[１ꎬ１０]ꎬ得到各

村镇关于 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的相应得分函数如图 ２所示ꎮ

图 ２　 候选方案关于自对偶聚合算子中参数 ｑ 的得分函数
Ｆｉｇ.２　 Ｓｃｏｒｅｓ ｏｆ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｌｆ￣ｄｕａｌ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ

　 　 由图 ２可以看出ꎬ３个村镇的得分函数随着 ｑ 的变化发生改变ꎬ但始终保持 ｘ２≻ｘ１≻ｘ３ 成立ꎬ即最优方

案总为村镇 ｘ２ꎬ由此说明该决策方法的稳定性ꎮ 具体来说:一方面ꎬｘ１ 的得分函数随 ｑ 的增大先减小后增

大ꎬｘ２ 的得分函数随 ｑ 的增大而减小ꎬｘ３ 的得分函数随 ｑ 的增大而增大ꎻ另一方面ꎬ３个村镇的得分函数之差

随着 ｑ 的增大而不断减小ꎮ 特殊地ꎬ当 ｑ 取值接近 １０ 时ꎬ三者的得分函数均趋近于 ０ꎮ 若决策者要求村镇

间具有较高的区分度ꎬ那么可以取一个相对较小的 ｑ 值ꎬ如取 ｑ∈[１ꎬ３]ꎮ
４.３　 对比分析

为了说明 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的特点ꎬ将基于该算子的多属性决策方法与文献[１０]中的基于
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ｑ￣阶正交模糊 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 加权平均算子的多属性决策方法、文献[１１]中的基于 ｑ￣阶正交模糊加权平均算子的

多属性决策方法、文献[１２]中的基于 ｑ￣阶正交模糊 Ｈｅｒｏｎｉａｎ 平均算子的多属性决策方法、文献[１３]中的基

于 ｑ￣阶正交模糊 Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ 平均算子的多属性决策方法以及文献[２０]中的基于 ｑ￣阶正交模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加
权平均算子的多属性决策方法相比较ꎮ 根据各种决策方法所得的得分函数与综合排序如表 ２所示ꎮ

表 ２　 候选方案基于不同聚合算子的得分函数与综合排序
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｃｏｒｅｓ ａｎｄ ｒａｎｋｉｎｇｓ ｏｆ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｓ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ

多属性决策方法 得分函数 综合排序

　 基于 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子的决策
方法(ｑ＝ ２)

Ｓ(α１)＝ －０.０６３ ０ꎬ Ｓ(α２)＝ ０.０９５ ０ꎬ Ｓ(α３)＝ －０.２５５ ０ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 基于 ｑ￣阶正交模糊 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 加权平均算子
的决策方法(ｑ＝ ２) [１０]

Ｓ(α１)＝ －０.０００ ４ꎬ Ｓ(α２)＝ ０.１２４ ８ꎬ Ｓ(α３)＝ －０.２２４ ０ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 基于 ｑ￣阶正交模糊加权平均算子的决策
方法(ｑ＝ ２) [１１]

Ｓ(α１)＝ ０.００７ ４ꎬ Ｓ(α２)＝ ０.１２９ ３ꎬ Ｓ(α３)＝ －０.２１６ ７ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 基于 ｑ￣阶正交模糊加权 Ｈｅｒｏｎｉａｎ 平均算子
的决策方法(ｓ＝ ｔ＝ １ꎬｑ＝ ２) [１２]

Ｓ(α１)＝ －０.１６８ ３ꎬ Ｓ(α２)＝ ０.００６ ８ꎬ Ｓ(α３)＝ －０.３５８ １ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 基于 ｑ￣阶正交模糊加权 Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ 平均算子
的决策方法[１３] Ｓ(α１)＝ －０.４６４ ５ꎬ Ｓ(α２)＝ －０.３９４ ７ꎬＳ(α３)＝ －０.６３２ ４ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 基于 ｑ￣阶正交模糊 Ｈａｍａｃｈｅｒ 加权平均算子
的决策方法(γ＝ ３ꎬｑ＝ ２) [２０]

Ｓ(α１)＝ －０.００４ ０ꎬ Ｓ(α２)＝ ０.１２２ ０ꎬ Ｓ(α３)＝ －０.２２７ ３ ｘ２≻ｘ１≻ｘ３

　 　 根据表 ２可知ꎬ本文方法与其他方法得到的综合排序均为 ｘ２≻ｘ１≻ｘ３ꎬ说明了本文方法的合理性ꎮ 这些

聚合算子具有类似特征:文献[１０￣１１ꎬ２０]的决策方法基于变量之间的不同运算将权重信息带入聚合算子ꎻ文
献[１２]的决策方法可以处理多个变量之间的相关关系ꎻ文献[１３]的决策方法则能够表示两两变量之间的相

关关系ꎮ 本文提出的 ｑ￣阶正交模糊自对偶聚合算子则通过计算隶属度和非隶属度的加权 ｑ 次幂平均进行

信息聚合ꎮ 同其他方法相比ꎬ本文提出的方法也具有一定的可行性与有效性ꎮ 另外ꎬｑ￣阶正交模糊自对偶聚

合算子利用式(８)进行信息聚合ꎬ而其他算子的聚合方式更为复杂ꎬ因此ꎬ本文采用的聚合算子计算过程非

常简洁ꎬ可以极大地减少运算量ꎬ提高决策效率ꎮ

５　 结语

本文在 ｑ￣阶正交模糊隶属度空间上定义了自对偶聚合算子ꎬ其中加权幂平均算子的幂恰为正交模糊数

的阶数且模糊否定算子为 ｑ￣阶正交模糊数的补运算ꎬ证明了该算子具有幂等性、单调性、有界性等性质ꎬ并
利用加权幂平均算子关于次幂的单调性给出该算子更加精确的边界刻画ꎬ给出了基于该算子的 ｑ￣阶正交模

糊多属性决策方法ꎮ 以赛事举办地选取实例说明了该方法的有效性ꎬ含有的参数展现算子灵活性ꎬ通过参数

ｑ 取值的变化表明了该方法的稳定性ꎬ利用对比分析表明其合理性ꎬ同时该方法具有明显的计算简洁的特

点ꎬ编程实现更加容易ꎮ
值得注意的是ꎬ在自对偶聚合算子中固定了幂平均算子的次幂ꎬ在一定程度上限制了聚合算子的灵活

性ꎬ因此之后将继续研究 ｑ￣阶正交模糊数的新型聚合算子ꎮ
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