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Ｓ￣超格理想的相关性质

刘妮ꎬ崔盼盼
(陕西师范大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１１９)

摘要:本文对 Ｓ￣超格理想的性质进行了探究ꎮ 证明了两个 Ｓ￣超格的 Ｓ￣超格理想的直积是它们直积的 Ｓ￣超格理想ꎬＳ￣超格理想

在 Ｓ￣超格满同态下的像和原像仍为 Ｓ￣超格理想ꎬ任意 Ｓ￣超格的全体 Ｓ￣超格理想构成一个代数的有顶交结构ꎮ 举例说明了对

于 Ｓ￣超格同余ꎬ最小元 ０ 所在的同余类一般不是 Ｓ￣超格理想ꎬ并给出了它是 Ｓ￣超格理想的一个充分条件ꎬ同时对任意 Ｓ￣超格

理想ꎬ构造了以其为同余类的最大的 Ｓ￣超格同余ꎮ
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０　 引言

１９３４ 年ꎬＭａｒｔｙ 提出了超群的概念[１]ꎬ开启了超代数系统的研究ꎮ 超环[２]、超 ＢＣＩ￣代数[３]等超代数结构

相继被提出并得到了比较系统的研究ꎮ 超代数理论不仅在数学领域有重要应用[４]ꎬ而且在物理、化学、生物等

学科也有一定的应用[５￣７]ꎮ 格既是一种特殊的序结构ꎬ又是带有两个二元运算的代数结构ꎮ Ｋｏｎｓｔａｎｉｎｉｄｏｕ 等[８]

将格中两个二元运算中的并运算推广为超运算而得到了超格(也称为并超格)的概念ꎮ 郭效芝等[９] 将格中

两个二元运算都推广为超运算而定义了一种新的超格ꎮ 近年来ꎬ这两种不同的超格都得到了进一步的研

究[１０￣１７]ꎬ同时一些特殊的超格ꎬ如分配超格[１２]、完备并超格[１３]、强并超格[１４]、序超格[１５] 相继出现ꎮ 特别地ꎬ
文献[１０]和文献[１１]分别对两种定义下的超格的理想、同态等进行了系统研究ꎬ得到了一些较好的结论ꎮ

群 Ｇ 作用到集合上可得 Ｇ￣集[１８]ꎬ环 Ｒ 作用到加群上可得 Ｒ￣模[１９]ꎬ这种作用也被应用到了序代数的研

究中ꎬ如文献[２０]将序幺半群 Ｓ 作用到偏序集上得到了 Ｓ￣偏序集ꎬ文献[２１￣２２]将格序幺半群 Ｓ 作用到格上

引入了 Ｓ￣格的概念ꎬ文献[２３￣２４]则将超格序幺半群 Ｓ 作用到超格上定义了 Ｓ￣超格ꎮ 本文讨论 Ｓ￣超格理想

的相关性质ꎬ研究 Ｓ￣超格理想的结构ꎬ并探究 Ｓ￣超格同余与 Ｓ￣超格理想的关系ꎮ
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１　 预备知识

设 Ｌ 是任一非空集合ꎬＰ∗(Ｌ)表示 Ｌ 的所有非空子集构成的集合ꎬ映射 􀳱:Ｌ×Ｌ→Ｐ∗(Ｌ)是 Ｌ 上一个二元

超运算ꎬ则称(Ｌꎬ 􀳱)为一个超群胚ꎮ
设(Ｌꎬ 􀳱)为一个超群胚ꎬ∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ ＡꎬＢ∈Ｐ∗(Ｌ)ꎬ记:
(１) ｃ 􀳱Ａ＝ ∪

ａ∈Ａ
ｃ 􀳱ａꎬ Ａ 􀳱ｃ＝ ∪

ａ∈Ａ
ａ 􀳱ｃꎮ

(２) Ａ 􀳱Ｂ＝ ∪
ａ∈Ａꎬｂ∈Ｂ

ａ 􀳱ｂꎮ

定义 １[８ꎬ１６] 　 设 Ｌ 是一个非空集合ꎬ∨是 Ｌ 上的一个二元超运算ꎬ∧是 Ｌ 上的二元运算ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ
都有

(１) ａ∈ａ∨ａꎬ ａ＝ａ∧ａꎻ
(２) ａ∨ｂ＝ｂ∨ａꎬ ａ∧ｂ＝ｂ∧ａꎻ
(３) (ａ∨ｂ)∨ｃ＝ａ∨(ｂ∨ｃ)ꎬ (ａ∧ｂ)∧ｃ＝ａ∧(ｂ∧ｃ)ꎻ
(４) ａ∈ａ∨(ａ∧ｂ)ꎬ ａ∈ａ∧(ａ∨ｂ)ꎬ

则称 Ｌ 是一个并超格ꎬ记为(Ｌꎬ∨ꎬ∧)ꎮ 若 Ｌ 还满足

(５) ａ∈ａ∨ｂ⇔ｂ＝ａ∧ｂꎬ
则称 Ｌ 为一个强并超格ꎮ

同样地ꎬ若 Ｌ 中的∧为二元超运算ꎬ∨为二元运算ꎬ则可定义交超格(Ｌꎬ∨ꎬ∧)和强交超格ꎮ
注 １　 若(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬ则(Ｌꎬ∧)是一个交半格ꎬ故可诱导 Ｌ 上的一个自然偏序关系≤:

∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ　 ｘ≤ｙ⇔ｘ＝ ｘ∧ｙꎮ
定义 ２[９] 　 设 Ｌ 是一个非空集合ꎬ∨和∧是 Ｌ 上的二元超运算ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ都有

(１) ａ∈ａ∨ａꎬ ａ∈ａ∧ａꎻ
(２) ａ∨ｂ＝ｂ∨ａꎬ ａ∧ｂ＝ｂ∧ａꎻ
(３) (ａ∨ｂ)∨ｃ＝ａ∨(ｂ∨ｃ)ꎬ (ａ∧ｂ)∧ｃ＝ａ∧(ｂ∧ｃ)ꎻ
(４) ａ∈ａ∨(ａ∧ｂ)ꎬ ａ∈ａ∧(ａ∨ｂ)ꎬ

则称 Ｌ 是一个超格ꎬ记为(Ｌꎬ∨ꎬ∧)ꎮ
定义 ３[１６] 　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ都有 ａ∧(ｂ∨ｃ)＝ (ａ∧ｂ)∨(ａ∧ｃ)ꎬ则称 Ｌ 是

∧￣分配并超格ꎬ简称为分配并超格ꎮ
命题 １[１７] 　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)为含有最小元 ０ 的分配并超格ꎬ则 ０∨０＝{０}ꎮ
命题 ２[１７] 　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬ则∀ａꎬｂ∈Ｌꎬ存在 ａ１ꎬｂ１∈ａ∨ｂꎬ使得 ａ≤ａ１ꎬ ｂ≤ｂ１ꎮ
定义 ４[１６] 　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬＩ 是 Ｌ 的非空子集ꎬ若 Ｉ 满足:
(１) ∀ｘꎬｙ∈Ｉꎬ ｘ∨ｙ⊆Ｉꎻ
(２) ∀ｘ∈Ｉꎬ ｙ∈Ｌ 且 ｙ≤ｘꎬ都有 ｙ∈Ｉꎬ

则称 Ｉ 为 Ｌ 的超格理想ꎮ
设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬ且 ρ 为 Ｌ 上的一个等价关系ꎮ ∀ＡꎬＢ∈Ｐ∗(Ｌ)ꎬ (ＡꎬＢ)∈ρ－表示:∀ａ∈Ａꎬ

存在 ｂ∈Ｂ 使得 ａρｂꎻ∀ｂ∈Ｂꎬ存在 ａ∈Ａ 使得 ａ ρｂꎮ
定义 ５[１１] 　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是一个并超格ꎬ ρ 为 Ｌ 上的一个等价关系ꎬ若∀ａ１ꎬａ２ꎬｂ１ꎬｂ２∈Ｌꎬ由(ａ１ꎬｂ１)∈ρꎬ

(ａ２ꎬｂ２)∈ρ 均可得(ａ１∨ａ２ꎬｂ１∨ｂ２)∈ρ－ꎬ (ａ１∧ａ２ꎬｂ１∧ｂ２)∈ρꎬ则称 ρ 为并超格 Ｌ 上的同余关系ꎮ
定义 ６ 　 设(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１) 和(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２) 是两个并超格ꎬ ｆ:Ｌ１ →Ｌ２ 是一个映射ꎬ若∀ａꎬｂ∈Ｌ１ꎬ有

ｆ(ａ∨１ｂ)＝ ｆ(ａ)∨２ ｆ(ｂ)ꎬ ｆ(ａ∧１ｂ)＝ ｆ(ａ)∧２ ｆ(ｂ)ꎬ则称 ｆ 是从(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１)到(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)的一个并超格

同态ꎻ若 ｆ 还是一个双射ꎬ则称 ｆ 为并超格同构ꎮ
定义 ７[２５] 　 设 Ｘ 是一个集合ꎬΩ 是 Ｘ 的一些子集构成的集合(关于包含序构成偏序集)ꎬ若 Ω 满足:
(１) 对每个非空集族{Ａ ｉ} ｉ∈Ｉ⊆Ωꎬ都有∩

ｉ∈Ｉ
Ａ ｉ∈Ωꎻ
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(２)Ｘ∈Ωꎬ
则称 Ω 为 Ｘ 上的有顶交结构ꎬ且 Ω 是一个完备格ꎮ 若 Ω 还满足

(３) 对每个定向集族{Ａ ｉ} ｉ∈Ｉ⊆Ωꎬ都有∪
ｉ∈Ｉ

Ａ ｉ∈Ωꎬ
则称 Ω 为代数的有顶交结构ꎮ

２　 Ｓ￣超格理想和 Ｓ￣超格同余

本节主要讨论 Ｓ￣超格理想的相关性质ꎬ并探究 Ｓ￣超格理想和 Ｓ￣超格同余之间的联系ꎮ 为了不致混淆ꎬ
以下所提到的超格均指并超格ꎮ

定义 ８[２３] 　 设(Ｓꎬ􀅰)是一个幺半群ꎬ(Ｓꎬ∨ꎬ∧)是一个超格ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｓꎬ都有

(１) ｃ(ａ∨ｂ)＝ ｃａ∨ｃｂꎬ ｃ(ａ∧ｂ)＝ ｃａ∧ｃｂꎻ
(２) (ａ∨ｂ)ｃ＝ａｃ∨ｂｃꎬ (ａ∧ｂ)ｃ＝ａｃ∧ｂｃꎬ

则称(Ｓꎬ∨ꎬ∧ꎬ􀅰)为超格序幺半群ꎮ
定义 ９[２３] 　 设 Ｓ 是超格序幺半群ꎬＬ 为超格ꎬ ｆ 是从 Ｓ×Ｌ 到 Ｌ 的映射ꎬ简记为 ｆ(ｓꎬ ａ)＝ ｓ􀅰ａꎬ若∀ｓꎬｔ∈Ｓꎬ

ａꎬ ｂ∈Ｌꎬ都有

(１) ｓ􀅰(ａ∨ｂ)＝ (ｓ􀅰ａ)∨(ｓ􀅰ｂ)ꎬ ｓ􀅰(ａ∧ｂ)＝ (ｓ􀅰ａ)∧(ｓ􀅰ｂ)ꎻ
(２) (ｓ∨ｔ)􀅰ａ＝(ｓ􀅰ａ)∨( ｔ􀅰ａ)ꎬ (ｓ∧ｔ)􀅰ａ＝(ｓ􀅰ａ)∧( ｔ􀅰ａ)ꎻ
(３) (ｓｔ)􀅰ａ＝ ｓ􀅰( ｔ􀅰ａ)ꎻ
(４) １􀅰ａ＝ａꎬ

则称超格(Ｌꎬ ｆ)为左 Ｓ￣超格ꎬ简记为 Ｌꎮ 若 Ｌ 还是一个分配超格ꎬ则称 Ｌ 为分配左 Ｓ￣超格ꎮ
文中将左 Ｓ￣超格简记为 Ｓ￣超格ꎬ分配左 Ｓ￣超格简记为分配 Ｓ￣超格ꎮ
例 １　 设 Ｓ＝{ｓ１ꎬ ｓ２}ꎬ定义 Ｓ 的“􀅰”、“∨”和“∧”运算如表 １—３ 所示ꎬ可验证(Ｓꎬ∨ꎬ∧ꎬ􀅰)是超格序幺

半群ꎮ
表 １　 “􀅰”运算

Ｔａｂｌｅ １　 “􀅰” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ
􀅰 ｓ１ ｓ２
ｓ１ ｓ１ ｓ２
ｓ２ ｓ２ ｓ２

表 ２　 “∨”运算
Ｔａｂｌｅ ２　 “∨” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∨ ｓ１ ｓ２
ｓ１ {ｓ１ꎬｓ２} {ｓ１ꎬｓ２}
ｓ２ {ｓ１ꎬｓ２} {ｓ２}

表 ３　 “∧”运算
Ｔａｂｌｅ ３　 “∧” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∧ ｓ１ ｓ２
ｓ１ ｓ１ ｓ１
ｓ２ ｓ１ ｓ２

　 　 设 Ｌ＝{０ꎬ ａꎬ ｂ}ꎬ定义 Ｌ 的“∨”和“∧”运算以及 Ｓ 作用如表 ４—６ 所示ꎬ可验证 Ｌ 为 Ｓ￣超格ꎮ
表 ４　 “∧”运算

Ｔａｂｌｅ ４　 “∧” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ
∧ ０ ａ ｂ
０ ０ ０ ０
ａ ０ ａ ａ
ｂ ０ ａ ｂ

表 ５　 “∨”运算
Ｔａｂｌｅ ５　 “∨” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∨ ０ ａ ｂ
０ {０ꎬｂ} {０ꎬａ} {０ꎬｂ}
ａ {０ꎬａ} {ａꎬｂ} {ａꎬｂ}
ｂ {０ꎬｂ} {ａꎬｂ} {ｂ}

表 ６　 Ｓ￣作用
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｓ￣ａｃｔｉｏｎ

􀅰 ０ ａ ｂ
ｓ１ ０ ａ ｂ
ｓ２ ｂ ｂ ｂ

　 　 定义 １０[２３￣２４] 　 设 Ｓ 是超格序幺半群ꎬ (Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１)、(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)是 Ｓ￣超格ꎬ若 ｆ: Ｌ１→Ｌ２ 为超格同态ꎬ
且满足∀ｓ∈Ｓꎬ ａ∈Ｌ１ꎬ ｆ(ｓ􀅰ａ)＝ ｓ􀅰ｆ(ａ)ꎬ则称 ｆ 是 Ｓ￣超格同态ꎻ若 ｆ 还是一个双射ꎬ则称 ｆ 为 Ｓ￣超格同构ꎮ

定义 １１[２４] 　 设 Ｌ 是 Ｓ￣超格ꎬ ρ 是超格(Ｌꎬ∨ꎬ∧)上的一个超格同余ꎬＳ 是半群ꎬ若 ρ 和 Ｓ￣作用是兼容

的ꎬ即∀ａꎬｂ∈Ｌꎬ ｓ∈Ｓꎬ由(ａꎬｂ)∈ρ可推出(ｓ􀅰ａꎬｓ􀅰ｂ)∈ρꎬ则称 ρ 是 Ｌ 上的 Ｓ￣超格同余ꎮ
命题 ３　 设(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ１)、(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)是 Ｓ￣超格ꎬ则(Ｌ１×Ｌ２ꎬ∨ꎬ∧)也是 Ｓ￣超格ꎮ
证明　 类似于文献[９]中的定理 ２ꎬ可证明并超格的直积仍为并超格ꎬ即(Ｌ１ ×Ｌ２ꎬ∨ꎬ∧)为超格ꎮ 设 Ｓ

为超格序幺半群ꎬ定义 Ｌ１×Ｌ２ 上的 Ｓ 作用为: ∀ｓ∈Ｓꎬ (ｘ１ꎬｘ２)∈Ｌ１×Ｌ２ꎬ ｓ􀅰(ｘ１ꎬｘ２)＝ (ｓ􀅰ｘ１ꎬｓ􀅰ｘ２)ꎮ 下面验证

Ｌ１×Ｌ２ 为 Ｓ￣超格ꎮ ∀ｓꎬｔ∈Ｓꎬ (ｘ１ꎬｘ２)ꎬ (ｙ１ꎬｙ２)∈Ｌ１×Ｌ２ꎬ则
(１) (ｓ∨ｔ)􀅰(ｘ１ꎬｘ２)＝ ((ｓ∨ｔ)􀅰ｘ１ꎬ(ｓ∨ｔ)􀅰ｘ２)＝ ((ｓ􀅰ｘ１)∨１( ｔ􀅰ｘ１)ꎬ(ｓ􀅰ｘ２)∨２( ｔ􀅰ｘ２))
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＝ (ｓ􀅰ｘ１ꎬｓ􀅰ｘ２)∨( ｔ􀅰ｘ１ꎬｔ􀅰ｘ２)＝ (ｓ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))∨( ｔ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))ꎬ
易证(ｓ∧ｔ)􀅰(ｘ１ꎬｘ２)＝ (ｓ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))∧( ｔ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))ꎮ

(２) ｓ􀅰((ｘ１ꎬｘ２)∨(ｙ１ꎬｙ２))＝ {ｓ􀅰(ｃ１ꎬｃ２) ｜ ｃ１∈ｘ１∨１ｙ１ꎬｃ２∈ｘ２∨２ｙ２}
＝{(ｓ􀅰ｃ１ꎬｓ􀅰ｃ２) ｜ ｓ􀅰ｃ１∈(ｓ􀅰ｘ１)∨１(ｓ􀅰ｙ１)ꎬ ｓ􀅰ｃ２∈(ｓ􀅰ｘ２)∨２(ｓ􀅰ｙ２)}
＝(ｓ􀅰ｘ１ꎬｓ􀅰ｘ２)∨(ｓ􀅰ｙ１ꎬｓ􀅰ｙ２)＝ (ｓ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))∨(ｓ􀅰(ｙ１ꎬｙ２))ꎬ

易证 ｓ􀅰((ｘ１ꎬｘ２)∧(ｙ１ꎬｙ２))＝ (ｓ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))∧(ｓ􀅰(ｙ１ꎬｙ２))ꎮ
(３) (ｓｔ)􀅰(ｘ１ꎬｘ２)＝ ((ｓｔ)􀅰ｘ１ꎬ(ｓｔ)􀅰ｘ２)＝ (ｓ􀅰( ｔ􀅰ｘ１)ꎬｓ􀅰( ｔ􀅰ｘ２))＝ ｓ􀅰( ｔ􀅰ｘ１ꎬｔ􀅰ｘ２)＝ ｓ􀅰( ｔ􀅰(ｘ１ꎬｘ２))ꎮ
(４) １􀅰(ｘ１ꎬｘ２)＝ (１􀅰ｘ１ꎬ１􀅰ｘ２)＝ (ｘ１ꎬｘ２)ꎮ
综上所述ꎬＬ１×Ｌ２ 为 Ｓ￣超格ꎮ
定义 １２[２３￣２４] 　 设 Ｓ 是超格序幺半群ꎬＬ 为 Ｓ￣超格ꎬＩ 为 Ｌ 的任一非空子集ꎬ若 Ｉ 满足下列条件:
(１) Ｉ 为 Ｌ 的一个超格理想ꎻ
(２) ∀ａ∈Ｉꎬ ｓ∈Ｓꎬ ｓ􀅰ａ∈Ｉꎬ

则称 Ｉ 为 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ 用 ＳＩ(Ｌ)表示 Ｌ 的所有 Ｓ￣超格理想构成的集合ꎬ其关于包含序构成偏序集ꎮ
例 ２[２３] 　 设 Ｌ 是分配 Ｓ￣超格ꎬ则∀ ａ∈Ｌꎬ (Ｓ􀅰ａ] ＝{ｂ∈Ｌ ｜∃ｓ∈Ｓꎬ ｂ≤ｓ􀅰ａ}是 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
例 ３　 设 Ｓ＝{ａꎬ ｂ}ꎬ定义 Ｓ 的“􀅰”、“∨”和“∧”运算如表 ７—９ 所示ꎬ可验证(Ｓꎬ ∨ꎬ ∧ꎬ 􀅰)是超格序

幺半群ꎮ
表 ７　 “􀅰”运算

Ｔａｂｌｅ ７　 “􀅰” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ
􀅰 ａ ｂ
ａ ａ ｂ
ｂ ｂ ｂ

表 ８　 “∨”运算
Ｔａｂｌｅ ８　 “∨” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∨ ａ ｂ
ａ {ａ} {ｂ}
ｂ {ｂ} {ｂ}

表 ９　 “∧”运算
Ｔａｂｌｅ ９　 “∧” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∧ ａ ｂ
ａ ａ ａ
ｂ ａ ｂ

　 　 设 Ｌ＝{０ꎬ １}ꎬ定义 Ｌ 的“∨”和“∧”运算以及 Ｓ 作用如表 １０—１２ 所示ꎬ可验证(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是 Ｓ￣超格ꎬ且
ＳＩ(Ｌ)＝ {{０}ꎬ {０ꎬ １}}ꎮ

表 １０　 “∧”运算
Ｔａｂｌｅ １０　 “∧” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∧ ０ １
０ ０ ０
１ ０ １

表 １１　 “∨”运算
Ｔａｂｌｅ １１　 “∨” ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

∨ ０ １
０ {０} {１}
１ {１} {１}

表 １２　 Ｓ￣作用
Ｔａｂｌｅ １２　 Ｓ￣ａｃｔｉｏｎ

􀅰 ０ １
ａ ０ １
ｂ １ １

　 　 命题 ４　 设(Ｌꎬ∨ꎬ∧)是 Ｓ￣超格ꎬ若 Ｉ１、Ｉ２ 为 Ｌ 的两个 Ｓ￣超格理想ꎬ则 Ｉ１∩Ｉ２ 是 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
证明　 因为(Ｌꎬ∧)是交半格ꎬＩ１∩Ｉ２ 是下集ꎬ所以∀ｘꎬｙ∈Ｉ１∩Ｉ２ꎬ ｘ∧ｙ 存在且ｘ∧ｙ∈Ｉ１∩Ｉ２ꎬ即 Ｉ１∩Ｉ２ 非

空ꎮ 由 Ｉ１ 和 Ｉ２ 是 Ｓ￣超格理想知ꎬ∀ｘꎬ ｙ∈Ｉ１∩Ｉ２ꎬ ｓ∈Ｓꎬ ｘ∨ｙ⊆Ｉ１∩Ｉ２ꎬ ｓ􀅰ｘ∈Ｉ１∩Ｉ２ꎮ 综上可知ꎬＩ１∩Ｉ２ 是 Ｌ 的

Ｓ￣超格理想ꎮ
引理 １　 设 Ｌ 是含有最小元 ０ 的 Ｓ￣超格ꎬ{ Ｉα} α∈Λ是 Ｌ 的任意一族 Ｓ￣超格理想ꎬ则∩

α∈Λ
Ｉα 也是 Ｌ 的 Ｓ￣超格

理想ꎮ
证明　 因为一族下集的交还是下集ꎬ０∈ ∩

α∈Λ
Ｉαꎬ所以 ∩

α∈Λ
Ｉα 是非空的下集ꎮ ∀ａꎬｂ∈Ｌꎬ ｓ∈ Ｓꎬ若 ａꎬ

ｂ∈∩
α∈Λ

Ｉαꎬ则对任意的α∈Λꎬ有 ａꎬ ｂ∈Ｉαꎮ 因为 Ｉα 是 Ｓ￣超格理想ꎬ所以 ａ∨ｂ⊆Ｉαꎬ ｓ􀅰ａ∈Ｉαꎬ即ａ∨ｂ⊆∩
α∈Λ

Ｉαꎬ

ｓ􀅰ａ∈∩
α∈Λ

Ｉαꎮ 综上可知ꎬ ∩
α∈Λ

Ｉα是 Ｓ￣超格理想ꎮ

引理 ２　 设 Ｌ 是 Ｓ￣超格ꎬ{Ｊα} α∈Λ是 Ｌ 中的 Ｓ￣超格理想构成的定向集族ꎬ则∪
α∈Λ

Ｊα是 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ且

∨
α∈Λ

Ｊα ＝ ∪
α∈Λ

Ｊαꎮ

证明　 显然∪
α∈Λ

Ｊα是非空的ꎮ ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ则

(１) 若 ｘꎬｙ∈∪
α∈Λ

Ｊαꎬ则存在α１ꎬα２∈Λꎬ使得 ｘ∈Ｊα１ꎬｙ∈Ｊα２ꎮ 因为{Ｊα}α∈Λ 是定向集族ꎬ所以存在α３∈

Λꎬ使得Ｊα１⊆Ｊα３ꎬ Ｊα２⊆Ｊα３ꎬ于是有 ｘꎬｙ∈Ｊα３ꎬ由 Ｊα３是 Ｓ￣超格理想知ꎬｘ∨ｙ⊆Ｊα３ꎬ即ｘ∨ｙ⊆∪
α∈Λ

Ｊαꎮ



　 第 ２ 期 刘妮ꎬ等:Ｓ￣超格理想的相关性质 ５　　　　 　

(２) 若ｘ∈∪
α∈Λ

Ｊαꎬ且 ｙ≤ｘꎬ则存在 α∈Λꎬ使得 ｘ∈Ｊαꎮ 由 Ｊα 是 Ｓ￣超格理想知ꎬｙ∈Ｊαꎬ即 ｙ∈∪
α∈Λ

Ｊαꎮ

(３) 若ｘ∈∪
α∈Λ

Ｊαꎬ ｓ∈Ｓꎬ则存在α∈Λꎬ使得ｘ∈Ｊαꎮ 由 Ｊα 是 Ｓ￣超格理想知ꎬ ｓ􀅰ｘ∈Ｊαꎬ即ｓ􀅰ｘ∈∪
α∈Λ

Ｊαꎮ

综上可知ꎬ∪
α∈Λ

Ｊα是 Ｓ￣超格理想ꎬ显然∨
α∈Λ

Ｊα ＝ ∪
α∈Λ

Ｊαꎮ

由引理 １ 和引理 ２ 可得以下结论ꎮ
定理 １　 设 Ｌ 是含有最小元 ０ 的 Ｓ￣超格ꎬ则 ＳＩ(Ｌ)是一个代数的有顶交结构ꎬ因而是完备格ꎬ其中

∧
α∈Λ

Ｉα ＝ ∩
α∈Λ

Ｉαꎬ ∨
α∈Λ

Ｉα ＝∩{Ｂ∈ＳＩ(Ｌ) ｜ ∪
α∈Λ

Ｉα⊆Ｂ}(∀ { Ｉα} α∈Λ⊆ＳＩ(Ｌ))ꎮ

注 ２　 设 Ｌ 是 Ｓ￣超格ꎬＡ 是 Ｌ 的非空子集ꎬ则 Ｌ 中包含 Ａ 的所有 Ｓ￣超格理想的交仍然是 Ｓ￣超格理想ꎬ它
也是包含 Ａ 的最小的 Ｓ￣超格理想ꎬ称其为由子集 Ａ 生成的 Ｓ￣超格理想ꎬ记为‹Ａ›ꎬ即‹Ａ› ＝∩{ Ｉ ｜ Ｉ∈ＳＩ(Ｌ)ꎬ
Ａ⊆Ｉ}ꎮ 当 Ｌ 为分配 Ｓ￣超格时ꎬ例 ２ 中的(Ｓ􀅰ａ]恰为由 ａ 生成的 Ｓ￣超格理想ꎬ即‹ａ› ＝(Ｓ􀅰ａ]ꎮ

定理 ２　 设(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１)、(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)是 Ｓ￣超格ꎬ Ｉ１、Ｉ２ 分别是 Ｌ１、Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ则 Ｉ１×Ｉ２ 是(Ｌ１×
Ｌ２ꎬ∨ꎬ∧)的 Ｓ￣超格理想ꎮ

证明　 由命题 ３ 知(Ｌ１×Ｌ２ꎬ∨ꎬ∧)为 Ｓ￣超格ꎬ下证 Ｉ１×Ｉ２ 是 Ｌ１×Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
(１) ∀(ａ１ꎬａ２)ꎬ (ｂ１ꎬｂ２)∈Ｉ１×Ｉ２ꎬ (ａ１ꎬａ２)∨(ｂ１ꎬｂ２)＝ {(ａꎬｂ) ｜ ａ∈ａ１∨１ｂ１ꎬ ｂ∈ａ２∨２ｂ２}ꎮ 因为 Ｉ１、Ｉ２

分别是 Ｌ１、Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ所以 ａ１∨１ｂ１⊆Ｉ１ꎬ ａ２∨２ｂ２⊆Ｉ２ꎬ即(ａ１ꎬａ２)∨(ｂ１ꎬｂ２)⊆Ｉ１×Ｉ２ꎮ
(２)∀(ａꎬｂ)∈Ｉ１×Ｉ２ꎬ (ｃꎬｄ)∈Ｌ１×Ｌ２ꎬ且满足(ｃꎬｄ)≤(ａꎬｂ)ꎬ即 ｃ≤ａꎬ ｄ≤ｂꎮ 因为 Ｉ１、Ｉ２ 是 Ｓ￣超格理想ꎬ

所以 ｃ∈Ｉ１ꎬｄ∈Ｉ２ꎬ即 (ｃꎬ ｄ)∈Ｉ１×Ｉ２ꎮ
(３) ∀(ａꎬｂ)∈Ｉ１×Ｉ２ꎬ ｓ∈Ｓꎬ因为 ｓ􀅰(ａꎬｂ)＝ (ｓ􀅰ａꎬｓ􀅰ｂ)ꎬ Ｉ１、Ｉ２ 是 Ｓ￣超格理想ꎬ所以 ｓ􀅰ａ∈Ｉ１ꎬ ｓ􀅰ｂ∈Ｉ２ꎬ即

ｓ􀅰(ａꎬ ｂ)∈Ｉ１×Ｉ２ꎮ
综上ꎬＩ１×Ｉ２ 是(Ｌ１×Ｌ２ꎬ∨ꎬ∧)的 Ｓ￣超格理想ꎮ
命题 ５　 设(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１)、(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)是两个 Ｓ￣超格ꎬ ｆ:Ｌ１→Ｌ２ 是满的 Ｓ￣超格同态ꎬ若 Ｉ 是 Ｌ１ 的 Ｓ￣超

格理想ꎬ则 ｆ( Ｉ)是 Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
证明　 显然 ｆ( Ｉ)是 Ｌ２ 的非空子集ꎮ 下证 ｆ( Ｉ)满足 Ｓ￣超格理想的 ３ 个条件ꎮ
(１) ∀ｘꎬｙ∈ｆ( Ｉ)ꎬ存在 ａꎬ ｂ∈Ｉꎬ使得 ｆ(ａ)＝ ｘꎬ ｆ(ｂ)＝ ｙꎮ 由 Ｉ 是 Ｌ１ 的 Ｓ￣超格理想知ꎬａ∨１ｂ⊆Ｉꎮ 因为 ｆ

是 Ｓ￣超格同态ꎬ所以 ｘ∨２ｙ＝ ｆ(ａ)∨２ ｆ(ｂ)＝ ｆ(ａ∨１ｂ)⊆ｆ( Ｉ)ꎮ
(２) ∀ｘ∈ｆ( Ｉ)ꎬｙ∈Ｌ２且 ｙ≤ｘꎬ由 ｆ 是满同态知ꎬ存在ａ∈Ｉꎬ ｂ∈Ｌ１ꎬ使得 ｆ(ａ)＝ ｘꎬ ｆ(ｂ)＝ ｙꎮ 因为 Ｉ 是 Ｓ￣超

格理想ꎬａ∧１ｂ≤ａꎬ所以ａ∧１ｂ∈Ｉꎬ ｆ(ｂ)＝ ｆ(ａ)∧２ ｆ(ｂ)＝ ｆ(ａ∧１ｂ)∈ｆ( Ｉ)ꎬ即 ｙ∈ｆ( Ｉ)ꎮ
(３) ∀ｘ∈ｆ( Ｉ)ꎬｓ∈Ｓꎬ显然存在ａ∈Ｉꎬ使得 ｆ(ａ)＝ ｘꎮ 由 Ｉ 是 Ｌ１ 的 Ｓ￣超格理想知ꎬｓ􀅰ａ∈Ｉꎮ 因为 ｆ 是 Ｓ￣超

格同态ꎬ所以 ｓ􀅰ｆ(ａ)＝ ｆ(ｓ􀅰ａ)∈ｆ( Ｉ)ꎬ即 ｓ􀅰ｘ∈ｆ( Ｉ)ꎮ
综上可知ꎬ ｆ( Ｉ)是 Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
命题 ６　 设(Ｌ１ꎬ∨１ꎬ∧１)、(Ｌ２ꎬ∨２ꎬ∧２)是两个 Ｓ￣超格ꎬ ｆ: Ｌ１→Ｌ２ 是 Ｓ￣超格同态ꎬ若 Ｉ 是 Ｌ２ 的 Ｓ￣超格理

想且 ｆ －１( Ｉ)≠⌀ꎬ则 ｆ －１( Ｉ)是 Ｌ１ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
证明　 设 ｆ －１( Ｉ)是 Ｌ１ 的非空子集ꎬ下证 ｆ －１( Ｉ)满足 Ｓ￣超格理想的 ３ 个条件ꎮ
(１) ∀ａꎬｂ∈ｆ －１( Ｉ)ꎬ即 ｆ(ａ)ꎬ ｆ(ｂ)∈Ｉꎬ有 ｆ(ａ)∨２ ｆ(ｂ)⊆Ｉꎮ 因为 ｆ 是 Ｓ￣超格同态ꎬ所以 ｆ(ａ∨１ｂ) ＝

ｆ(ａ)∨２ ｆ(ｂ)⊆Ｉꎬ即 ａ∨１ｂ⊆ｆ －１( Ｉ)ꎮ
(２) ∀ａ∈ｆ －１( Ｉ)ꎬ ｂ∈Ｌ１且 ｂ≤ａꎬ因为 ｆ 是 Ｓ￣超格同态ꎬ所以 ｆ(ｂ)＝ ｆ(ａ∧１ｂ)＝ ｆ(ａ)∧２ ｆ(ｂ)ꎬ即 ｆ(ｂ)≤

ｆ(ａ)ꎮ 由 ｆ(ａ)∈Ｉ知ꎬ ｆ(ｂ)∈Ｉꎬ即ｂ∈ｆ －１( Ｉ)ꎮ
(３) ∀ａ∈ｆ －１( Ｉ)ꎬｓ∈Ｓꎬ有 ｆ(ａ)∈Ｉꎮ 因为 Ｉ 是 Ｓ￣超格理想ꎬ所以 ｓ􀅰ｆ(ａ)∈Ｉꎮ 由 ｆ 是 Ｓ￣超格同态知ꎬ

ｆ(ｓ􀅰ａ)＝ ｓ􀅰ｆ(ａ)∈Ｉꎬ即ｓ􀅰ａ∈ｆ －１( Ｉ)ꎮ
综上ꎬｆ －１( Ｉ)是 Ｌ１ 的 Ｓ￣超格理想ꎮ
在格论中ꎬ若 θ 为格 Ｌ 上的同余关系ꎬ则∀ａ∈Ｌꎬ Ｌ 上的任意一个同余类[ａ] θ 都是子格ꎬ但不一定是理

想ꎻ若０∈Ｌꎬ则 ０ 所在的同余类[０] θ 一定是格的理想ꎮ 由文献[２２]可知[０] θ 是 Ｓ￣格理想ꎬ但对 Ｓ￣超格ꎬ此结
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论一般不成立ꎮ
例 ４　 设 Ｌ 为例 １ 中的 Ｓ￣超格ꎬθ 是由划分{{０ꎬ ａ}ꎬ {ｂ}}确定的等价关系ꎬ可以验证 θ 是 Ｌ 上的 Ｓ￣超

格同余ꎬ但[０] θ ＝{０ꎬａ}不是 Ｓ￣超格理想ꎮ
下面定理给出了对于含有最小元 ０ 的 Ｓ￣超格ꎬ[０] θ 是 Ｓ￣超格理想的一个充分条件ꎮ
定理 ３　 设 Ｌ 是 Ｓ￣超格ꎬθ 是 Ｌ 上的同余关系ꎬ０ 为 Ｌ 的最小元ꎬ若∀ｓ∈Ｓꎬ ｓ􀅰０ ＝ ０ꎬ则[０] θ 为 Ｓ￣超格

理想ꎮ
证明　 显然[０] θ 非空ꎮ 下证[０] θ 满足 Ｓ￣超格理想的 ３ 个条件ꎮ

(１) ∀ａꎬｂ∈[０] θꎬ即(ａꎬ０)∈θꎬ (ｂꎬ０)∈θꎬ由 θ 是同余关系知:(ａ∨ｂꎬ ０∨０)∈θꎬ则∀ ｘ∈ａ∨ｂꎬ存在

ｙ∈０∨０ꎬ使得(ｘꎬ ｙ)∈θꎮ 因为 ０∨０＝(ｓ􀅰０)∨(ｓ􀅰０)＝ (ｓ∨ｓ)􀅰０＝{０}ꎬ所以 ｙ＝ ０ꎬ ｘ∈[０] θꎬ即 ａ∨ｂ⊆[０] θꎮ
(２) ∀ａ∈[０] θꎬ ｂ∈Ｌꎬ且 ｂ≤ａꎬ有(ａꎬ０)∈θꎮ 由 θ 是同余关系知ꎬ(ａ∧ｂꎬ０∧ｂ)∈θꎬ因此(ｂꎬ０)∈θꎬ即

ｂ∈[０] θꎮ
(３) ∀ ａ∈[０] θꎬ ｓ∈Ｓꎬ 有 (ａꎬ０)∈θꎬ 由 θ 是 同 余 关 系 知ꎬ (ｓ􀅰ａꎬ ｓ􀅰０)∈θꎬ 因 此 (ｓ􀅰ａꎬ０) ∈θꎬ 即

ｓ􀅰ａ∈[０] θꎮ 　 　
综上所述ꎬ[０] θ 为 Ｓ￣超格理想ꎮ
对于给定的 Ｓ￣超格理想ꎬ以下将构造一个 Ｓ￣超格同余ꎬ并且得到一个以它为同余类的最大的 Ｓ￣超格

同余ꎮ
定理 ４　 设 Ｌ 是分配 Ｓ￣超格ꎬＩ 是 Ｌ 上的 Ｓ￣超格理想ꎬ在 Ｌ 上规定二元关系 θＩ 如下:

∀ａꎬｂ∈Ｌꎬ　 (ａꎬｂ)∈θＩ⇔∃ｉ∈Ｉꎬ　 ａ∧ｉ＝ｂ∧ｉꎬ
则 θＩ 为 Ｓ￣超格同余ꎬ且∀ｘꎬｙ∈Ｉꎬ都有(ｘꎬｙ)∈θＩꎬ即 Ｉ 包含在 θＩ 的某个同余类中ꎮ

证明　 ∀ｘꎬｙ∈Ｉꎬ ｘ∧ｙ∈Ｉꎬ ｘ∧(ｘ∧ｙ)＝ ｙ∧(ｘ∧ｙ)ꎬ因此ꎬ(ｘꎬｙ)∈θＩꎮ 以下须要证明 θＩ 是 Ｓ￣超格同余ꎮ
(１) 证明 θＩ 是 Ｌ 上的等价关系ꎮ 显然 θＩ 是自反的和对称的ꎬ下证传递性ꎮ
若(ｘꎬｙ)∈θＩꎬ(ｙꎬｚ)∈θＩꎬ则存在 ｉ１ꎬｉ２∈Ｉꎬ使得 ｘ∧ｉ１ ＝ ｙ∧ｉ１ꎬ ｙ∧ｉ２ ＝ ｚ∧ｉ２ꎮ 因为 ｘ∧ｉ１∧ｉ２ ＝ ｚ∧ｉ１∧ｉ２ꎬ即

ｘ∧( ｉ１∧ｉ２)＝ ｚ∧( ｉ１∧ｉ２)ꎬ由 Ｉ 是 Ｓ￣超格理想知ꎬｉ１∧ｉ２∈Ｉꎬ即(ｘꎬｚ)∈θＩꎬ所以 θＩ 是 Ｌ 上的等价关系ꎮ
(２) 证明若(ｘꎬｙ)∈θＩꎬ则∀ｓ∈Ｓꎬ (ｓ􀅰ｘꎬｓ􀅰ｙ)∈θＩꎮ
由(ｘꎬｙ)∈θＩ知ꎬ存在ｉ∈Ｉꎬ使得 ｘ∧ｉ＝ ｙ∧ｉꎬ则 ｓ􀅰(ｘ∧ｉ)＝ ｓ􀅰(ｙ∧ｉ)ꎬ即(ｓ􀅰ｘ)∧(ｓ􀅰ｉ)＝ (ｓ􀅰ｙ)∧(ｓ􀅰ｉ)ꎮ 显

然ｓ􀅰ｉ∈Ｉꎬ故(ｓ􀅰ｘꎬ ｓ􀅰ｙ)∈θＩꎮ

(３) 由(ｘꎬｙ)∈θＩ证明∀ｚ∈Ｌꎬ (ｘ∧ｚꎬｙ∧ｚ)∈θＩꎬ (ｘ∨ｚꎬｙ∨ｚ)∈θＩꎮ
由(ｘꎬｙ)∈θＩ知ꎬ存在ｉ∈Ｉꎬ使得 ｘ∧ ｉ ＝ ｙ∧ ｉꎬ则( ｘ∧ ｉ)∧ｚ ＝ ( ｙ∧ ｉ)∧ｚꎬ即( ｘ∧ｚ)∧ ｉ ＝ ( ｙ∧ｚ)∧ ｉꎬ故

(ｘ∧ｚꎬｙ∧ｚ)∈θＩꎮ 因为 Ｌ 是分配 Ｓ￣超格ꎬ所以(ｘ∨ｚ)∧ｉ ＝ (ｘ∧ｉ)∨( ｚ∧ｉ)ꎮ 又 ｘ∧ｉ ＝ ｙ∧ｉꎬ即(ｘ∨ｚ)∧ｉ ＝
(ｙ∧ｉ)∨(ｚ∧ｉ) ＝ ( ｙ∨ｚ)∧ ｉꎮ 显然∀ｍ∈ｘ∨ｚꎬ存在ｎ∈ｙ∨ｚꎬ使得(ｍꎬｎ)∈θＩꎮ 同样地ꎬ∀ｐ∈ｙ∨ｚꎬ存在

ｑ∈ｘ∨ｚꎬ使得(ｑꎬ ｐ)∈θＩꎬ即(ｘ∨ｚꎬ ｙ∨ｚ)∈θＩꎮ
综上可知ꎬθＩ 为 Ｓ￣超格同余ꎮ
注 ３　 若 Ｌ 是含有最小元 ０ 的 Ｓ￣超格ꎬＩ 为 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ则 θＩ ＝Ｌ２ꎮ
定理 ５　 设 Ｌ 是分配 Ｓ￣超格ꎬＩ 是 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ定义 Ｌ 上的二元关系 Φ( Ｉ)如下:

(ｘꎬ ｙ)∈Φ( Ｉ)⇔∀ｓ∈Ｓꎬ　 {ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉ}ꎬ
则 Φ( Ｉ)是 Ｌ 上以 Ｉ 作为同余类的最大 Ｓ￣超格同余ꎮ

证明　 (ⅰ)显然 Φ( Ｉ)是等价关系ꎮ 下证 Φ( Ｉ)是 Ｓ￣超格同余ꎮ 设(ｘꎬｙ)∈Φ( Ｉ)ꎬ则:
(１) 证∀ｔ∈Ｓꎬ ( ｔ􀅰ｘꎬ ｔ􀅰ｙ)∈Φ( Ｉ)ꎮ ∀ｓ∈Ｓꎬ
{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰( ｔ􀅰ｘ)∈Ｉ} ＝ {ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧(ｓｔ)􀅰ｘ∈Ｉ} ＝ {ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧(ｓｔ)􀅰ｙ∈Ｉ} ＝ {ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰( ｔ􀅰ｙ)∈Ｉ}ꎬ 故

( ｔ􀅰ｘꎬ ｔ􀅰ｙ)∈Φ( Ｉ)ꎮ
(２) 证∀ａ∈Ｌꎬ (ａ∧ｘꎬ ａ∧ｙ)∈Φ( Ｉ)ꎬ即证明{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｘ)∈Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｙ)∈Ｉ}ꎮ
∀ｔ∈{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｘ)∈Ｉ}ꎬ有 ｔ∧ ｓ􀅰ａ∧ ｓ􀅰ｘ ＝ ｔ∧ｓ􀅰(ａ∧ｘ)∈Ｉꎬ由 ｔ∧ｓ􀅰ａ∈Ｌꎬ (ｘꎬ ｙ)∈Φ( Ｉ) 知ꎬ
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ｔ∧ｓ􀅰ａ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉꎬ 则ｔ∈{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｙ)∈Ｉ}ꎬ即{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｘ)∈Ｉ}⊆{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｙ)∈Ｉ}ꎮ
同理可证{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｘ)∈Ｉ}⊇{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ａ∧ｙ)∈Ｉ}ꎮ
综上ꎬ(ａ∧ｘꎬ ａ∧ｙ)∈Φ( Ｉ)ꎮ
(３) 证∀ ａ∈Ｌꎬ (ｘ∨ａꎬ ｙ∨ａ)∈Φ( Ｉ)ꎬ即证明{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ｘ∨ａ)⊆Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ｙ∨ａ)⊆Ｉ}ꎮ
∀ｚ∈Ｌꎬ由分配性可得 ｚ ∧ｓ􀅰(ｘ∨ａ)＝ (ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)ꎮ 若(ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨( ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉꎬ由命题 ２ 知ꎬ

存在 ｄ１ꎬｄ２∈(ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)ꎬ使得 ｚ∧ｓ􀅰ｘ≤ｄ１ꎬ ｚ∧ｓ􀅰ａ≤ｄ２ꎮ 因为 ｄ１ꎬ ｄ２∈Ｉꎬ Ｉ 是 Ｓ￣超格理想ꎬ所以

ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉꎬ ｚ∧ｓ􀅰ａ∈Ｉꎬ即(ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉ⇔ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉꎬ ｚ∧ｓ􀅰ａ∈Ｉꎮ
同理可得 (ｚ∧ｓ􀅰ｙ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉ⇔ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉꎬ ｚ∧ｓ􀅰ａ∈Ｉꎮ
由(ｘꎬｙ)∈Φ( Ｉ)知ꎬ (ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉ⇔( ｚ∧ｓ􀅰ｙ)∨( ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉꎬ因此{ ｚ∈Ｌ ｜ (ｚ∧ｓ􀅰ｘ)∨( ｚ∧

ｓ􀅰ａ)⊆Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ (ｚ∧ｓ􀅰ｙ)∨(ｚ∧ｓ􀅰ａ)⊆Ｉ}ꎬ即{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ｘ∨ａ)⊆Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰(ｙ∨ａ)⊆Ｉ}ꎮ
显然 ∀ｍ∈ｘ∨ａꎬ 存 在 ｎ∈ｙ∨ａꎬ 使 得 (ｍꎬｎ)∈Φ( Ｉ)ꎮ 同 样 地ꎬ ∀ｐ∈ｙ∨ａꎬ 存 在 ｑ ∈ ｘ ∨ ａꎬ 使 得

(ｑꎬｐ)∈Φ( Ｉ)ꎬ因此(ｘ∨ａꎬ ｙ∨ａ)∈Φ( Ｉ)ꎮ
(ⅱ) 证明 Ｉ 是 Φ( Ｉ)的一个同余类ꎮ ∀ｘꎬ ｙ∈Ｉꎬ ｓ∈Ｓꎬ∀ ｚ∈Ｌꎬ总有 ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉꎬ ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉꎬ{ｚ∈Ｌ ｜

ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉ} ＝Ｌꎬ故(ｘꎬ ｙ)∈Φ( Ｉ)ꎮ
设 ｘ∈Ｉꎬ (ｘꎬｙ)∈Φ( Ｉ)ꎬ因为 Ｉ 是 Ｓ￣超格理想ꎬ所以∀ ｓ∈Ｓꎬ都有 ｓ􀅰ｘ∈Ｉꎻ∀ｚ∈Ｌꎬ ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉꎮ由(ｘꎬｙ)∈

Φ( Ｉ)知ꎬ{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉ} ＝{ｚ∈Ｌ ｜ ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉ}ꎬ即 ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉꎬ令 ｚ＝ ｙꎬ ｓ＝ １ꎬ则 ｙ∧ｙ＝ ｙ∈Ｉꎮ
(ⅲ) 证明 Φ( Ｉ)是满足上述条件的最大的 Ｓ￣超格同余ꎮ
设 θ 是一个以 Ｉ 为同余类的 Ｓ￣超格同余ꎬ若(ｘꎬ ｙ)∈θꎬ则∀ｓ∈Ｓꎬ (ｓ􀅰ｘꎬｓ􀅰ｙ)∈θꎬ且∀ｚ∈Ｌꎬ( ｚ∧ｓ􀅰ｘꎬ

ｚ∧ｓ􀅰ｙ)∈θꎬ因此∀ｓ∈Ｓꎬ ｚ∈Ｌꎬ ｚ∧ｓ􀅰ｘ∈Ｉ⇔ｚ∧ｓ􀅰ｙ∈Ｉꎬ故(ｘꎬｙ)∈Φ( Ｉ)ꎬ即 θ≤Φ( Ｉ)ꎮ
推论 １　 设 Ｌ 为含有最小元 ０ 的 Ｓ￣超格ꎬＩ 为 Ｌ 的 Ｓ￣超格理想ꎬ则 Ｉ＝[０]Φ( Ｉ)ꎮ

３　 结论

本文研究了 Ｓ￣超格理想的性质及其与 Ｓ￣超格同态、Ｓ￣超格同余的关系ꎮ 一方面ꎬ证明了任意 Ｓ￣超格的

全体 Ｓ￣超格理想构成一个代数的有顶交结构ꎬ得到了 Ｓ￣超格理想的满同态像和原像都是 Ｓ￣超格理想的结

论ꎻ另一方面ꎬ对任意 Ｓ￣超格同余 θꎬ给出了同余类[０] θ 是 Ｓ￣超格理想的一个充分条件ꎬ同时对任意的 Ｓ￣超
格理想ꎬ构造了一个以其为同余类的最大的 Ｓ￣超格同余ꎮ 论文研究的不足之处是没有给出同余类[０] θ 是 Ｓ￣
超格理想的一个充要条件ꎮ 本文研究针对的是并运算为超运算的 Ｓ￣超格ꎬ后续还可对并交均为超运算的 Ｓ￣
超格进行相关研究ꎬ并讨论 Ｓ￣超格范畴的性质以及超格范畴和 Ｓ￣超格范畴之间的关系ꎮ
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