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个体免疫和群体传播的多尺度耦合网络传染病模型动力学
研究进展

王毅ꎬ韩志敏ꎬ李思琦
(中国地质大学数学与物理学院ꎬ 湖北 武汉 ４３００７４)

摘要:多尺度耦合传染病模型(也称免疫－流行病模型)通过耦合宿主内部病原体动力学和宿主间疾病传播过程ꎬ 为研究传染

病提供了新的生物学见解ꎮ 这些模型涵盖了多菌株传染病、虫媒传播、环境传播和最优控制等多个研究领域ꎮ 在此ꎬ 本文回

顾 ２０多年来免疫－流行病模型的研究进展ꎮ 这些研究不仅关注模型分析和关键生物学量的探索ꎬ 还涉及从均匀混合到异质

混合的转变ꎬ 以及从单向到双向耦合的拓展ꎮ 最后ꎬ 本文结合自己所做的工作和对该领域的了解ꎬ 提出一些值得进一步研究

的问题ꎮ
关键词:免疫－流行病模型ꎻ复杂网络ꎻ病原体演化
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０　 引言

传染病是由各类病原体引发的能在人与人、动物与动物及人与动物之间互相传染的多类疾病的统称ꎮ
依据其发生和流行的历史可划分为 ３类:经典传染病、新发传染病和再发传染病[１]ꎮ 自古以来ꎬ传染病对人

类和社会构成了极大的威胁ꎮ 结核病、埃博拉病毒、寨卡病毒和流感等疾病的暴发都给公共安全和个体健康

带来巨大灾难ꎮ ２０１９年 １２月ꎬ新型冠状病毒感染(ＣＯＶＩＤ￣１９)开始流行ꎮ 截至 ２０２４ 年 ８ 月 １６ 日ꎬ世界卫



　 ２　　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０卷　

生组织(Ｗｏｒｌｄ Ｈｅａｌｔｈ Ｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎꎬ ＷＨＯ)报告的确诊病例已超过 ７亿例ꎬ死亡病例超过 ７００ 万例[２]ꎮ 尽管

科学家们对 ＣＯＶＩＤ￣１９进行了许多的理论、实验和临床研究ꎬ但没有迹象表明 ＣＯＶＩＤ￣１９ 会很快消失ꎬ它很

可能会像流感一样与人类共存多年ꎮ 因此ꎬ研究传染病的发病机制、传播途径、发展趋势以及制定有效的控

制策略已成为当务之急ꎮ 利用数学模型及其动态特性分析疾病的传播ꎬ并提出相应的防控措施ꎬ具有重大的

现实意义ꎮ
传染病动力学建模是理论定性研究传染病的重要手段ꎬ其主要目的是基于种群生长特性ꎬ研究疾病在人

群中的发生、传播、发展规律及其相关社会因素ꎬ建立能够反映疾病动态变化规律的数学模型ꎮ 通过对模型

动力学特性进行定性、定量分析和数值仿真ꎬ揭示疾病的发展过程ꎬ预测其变化趋势ꎬ找出流行的原因和关键

因素ꎬ并寻求最优的预防和控制策略ꎬ为防控决策提供理论支持和数据依据ꎮ 自 ２０ 世纪 ４０ 年代以来ꎬ传染

病的动力学建模与分析进入蓬勃发展的新阶段ꎬ大量数学模型被用以解决各类传染病问题[３￣５]ꎮ 现代传染

病动力学模型的研究方向大致包括两种:一种是确定性仓室建模ꎬ如构建微分方程模型、差分方程模型、积分

方程模型、脉冲方程模型和时滞微分方程模型等ꎬ基于均匀混合原则ꎬ许多研究人员对确定性模型计算了最

终规模等关键量ꎬ并深入分析了几类平衡点的存在性及稳定阈值条件、周期解的存在性和稳定性等问

题[６￣８]ꎻ另一种是随机性仓室建模ꎬ如构建随机动力学模型、分支过程网络模型等ꎮ 由于传染病系统不可避

免受到随机因素的干扰ꎬ因此ꎬ越来越多的研究人员在系统中引入白噪声[９]、 Ｌéｖｙ 噪声[１０]等随机扰动来研

究随机系统解的渐近行为ꎬ并关注疾病消亡和流行的阈值条件等ꎮ
数学模型为传染病的研究提供了坚实的理论基础ꎮ 迄今为止ꎬ很多研究人员已构建出众多数学模

型[１１￣１３]ꎮ 这些模型普遍关注疾病在人群中的传播与扩散动态ꎬ即只考虑宿主间的影响ꎬ然而ꎬ疾病传播的过

程是极其复杂的ꎬ涉及到病原体在宿主体内的动力学以及群体中个体之间的传播ꎮ 每个感染者都携带着病

原体ꎬ而病原体与宿主的免疫系统处于动态的相互作用之中ꎮ 宿主传播病原体或死于病原体的倾向取决于

系统中病原体的载量以及免疫反应的强度ꎻ 疾病在人群中的传播则取决于宿主所感染的疾病特征ꎬ当病原

体进入宿主体内时ꎬ病原体与宿主细胞之间会发生复杂的相互作用ꎬ这些相互作用直接影响个体宿主的患病

风险和感染程度ꎬ随后可能影响传染病模式[１４￣１５]ꎮ 因此ꎬ需要进一步了解流行病学过程ꎬ并深入研究宿主内

部(免疫学)过程ꎮ 由于目前对宿主内病原体的演化及其与人口层面传染病之间的联系研究不足ꎬ因此ꎬ仍
有一些基本问题尚未得到解答或仅得到部分解答ꎮ 例如ꎬ人体内的病原体载量是如何变化的? 病原体与宿

主细胞之间的短期和长期相互作用是什么? 宿主内的病原体发展如何影响人口层面的疾病传播和扩散? 为

了解决这些问题ꎬ研究人员提出了多尺度建模框架[１６￣２０]ꎮ 图 １ 展示了免疫－流行病模型的基本建模思想ꎮ 免

疫－流行病模型在探讨诸如艾滋病(ｈｕｍａｎ ｉｍｍｕｎｏｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙ ｖｉｒｕｓꎬ ＨＩＶ)、丙型肝炎病毒(ｈｅｐａｔｉｔｉｓ Ｃ ｖｉｒｕｓꎬ
ＨＣＶ)、流感及疟疾等涉及宿主内部传播机制的人类疾病时ꎬ展现出了其适用性ꎮ

图 １　 免疫－流行病模型中宿主内和宿主间的嵌套示意图(原图引用) [２１]

Ｆｉｇ.１　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｗｉｔｈｉｎ￣ｈｏｓｔ ａｎｄ ｂｅｔｗｅｅｎ￣ｈｏｓｔ ｎｅｓｔｉｎｇ ｉｎ ｉｍｍｕｎｏ￣ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃ ｍｏｄｅｌ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [２１]

　 　 在本综述中ꎬ第 ２章回顾了均匀混合多尺度耦合传染病模型的动力学研究进展ꎮ 第 ３ 章回顾了复杂网

络多尺度耦合传染病模型的动力学研究进展ꎮ 基于这些工作以及对该领域的了解ꎬ第 ４ 部分对全文进行了

总结ꎬ并提出了一些值得进一步研究的问题ꎮ
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１　 均匀混合多尺度耦合传染病模型

１.１　 均匀混合传染病模型

经典的传染病传播模型主要关注疾病在群体水平的传播ꎬ研究疾病在种群中发生、发展和分布的规律ꎬ
并据此提出预防、控制及根除疾病的策略ꎮ 疾病的传播必须满足 ３ 个基本条件:一是传染源ꎬ即那些携带病

原体并能将其释放到外界的人或动物ꎻ二是有效的传播方式ꎬ常见的传播方式有垂直传播[５]、水平传播[２２]和

虫媒传播[２３]等ꎬ这些途径使病原体能够从传染源传播到未感染群体ꎻ三是易感群体ꎬ即那些针对该疾病没有

免疫能力的个体ꎮ
动力学建模为传染病的研究提供了坚实的理论基础ꎬ基于动力学模型的传染病研究已经有两百多年历

史ꎬ最早可能追溯到 １７６０年荷兰数学物理学家 Ｂｅｒｎｏｎｌｌｉ 等[２４]对天花预防接种以期延长人们寿命的研究ꎮ
１８８９年ꎬＥｎ'ｋｏ[２５]建立了近代第一个离散传染病动力学模型ꎬ并把收集到的麻疹数据用来拟合数学模型ꎮ
１９０６年ꎬＨａｍｅｒ[２６]首次引入双线性发病率ꎬ建立了关于麻疹的离散时间模型ꎮ １９０６ 年ꎬＢｒｏｗｎｌｅｅ[２７]对传染

病中出现的免疫力进行了统计研究ꎮ 在传染病动力学建模的历史发展过程中ꎬ两个重要标志分别是英国科

学家 Ｒｏｓｓ 爵士对疟疾的研究和 Ｋｅｒｍａｃｋ 与 ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ 对一类传染病模型的研究ꎬ这两类研究把针对特殊

疾病和一般疾病的建模区分开来ꎮ １９１１ 年ꎬＲｏｓｓ 研究了疟疾在人群和媒介(主要是蚊子)中传播的数学模

型ꎬ首次提出标准发病率的概念[２８]ꎬ此外ꎬ他从模型的数学分析中推断ꎬ减少蚊子种群的数量有助于控制某

个区域的疟疾ꎮ 这是传染病发展史上第一次有人借助动力学模型提出了“阈值”的概念———当一个染病个

体入侵全是易感个体的种群时ꎬ如果他在染病期内平均感染的个体数目小于 １ꎬ则疾病将会灭绝ꎻ反之若大

于 １ꎬ则疾病将会流行ꎮ 这种思想不仅被后人扩展到更加复杂的具有高度异质性的传染病模型中ꎬ而且与流

行病学中的观察结果相一致ꎬ因此ꎬ阈值的思想经常被用于估计疫苗接种的有效性和判断疾病被控制的可能

性ꎮ １９２７年ꎬＫｅｒｍａｃｋ 和 Ｍｃｋｅｎｄｒｉｃｋ[２９]为研究黑死病的流行建立了易感－感染－恢复( ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ－ｉｎｆｅｃｔｅｄ－
ｒｅｃｏｖｅｒｅｄꎬ ＳＩＲ)模型ꎬ他们研究的阈值理论被认为是动力学研究的重要理论依据ꎮ 阈值的概念被 Ｋｅｒｍａｃｋ
与 ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ 进一步扩展至一般的仓室传染病模型[３０￣３１]ꎬ并给出了形式化的定义———基本再生数ꎬ记为

Ｒ０ꎮ 经典 ＳＩＲ 模型的建立基于以下假设:
(１) 不考虑人口的出生、死亡、流动等种群动力学因素ꎬ此时环境的总人口数始终保持为一个常数ꎻ
(２) 染病者一旦与易感者接触就必然有一定的传染力ꎻ
(３) 在 ｔ 时刻ꎬ单位时间内从染病者类移出的人数与病人数量成正比ꎬ比例系数为 γꎮ
基于以上 ３个假设ꎬ所建立的 ＳＩＲ 模型为

ｄＳ( ｔ)
ｄｔ
＝ －βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)ꎬ

ｄＩ( ｔ)
ｄｔ
＝βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ)－αＩ( ｔ)ꎬ

ｄＲ( ｔ)
ｄｔ
＝αＩ( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１)

其中ꎬ Ｓ( ｔ)、Ｉ( ｔ)和 Ｒ( ｔ)分别表示 ｔ 时刻易感者、染病者和恢复者的密度ꎬ β 和 α 分别表示传染率系数和恢

复率系数ꎮ Ｓ(０)、Ｉ(０)和 Ｒ(０)为模型初值ꎮ 经典的 ＳＩＲ 模型主要关注 ３个问题: (１)疾病是否会在种群中

暴发ꎬ由什么因素决定ꎻ (２)若疾病暴发ꎬ最高的峰值会达到多少ꎬ峰值到达的时间是什么时候ꎻ (３)疾病的

最终规模是多少ꎬ即疾病结束后总共会有多少人被感染ꎮ
基本再生数定义为ꎬ发病初期ꎬ当所有其他个体均为易感状态时ꎬ一个染病者在其平均患病期内所感染

的人数ꎮ 对于经典的 ＳＩＲ 模型ꎬ其基本再生数可表示 Ｒ０ ＝
β
α
ꎬ这是衡量疫情是否会在种群中暴发的关键指

标ꎮ 当基本再生数 Ｒ０>１时ꎬ经典的 ＳＩＲ 模型中染病者数量 Ｉ( ｔ)先上升后下降ꎬ经历一个单峰变化ꎬ该单峰

处对应的染病者数量即为峰值规模ꎬＳＩＲ 模型的峰值规模为

Ｉｍａｘ ＝Ｓ(０)＋Ｉ(０)－
１
Ｒ０
[１＋ｌｎ(Ｓ(０)Ｒ０)]ꎬ
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首次到达该单峰的时间称为峰值时间ꎬＳＩＲ 模型的峰值时间[３２]为

ｔｐ ＝
１
β ∫

Ｓｍ

Ｓ(０)

１
Ｓ Ｓ－Ｓｍ ｌｎ Ｓ / Ｓ(０)( ) －Ｉ(０)－Ｓ(０)( )

ｄＳꎬ

其中ꎬＳｍ 表示峰值时刻对应的易感者的密度ꎮ 传染病的最终规模是指当疫情暴发结束后ꎬ整个流行期间染

病者的规模ꎬ一般用 Ｚ 表示ꎮ 经典的 ＳＩＲ 模型的最终规模表达式可整理为

Ｚ＝Ｓ(０)(１－ｅｘｐ{－Ｒ０(Ｚ＋Ｉ(０))})ꎮ
　 　 疾病的最终规模、峰值以及峰值时间是衡量传染病流行与否以及严重程度的重要指标ꎬ因而备受研究人

员的关注ꎮ 上面介绍的 ＳＩＲ 模型适用于病毒感染疾病如流感、水痘和麻疹等ꎮ 其中ꎬ对于流感ꎬ个体可能对

某一特定病毒株产生较长时间的免疫反应ꎬ且在恢复后对该病毒株具有相对永久免疫力ꎬ即感染后不会再次

感染ꎬ或适用于像瘟疫、霍乱等高致死率的传染病ꎮ 然而ꎬ对于细菌感染疾病如淋病、细菌性脑膜炎等恢复后

不具有免疫力ꎬ仍有可能再次感染ꎬ此时 ＳＩＲ 模型对于此类疾病不再适用ꎮ 因此ꎬＫｅｒｍａｃｋ 和 Ｍｃｋｅｎｄｒｉｃｋ 在

１９３２年提出了易感－感染－易感(ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ－ｉｎｆｅｃｔｅｄ－ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅꎬ ＳＩＳ)模型[３０]ꎮ
经典的 ＳＩＲ 模型和 ＳＩＳ 模型是现代传染病动力学建模的基础ꎬ在它们被提出之后ꎬ大量的扩展模型被广

泛提出ꎮ 目前已出现了大量利用动力学方法来研究传染病的文献和专著ꎬ例如ꎬ在经典的传染病模型中增加

潜伏期仓室 Ｅꎬ即病原体可能会在新的被感染的个体中潜伏一段时间而不具有致病性[３３￣３４]ꎮ 除此之外ꎬ有的

模型还考虑了控制措施 (隔离[３５]、治疗[３６]、疫苗[３７] )对疾病传播的影响ꎮ 近年来ꎬ用数学模型研究

ＣＯＶＩＤ￣１９的工作也有很多[３８￣４２]ꎮ 例如ꎬＣｕｅｖａｓ￣Ｍａｒａｖｅｒ 等[３９]在研究中探讨了考虑引发 ＣＯＶＩＤ￣１９ 大流行

的 ＳＡＲＳ￣ＣｏＶ￣２病毒 Ｄｅｌｔａ 和 Ｏｍｉｃｒｏｎ 变体的传染病模型ꎬ并在模型中考虑了疫苗接种对疫情传播的影响ꎮ
针对 Ｄｅｌｔａ 和 Ｏｍｉｃｒｏｎ 变体ꎬ他们提出了两类不同的模型ꎬ研究结果为 ＣＯＶＩＤ￣１９ 后续流行期间制定干预策

略提供了理论支持ꎮ
１.２　 均匀混合免疫－流行病模型

均匀混合免疫－流行病模型的研究最早可以追溯到 Ｇｉｌｃｈｒｉｓｔ 和 Ｓａｓａｋｉ[１６]ꎮ 他们首先定义了一个寄生虫

在受感染宿主体内的动态机制模型:
ｄＰ
ｄτ
＝(ｒ－Ｂ)Ｐꎬ

ｄＢ
ｄτ
＝ａＢＰꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２)

其中ꎬｒ 是寄生虫在宿主内的复制速率ꎬａ 是宿主免疫反应率ꎬＰ 是寄生虫的密度ꎬＢ 是免疫细胞的密度ꎮ 然

后定义了一个免疫－流行病模型:
ｄＳ
ｄｔ

＝ ｂ (Ｓ( ｔ) ＋ ∫Ｔ
０
Ｉ(τꎬｔ) ＋ Ｒ( ｔ) ) － Ｓ( ｔ) (∫Ｔ

０
β(τ) Ｉ(τꎬｔ)ｄτ＋ ｄ )ꎬ

∂Ｉ
∂ｔ
＋∂Ｉ
∂τ
＝ －(α(τ)＋ ɩ(τ)＋ｄ) Ｉ(τꎬｔ)ꎬ

ｄＲ
ｄｔ
＝ Ｉ(Ｔꎬｔ)－Ｒ( ｔ)ｄꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(３)

用以描述宿主的出生和死亡以及感染在宿主群体中的传播动态 ꎮ其中 ꎬ新感染的个体为 Ｉ(０ꎬｔ)＝

Ｓ( ｔ) ∫∞
０
β(τ) Ｉ(τꎬｔ)ｄτꎬ β(τ)表示感染的传播系数ꎬ α(τ)＝ δｒＰ 和 ɩ(τ)＝ μ ｄＢ

ｄτ
分别表示在感染年龄为 τ 时由

于寄生虫感染和宿主免疫反应而导致的宿主死亡率ꎬδ 表示寄生虫成本系数ꎬμ 表示免疫反应成本系数ꎬｂ 和

ｄ 分别表示宿主的出生率和死亡率ꎮ Ｉ(τꎬｔ)表示在 ｔ 时刻感染年龄为 τ 时的感染宿主的密度ꎮ 宿主被分为 ３
类:易感者 Ｓ( ｔ)、感染者 Ｉ(τꎬｔ)和恢复者 Ｒ( ｔ)ꎮ 一旦感染被有效清除ꎬ即当感染年龄 τ＝Ｔ 时ꎬ感染者转化为

恢复者ꎮ 最后将宿主内模型耦合在传染病模型中ꎬ使得宿主内模型的动态与宿主的死亡率、恢复率和感染率

联系起来ꎮ 从图 ２(ａ)中可以发现ꎬ∂ａ
∗(ｒ)
∂ δ

>０表明最佳免疫反应曲线 ａ∗(ｒ)更加陡峭且对寄生虫的伤害更

大ꎮ 从图 ２(ｂ)中可以发现ꎬ∂ａ
∗(ｒ)
∂μ

<０表明成本较高的免疫反应系统的最佳免疫反应曲线 ａ∗(ｒ)比较平缓ꎮ
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图 ３展示了最佳寄生虫复制曲线ꎬｒ∗(ａ)与宿主免疫反应率 ａ 之间的关系受寄生虫成本系数 δ 和免疫反应

成本系数 μ 的影响ꎮ 此外ꎬ他们通过结合宿主和寄生虫的进化分析ꎬ预测出宿主－寄生虫整体系统的共同进

化ꎮ 数据分析显示ꎬ该系统总是演化到宿主和寄生虫曲线的单一交汇点ꎮ 研究还发现ꎬ即使寄生虫和宿主的

进化变化率不同ꎬ这并不会影响系统的最终进化结果ꎬ而只会影响其过渡性动态ꎮ 共同进化的稳定策略点位

于宿主和寄生虫的优化曲线交点处ꎮ 由于优化曲线受免疫反应和寄生虫成本系数的影响而变化ꎬ因此共同

进化的稳定策略点位置随这些系数的变化而变动ꎮ 在成本系数较低的情况下ꎬ共同进化的稳定策略点对应

宿主内寄生虫的高复制率和免疫反应的高激活率ꎻ而在成本系数较高时ꎬ免疫反应和寄生虫复制率随着成本

系数的增加而下降ꎬ使得最终共同进化的稳定策略点降至原点ꎮ 有趣的是ꎬ最高成本系数下ꎬ宿主的存活率

达到最大ꎬ这是因为所有免疫反应率下的最优寄生虫复制率都接近于 ０ 或者为 ０ꎮ 该研究展示了一种嵌套

建模方法在宿主－寄生虫共同进化研究中的应用ꎬ并阐明了这种方法几乎适用于任何宿主－寄生虫系统ꎬ包
括各种生物细节层次ꎮ

图 ２　 宿主最佳免疫反应率曲线 ａ∗(ｒ)与寄生虫复制率 ｒ 对不同参数值 δ 和 μ 的变化图(原图引用) [１６]

Ｆｉｇ.２　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｓｔ ｏｐｔｉｍａｌ ｉｍｍｕｎｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｒａｔｅ ｃｕｒｖｅ ａ∗(ｒ) ｖｅｒｓｕｓ ｐａｒａｓｉｔｅ ｒｅｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｒ
ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ δ ａｎｄ μ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [１６]

图 ３　 寄生虫在宿主体内的最佳复制率曲线 ｒ∗(ａ)与寄生虫复制率 ａ 对于不同参数值的变化图(原图引用) [１６]

Ｆｉｇ.３　 Ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｐａｒａｓｉｔｅ ｒｅｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｃｕｒｖｅ ｒ∗(ａ) ｉｎ ｔｈｅ ｈｏｓｔ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ ｐａｒａｓｉｔｅ ｒｅｐｌｉｃａｔｉｏｎ
ｒａｔｅ ａ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [１６]

　 　 之后ꎬ越来越多的研究人员开始关注免疫－流行病模型的构建与研究ꎮ 免疫－流行病模型解决的是宿主

内动力学对宿主间动力学的影响[４３￣４４]以及与病原体进化相关的问题[４５]ꎮ 目前ꎬ从建模机制的角度出发ꎬ均
匀混合免疫－流行病模型的分析主要包括以下 ３个方面:

(１) 宿主内模型与偏微分方程描述的带有年龄结构的传染病模型通过传播率或死亡率耦合起来ꎬ形成

免疫－流行病模型ꎮ 这种耦合模式适用于病原体进化等相关问题ꎬ进化问题往往涉及到多菌株建模框架ꎬ现
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有文献主要研究的是菌株的竞争排斥[４６]和共存机制[４７]ꎬ其中ꎬ超级感染[４７]、共感染[４８￣４９]和突变[５０]可能是病

原体变异体共存的因素ꎮ 例如ꎬＭａｒｔｃｈｅｖａ 等[４７]提出了一个双菌株模型ꎬ该模型将不同尺度的免疫学和流行

病学动态结合起来ꎮ 在宿主内部尺度上ꎬ两种菌株相互竞争ꎬ免疫再生数较高的菌株能够持续存在ꎮ 然而ꎬ
在群体尺度上ꎬ超级感染是可能的ꎬ免疫再生数较高的菌株能够超级感染免疫再生数较低的菌株ꎮ 该研究还

计算了免疫再生数、基本再生数和入侵再生数等重要参数ꎮ 考虑到耐药菌株的出现对当今医疗领域构成了

日益严重的威胁ꎬＷｅｂｂ 等[１７]通过构建含有并发感染的免疫－流行病模型研究耐药菌株的医院内部传播以

及可采取的控制措施ꎮ Ｌｉ 等[４９]扩展了 Ｍａｒｔｃｈｅｖａ 等[４７]的结果ꎬ建立了一个双菌株免疫－传染病模型ꎬ将人

体内的免疫过程与传染病的传播过程耦合起来ꎬ并考虑了菌株之间共同感染的传染病在人群中的传播过程ꎮ
Ｆｒａｓｅｒ 等[１８]的研究量化了艾滋病慢性期病毒载量与慢性期持续时间和传染性之间的关系ꎮ 他们通过文献

[１８]中提到的一种灵活参数模型来描述染病者在无症状阶段的持续时间ꎬ同时将平均持续时间的变化表示

为病毒载量的函数ꎬ同时考虑了在设定点病毒载量值下的持续时间的变异性ꎬ且从文献[１８]的最佳拟合模

型中看出ꎬ随着病毒载量的增加ꎬ无症状感染的持续时间呈下降趋势ꎮ
Ｓａｅｎｚ 等[１９]使用一个考虑宿主体内双菌株动力学的耦合模型来研究感染个体内的病毒动力学对 ＨＩＶ

流行病学动态的影响ꎮ 他们的研究结果表明当患者产生耐药性的风险较小时ꎬ增加治疗病例的比例可能会

增加累计感染人数ꎬ该研究结果为 ＨＩＶ 流行的耐药性动态提供了有用的见解ꎬ有助于确定抗逆转录病毒疗

法的最佳使用方案ꎮ 基于 Ｇｉｌｃｈｒｉｓｔ[１６]的建模方法ꎬ Ｇｉｌｃｈｒｉｓｔ 和 Ｃｏｏｍｂｓ[５１]以及 Ｃｏｏｍｂｓ 等[４５]建立了评估寄

生虫在宿主内和宿主间自然选择和竞争方向的耦合模型及一个免疫－流行病模型来研究病毒对宿主内病毒

进化和宿主间疾病传播的作用ꎮ Ｄｕａｎ 等[５２]建立了一个免疫－流行病模型来研究病毒对宿主内病毒进化和

宿主间疾病传播的作用ꎬ为了进一步研究疾病传播过程中的病毒演变ꎬ他们引入了一个具有超级感染的两菌

株传染病模型ꎮ 随后ꎬ Ｎｕｍｆｏｒ 等[２０]首次对免疫－流行病模型使用最优控制技术ꎬ使宿主内水平的自由病毒

和群体水平的感染个体最小化ꎬ同时使实施控制的成本最小化ꎮ ２０２３ 年ꎬＸｕｅ 等[５３]建立了一个数据驱动的

免疫动力学与传染病耦合模型ꎬ并揭示了抗病毒治疗和学校关闭对 ＣＯＶＩＤ￣１９暴发的影响ꎮ 近年来ꎬ耦合建

模方法还被用于分析 ＨＩＶ、ＨＣＶ 等疾病的动态变化ꎬ并产生了许多新的结果[５４￣５７]ꎮ
(２) 宿主内模型与常微分方程描述的传染病模型通过环境污染或与病毒载量有关的传染率耦合起来ꎬ

形成免疫－流行病模型[５８￣６１]ꎮ 例如ꎬ Ａｌｍｏｃｅｒａ 等[５９]介绍了两种多尺度模型ꎬ将宿主内模型通过疾病诱导的

传播率与 ＳＩＲ 模型耦合起来ꎮ 在第一个模型(流感感染)中ꎬ他们进行了稳定性分析ꎬ研究结果揭示了 ＳＩＲ
模型两个平衡点的特性ꎬ这些平衡点描述了地方病流行场景下易感者和感染者维持非零人群规模的情况ꎬ因
此ꎬ宿主间系统存在两个分叉点ꎬ这些分叉点由宿主内基本再生数以及内部平衡点处感染人群规模的大小共

同决定ꎮ 第二个模型(埃博拉感染)的分析揭示了抗体对病毒复制的有限暂时抑制效果ꎬ这影响了从感染到

暴发的时间ꎮ 现有文献大多是利用这种建模方式来研究弓形虫病和 ＣＯＶＩＤ￣１９等疾病ꎮ 弓形虫具有复杂的

生命周期ꎬ弓形虫病是由弓形虫引起的一种环境驱动型传染病ꎬ其中环境污染在弓形虫病的传播中起着主要

和决定性作用ꎬ对这种疾病进行建模需要采用不同于流感、结核病和艾滋病等直接传播传染病常用的数学模

型的方法[６２￣６３]ꎮ ２０１３年ꎬ Ｆｅｎｇ 等[６４]和 Ｃｅｎ 等[６５]分别提出了用于研究弓形虫病的模型ꎬ这些模型通过环境

污染将宿主间模型与宿主内模型耦合起来ꎬ这种建模方法(相对于其他免疫－流行病模型的建模方法)的一

个优点是ꎬ可以通过环境污染明确建立这两个过程之间的联系ꎮ ２０１５ 年ꎬ Ｆｅｎｇ 等[６６]在上述提出模型的基

础上考虑了因病死亡因素ꎬ分析了一个新的环境驱动性疾病耦合模型ꎬ研究结果强调了快慢系统中变量和参

数的相互依赖性在环境驱动性疾病的感染持续和病原体进化中的作用ꎬ同时研究结果还表明ꎬ在计算疾病阈

值条件时ꎬ考虑宿主内与宿主间动态的耦合关系至关重要ꎮ ２０１９ 年 １２ 月ꎬＣＯＶＩＤ￣１９ 开始流行ꎮ Ｗａｎｇ
等[４２]通过研究病毒、细胞和免疫反应之间的相互作用ꎬ使用数学模型评估了几种针对 ＣＯＶＩＤ￣１９ 的潜在治

疗干预措施的效果ꎮ 他们的研究结果显示ꎬ抗炎治疗或抗病毒药物与干扰素联合使用可有效缩短病毒平台

期(即在病毒感染过程中ꎬ病毒载量在体内达到一个稳定水平的阶段ꎮ 在这一阶段ꎬ病毒的复制速度和免疫

系统的反应达到平衡ꎬ病毒载量保持在一个相对固定的水平ꎬ不再显著增加或减少)的持续时间和恢复

时间ꎮ
(３) 进化动力学通过依赖病毒毒力的传播率或因病死亡率与传播动力学进行双向耦合ꎬ形成免疫－流

行病模型ꎮ 前面两种建模方法所提及的免疫－流行病模型大多都没有研究耦合系统的长期动力学ꎮ 在研究
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耦合系统的长期动力学时ꎬ有必要在病毒进化过程中直接考虑病毒毒力而不是病毒载量ꎮ ２０２０ 年ꎬ Ｘｕｅ
等[６７]提出了一个具有标准发生率的双向耦合免疫－流行病模型ꎬ该模型包括宿主间传播动力学和宿主内病

毒动力学的相互作用ꎬ并研究了模型在两个时间尺度上的动态行为ꎮ 他们发现ꎬ双向耦合的免疫－流行病模

型会表现出包括后向分支等更复杂的动力学行为ꎮ 有效的疾病控制措施既包括在人群体层面降低接触率或

传播率ꎬ也包括在个体层面提高药物疗效ꎮ ２０２３年ꎬ Ｌｉｕ 等[６８]建立了一个将病毒毒力的进化动力学与传播

动力学联系起来的双向耦合模型以探究进化动力学对传播动力学的影响ꎮ 他们采用 ＳＩＳ 模型来描述传染病

动力学ꎬ并使用一个定量遗传模型[６９]来描述进化动力学ꎬ其中病毒特征的进化由定量遗传动力学决定ꎮ 他

们的研究结果表明进化适应的速度不会定性影响耦合系统的渐近性质ꎬ但会影响疾病和毒力的峰值水平ꎮ
此外ꎬ考虑到毒力进化可能导致疾病存在更持久ꎬ这表明忽略病毒进化可能会低估疾病感染ꎮ Ｙａｎｇ 等[７０]提

出了一个双向耦合的免疫－流行病模型来研究霍乱在人群中的传播ꎮ 他们重点关注平衡的稳定性和分岔特

性ꎮ 文献[７０]展示了一组不同参数值的模拟结果ꎮ 他们的研究结果表明ꎬ随着参数 ω 的增加ꎬ振荡的幅度

随之增加ꎬ并且动态地从稳定解切换到不稳定解ꎮ 此外ꎬ文章中还显示了另一组模拟结果ꎬ他们的数值结果

展示了一种“气泡”现象ꎬ表明参数值 ω 可以使系统稳定性发生改变ꎮ
总而言之ꎬ免疫－流行病模型是一类新型模型ꎬ它将个体水平的宿主内模型与群体水平的宿主间模型联

系起来ꎬ用于研究病原体进化对疾病传播的影响ꎮ 这类模型既帮助我们探索特定免疫参数如何影响疾病在

宿主群体中的传播ꎬ解决毒力进化问题ꎬ又是研究病毒或进化动态对传播动力学影响的重要工具ꎮ 此外ꎬ当
生物组织的这两个层次之间存在相互反馈时ꎬ免疫－流行病模型可能是捕捉这些效应的唯一方法ꎮ 因此ꎬ这
类模型对解决传染病进化流行病学中尚未解决的问题至关重要ꎬ而且这类模型将继续促进解决传染病进化

流行病学中尚未解决的问题ꎮ

２　 复杂网络多尺度耦合传染病模型

２.１　 复杂网络理论

传染病的传播受多种因素影响ꎬ包括自然、社会和个人行为等因素ꎮ 这些因素共同构成了复杂系统的特

征ꎬ因此ꎬ传染病动力学建模与复杂系统理论密切相关ꎮ 实际上ꎬ许多现实世界中的复杂系统被看作复杂网

络ꎬ如运输、生物、经济和社会网络ꎬ人们早已习惯以图论的方式进行描述和分析ꎬ这一方法已有超过一个世

纪的历史ꎮ 图论研究的最早记录可以追溯到 １７３６年ꎬ当时瑞士数学家 Ｅｕｌｅｒ 解答了哥尼斯堡七桥问题ꎮ 在

接下来的 ２０世纪ꎬ大多数网络模型基于规则且固定的拓扑结构假设ꎮ ２０ 世纪 ６０ 年代末ꎬ匈牙利数学家

Ｅｒｄｏ″ ｓ和 Ｒéｎｙｉ 利用图论和计算机科学的理论和工具ꎬ提出了Ｅｒｄｏ″ ｓ￣Ｒéｎｙｉ(ＥＲ)随机网络模型ꎬ并对随机图进

行了广义定义[７１￣７３]ꎮ 这一创新奠定了图论理论体系的基础ꎬ推动了其逐步完善和发展ꎮ 随着系统论主导的

复杂性科学的兴起ꎬ计算机科学的进展和各学科之间的交叉融合ꎬ人们开始意识到世界上很多真实的网络并

非纯粹随机生成ꎬ而是受多种复杂因素共同影响ꎮ 因此ꎬ研究者们逐渐转向探索节点数量巨大、边分布极为

复杂的实际网络[７４]ꎮ Ｗａｔｔｓ 和 Ｓｔｒｏｇａｔｚ 于 ２０ 世纪末在«自然»上发表了关于“小世界”网络的重要论文[７５]ꎮ
他们的研究揭示了许多网络有介于完全规则和完全随机之间的特性ꎬ在这些网络中ꎬ信息传播速度更快、计
算能力更强、同步性特征更加显著ꎮ 此外ꎬ他们的工作还突显了传染病在“小世界”网络中传播更为迅速的

现象ꎮ 随后ꎬ Ｂａｒａｂ􀅡ｓｉ 和 Ａｌｂｅｒｔ 延续了 Ｗａｔｔｓ 和 Ｓｔｒｏｇａｔｚ 的工作ꎬ他们指出与随机网络和小世界网络中节点

的度总是围绕某个平均值附近这一特征不同ꎬ许多真实的大型网络具有增长机制和优先连接机制ꎬ使得网络

呈现出无标度特征ꎮ 以上两篇开创性的论文从机制上解释了复杂网络同时具有小世界性和无标度性的原

因ꎬ标志着复杂网络研究的重要进展[７４]ꎮ
２１世纪以来ꎬ复杂网络理论的兴起标志着人类对复杂系统的深入理解和探索ꎮ 这一理论框架不仅涵盖

了数学[７４]、物理[７６]、计算机科学[７７]、生物学[７８]、经济学[７９]和社会学[８０]等多个学科领域ꎮ 复杂网络研究的

核心之一是对网络拓扑结构的演化[８１]以及传染病[８２]、媒体信息[８３]和谣言[８４]传播动态过程的分析ꎬ揭示了

网络中复杂的相互作用和影响机制ꎮ 此外ꎬ耦合网络的研究也成为复杂网络理论的重要分支ꎬ包括时变网

络[８５]和多重网络[８６]等ꎮ 这些网络模型不仅考虑了网络结构的变化ꎬ还深入探讨了不同网络之间的相互作

用和耦合效应ꎬ为研究多系统之间复杂的互动关系提供了新的视角和工具ꎮ 随着时间的推移ꎬ复杂网络研究
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在理论和应用方面取得了显著进展[８７￣８９]ꎮ 在理论方面ꎬ学者们不断发展和完善网络模型ꎬ探索网络的稳定

性、动力学行为及其演化规律ꎮ 在应用方面ꎬ复杂网络理论为解决许多实际问题提供了新的思路和方法ꎬ如
改善社交网络的信息传播效率、优化电力网络的稳定性和可靠性、预测传染病的传播路径等ꎮ 总体而言ꎬ复
杂网络研究不仅深化了我们对真实系统行为的理解ꎬ还为解决复杂系统中的实际问题提供了关键性的见解

和工具ꎮ 未来ꎬ随着技术和理论的进步ꎬ复杂网络研究将继续发展ꎬ并在全球范围内产生深远的影响ꎮ
２.２　 复杂网络传染病模型

复杂网络传染病传播动态的研究一直是一个研究热点ꎮ 最早深入研究这一领域的主要是物理学家ꎬ随
后数学、计算机科学、信息管理和控制工程等多个学科的学者也加入其中ꎮ 研究人员采用了多种理论方法ꎬ
如渗流理论、平均场理论、博弈论、随机过程和元胞自动机等ꎮ 早在 １９８５ 年左右ꎬ研究人员就开始将社会网

络与流行病学结合起来ꎬ探讨了艾滋病病毒在人群中的传播[９０￣９１]ꎮ １９９９ 年ꎬ Ｎｅｗｍａｎ 和 Ｗａｔｔｓ[９２]运用渗流

理论探讨了 ＳＩＲ 模型在 ＮＷ 小世界网络中的传播问题ꎮ 他们的研究显示ꎬ在 ＮＷ 小世界网络中ꎬ传播的时

长受网络平均距离的影响ꎮ ２００１ 年ꎬ Ｐａｓｔｏｒ￣Ｓａｔｏｒｒａｓ 和 Ｖｅｓｐｉｇｎａｎｉ 首次使用复杂网络建立了如下的 ＳＩＳ 传

播模型[９３]:
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其中ꎬ β 表示单位时间内一个易感者沿边被其染病者邻居感染的概率ꎬΘ 表示在网络中随机选取的一条边

指向染病者的概率ꎮ
随后ꎬ Ｍｏｒｅｎｏ 等[９４]将上述工作中的网络 ＳＩＳ 模型拓展成了网络 ＳＩＲ 模型ꎬ并展示了度分布对传染病阈

值和最终暴发规模的影响ꎮ 这种基于网络建立传染病模型的思路被许多学者借鉴ꎬ并提出了各种基于网络

的传染病模型ꎮ 网络传染病模型根据网络演化的时间尺度与疾病动态变化的时间尺度之间的快慢ꎬ可以分

为以下 ３类:
(１) 退火网络传染病模型ꎮ 这类模型典型的特征是网络的演变速度远远快于疾病传播过程ꎬ在每个时

间段内ꎬ个体之间的接触概率是不同的ꎮ 在这种情况下ꎬ瞬态网络是快速切换拓扑的合适代表ꎮ Ｐａｓｔｏｒ￣
Ｓａｔｏｒｒａｓ和 Ｖｅｓｐｉｇｎａｎｉ 利用这种模型来捕捉计算机病毒在计算机网络中的传播[９３]ꎮ 他们根据节点的状态和

度值大小进行分类ꎬ被称为基于节点的异质平均场理论ꎮ 在这个理论框架下ꎬ相同度值的节点在统计学上被

视为完全等价的ꎬ而网络中不同度值节点之间的传播则通过一个概率函数相互耦合ꎮ 这个概率函数描述了

任选一条边指向染病节点的概率ꎬ即染病节点发出的总边数与所有节点发出的总边数之比ꎮ 近年来ꎬ诸多的

研究利用基于节点的异质平均场理论来探索网络上的 ＳＩＳ 传播过程ꎮ 这些研究涉及到拓扑统计量如度相

关[９５￣９６]和社团结构[９７￣９８]对传播过程的影响ꎮ 此外ꎬ人们还引入了新的感染状态ꎬ如潜伏期[９９]、接种[１００]和无

症状[１０１]等因素ꎬ深化了对疾病传播机制的理解ꎮ
(２) 淬火网络传染病模型ꎮ 这类模型典型的特征是疾病进程的发展速度远远快于网络的发展速度ꎬ适

合刻画个体之间有稳定接触关系造成的疾病传播ꎮ 在这种情况下ꎬ静态或固定网络是缓慢切换拓扑结构的

合适代表ꎮ Ｋｅｅｌｉｎｇ 等[１０２]首次在传染病模型中引入了生态环境中状态相关性的概念ꎬ并探讨了规则网络中

局部结构相关性对疾病传播的影响ꎮ 几年后ꎬ Ｅａｍｅｓ 和 Ｋｅｅｌｉｎｇ[１０３￣１０４]提出了异质网络上的对逼近模型用于

研究性传播疾病ꎮ 此外ꎬ除了利用对逼近的方法揭示静态网络上的疾病传播过程外ꎬ还可以运用有效度的概

念来深入探讨ꎮ 例如ꎬＬｉｎｄｑｕｉｓｔ 等[１０５]利用有效度的理论构建了静态网络上的 ＳＩＲ 和 ＳＩＳ 模型ꎮ 研究结果

显示ꎬ静态网络中 ＳＩＲ 模型的传播阈值与由渗流理论得出的阈值[１０６]一致ꎮ 与之相比ꎬ静态网络中 ＳＩＳ 模型

的传播阈值较 ＳＩＲ 模型低ꎬ且无法用解析表达式精确描述ꎮ 然而ꎬ对逼近模型和有效度模型通常涉及较高的

维数ꎬ导致分析复杂ꎬ并且有时难以准确获得模型的传播阈值ꎮ ２００８ 年ꎬ Ｖｏｌｚ[１０７]利用概率生成函数法建立

了能够描述任意度分布配置网络上疾病传播过程的 ＳＩＲ 模型ꎮ 在此基础上ꎬ２０１１ 年ꎬ Ｍｉｌｌｅｒ[１０８]引入新的变

量简化了该模型ꎬ使其与经典的 ＳＩＲ 模型具有相同的维数ꎮ 近年来ꎬ关于静态网络上疾病传播的研究仍在

继续[１０９￣１１０]ꎮ
(３) 共演化网络传染病模型ꎮ 这类模型典型的特征是疾病进程的发展速度与网络的发展速度相当ꎮ
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这个特征体现在当考虑一种传染病在社交网络上传播时ꎬ人类对传染病的反应往往是避免与感染者接

触ꎬ而是会选择和一个易感者接触ꎮ 这种局部的重新连接可能对疾病的动力学有很强的影响ꎬ反过来又

影响重新连接的过程ꎮ Ｇｒｏｓｓ 等[１１１￣１１２]在静态网络 ＳＩＳ 模型中考虑了断接重连的情况ꎬ发现模型有双稳

态、振荡等多样的动力学行为ꎮ 然而ꎬ重连过程需要个体了解网络的全局信息和所接触的其他个体的信

息ꎬ这与现实情况并不符合ꎮ 因此ꎬＳｈａｗ 和 Ｓｃｈｗａｒｔｚ[１１３]提出了自适应网络 ＳＩＲＳ 模型ꎮ 在该模型中ꎬ易
感个体在断开与重连的过程中会随机选择一个不论何种状态的个体进行接触ꎮ Ｓｚａｂó￣Ｓｏｌｔｉｃｚｋｙ 等[１１４]使

用成对常微分方程的近似和基于网络的随机模拟对自适应网络 ＳＩＳ 模型进行了分岔分析ꎮ 研究结果表

明ꎬ除了无疾病或流行的稳定状态外ꎬ还可能观察到振荡现象ꎮ Ｐｕ 等[１１５]为了适当地表征由混合空间和时

间因素引起的传染过程的混合时空关系ꎬ提出了一种动态自适应的时空图网络ꎬ以提高 ＣＯＶＩＤ￣１９ 预测

的准确性ꎮ 目前ꎬ关于自适应网络传染病模型的研究主要依赖于数值模拟结果和逼近思想衍生出的微分

方程模型ꎬ但缺乏严格的数学理论分析支持ꎮ 此外ꎬ空间网络传染病模型[１１６]和时序网络传染病模型[１１７]

也是共演化网络传染病模型的重要组成部分ꎮ Ｐｕｊａｒｉ 和 Ｓｈｅｋａｔｋａｒ[１１８]使用空间网络传染病模型研究了交

通网络对 ＣＯＶＩＤ￣１９ 大流行的影响ꎮ Ｆｒｉｅｓｗｉｊｋ 等[１１９]提出一种新颖的多人口时序网络模型用于研究复发

性传染病的传播ꎮ 共演化网络传染病模型理论研究尚有不足ꎬ将是未来复杂网络传染病模型研究的热点

方向[１２０] ꎮ
２.３　 复杂网络免疫－流行病模型动力学分析

综上所述ꎬ尽管关于复杂网络上流行病模型的研究有很多ꎬ但是ꎬ对于复杂网络免疫－流行病模型的研

究却有限ꎮ ２０１５ 年ꎬ Ｇｕｐｔａ 等[１２１]首次给出了复杂网络免疫 ＨＩＶ 传染病模型ꎬ在这个工作中ꎬ作者考虑到

ＨＩＶ 是一种终身性疾病ꎬ而且人口统计学对疾病的动态变化有重大影响ꎬ需要考虑一种动态网络ꎬ其中的网

络结构会发生变化ꎬ节点会被占用或空出ꎮ 作者旨在探讨不同的网络结构如何与宿主内部动态相互作用ꎬ从
而影响宿主间动态ꎮ 复杂网络免疫 ＨＩＶ 传染病模型包括一个艾滋病毒宿主的内部免疫学模型和一个群体

水平的 ＨＩＶ 传播模型ꎮ 宿主内部免疫学模型适用于人群中的所有个体ꎬ与个体之间的连接状态无关ꎮ 具体

的宿主内模型被描述为

Ｔ′(τ)＝ λ－ｋｖＴＶ－ｄＴꎬ
Ｔ ′ｉ (τ)＝ ｋｖＴＶ－μ０Ｔｉꎬ
Ｖ′(τ)＝ πＴｉ－ｃＶꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(５)

其中ꎬ Ｔ(τ)、Ｔｉ(τ)和 Ｖ(τ)分别表示 τ 时刻对应的易感 ＣＤ４＋细胞、受感染的 ＣＤ４＋细胞和病毒粒子的数量ꎮ
参数 λ 表示易感的 ＣＤ４＋细胞的产生率ꎬｋｖ 表示易感的 ＣＤ４＋细胞的病毒感染率ꎬπ 表示受感染的 ＣＤ４＋细
胞的病毒释放率ꎬｄ、 μ０ 和 ｃ 分别表示易感的 ＣＤ４＋细胞、受感染的 ＣＤ４＋细胞和病毒粒子的死亡率ꎮ 特别

地ꎬＳｍｉｔｈ 和 Ｄｅ Ｌｅｅｎｈｅｅｒ[１２２]对该宿主内模型的稳定性进行了详细的分析ꎮ 他们得出当免疫再生数小于 １
时ꎬ无病平衡点是全局渐近稳定的ꎻ 当免疫再生数大于 １时ꎬ地方病平衡点是全局渐近稳定的ꎮ 宿主间模型

描述的是 ＨＩＶ 在异质人群中的传播ꎬ由如下积分微分方程表示:
ｄＳｋ

ｄｔ
＝Λｋ－ ｋλｖ( ｔ)Ｓｋ( ｔ)－ μＳｋ( ｔ)ꎬ

∂ｉｋ
∂τ

＋
∂ｉｋ
∂ｔ

＝－ (μ ＋ γ(τ)) ｉｋ(τꎬｔ)ꎬ

ｉｋ(０ꎬｔ) ＝ ｋλｖ( ｔ)Ｓｋ( ｔ)ꎬ
ｄＡｋ

ｄｔ
＝ ∫∞

０
γ(τ) ｉｋ(τꎬｔ)ｄτ－ (μ ＋ α)Ａｋ( ｔ)ꎬ

λｖ( ｔ) ＝
１
‹ｋ›∑

ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)∫∞

０

βｋ(τ) ｉｋ(τꎬｔ)
Ｎｋ( ｔ)

ｄτꎬ　 ｋ∈ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(６)

其中ꎬ Ｓｋ( ｔ)表示在时刻 ｔ 度为 ｋ 的易感节点数ꎬ ｉｋ(τꎬｔ)表示在时刻 ｔ 和感染年龄为 τ 时度为 ｋ 的感染节点

的密度和 Ａｋ( ｔ)表示在 ｔ 时刻从第 ｋ 类感染节点转移过来的艾滋病节点数ꎮ Ｎｋ( ｔ)＝ Ｓｋ( ｔ)＋ ∫∞
０
ｉｋ(τꎬｔ)ｄτ 为 ｔ

时刻度为 ｋ 的总活跃人数ꎮ 参数 Λｋ 为度为 ｋ 的易感者的出生率ꎬ μ 为所有类别的自然死亡率ꎬα 为疾病诱
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导死亡率ꎬλｖ( ｔ)表示感染力ꎮ ｎ 为复杂网络中的最大连接数ꎬ‹ｋ› ＝∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋｐ(ｋ)表示网络的平均度ꎬｐ(ｋ)表示

网络的度分布ꎮ 他们采用 ＨＩＶ 传播率 βｊ(τ)＝ βｊＶ(τ)和感染者向艾滋病者的转化率 γ(τ)＝ γ０Ｖ(τ)作为连

接函数将宿主内模型和宿主间模型耦合起来从而建立了复杂网络免疫－流行病 ＨＩＶ 模型ꎮ
免疫－流行病模型ꎬ由于其维数较高ꎬ它的适定性要比均匀混合免疫－流行病模型更难证明ꎮ 为此ꎬ他们

借助了文献[２０]中的函数解析法ꎮ 此外ꎬ基本再生数的计算通过将免疫－流行病模型线性化来实现ꎮ 基于

此ꎬ作者重点分析了无病平衡点和地方病平衡点的稳定性ꎮ 值得注意的是ꎬ当基本再生数小于 １ 时ꎬ无病平

衡点是全局渐近稳定的ꎮ 然而ꎬ地方病平衡点的局部渐近稳定性则要求基本再生数大于 １ꎬ并且连接函数具

有特定的简单形式ꎮ 当复杂网络符合无标度网络特性时ꎬ染病者人数表现为免疫再生数的非单调驼峰函数ꎮ
换言之ꎬ当网络连通性较高时ꎬ染病者人数随着免疫再生数的增加而下降ꎻ 而在网络连通性较低时ꎬ则随着

免疫再生数的增加而上升ꎮ 这些观察结果表明ꎬ在使用降低免疫再生数的措施(如药物治疗)时ꎬ根据 ＨＩＶ
网络及其连通性的不同ꎬ会对种群水平产生显著不同的影响ꎮ 然而ꎬ染病者人数对免疫再生数的非单调依赖

性是网络连通性变化的结果ꎬ而网络连通性又可能放大传播与毒力之间的平衡ꎮ 事实上ꎬ在多斑块模型中也

观察到了类似的情况ꎬ即感染人数对连通性和再生数的驼峰式依赖ꎮ 在这种情况下ꎬ增加迁移率实际上就相

当于增加了斑块网络的连通性ꎮ
随后ꎬ２０２３年ꎬＧｕｐｔａ 等[１２３]扩展了文献[１２１]中提出的建模框架ꎬ将阿片类药物成瘾与艾滋病结合起

来ꎬ首次建立了考虑两种疾病的网络免疫－流行病模型ꎮ 该模型是封闭形式的ꎬ他们对其无病平衡点和边界

平衡点进行了稳定性分析ꎬ揭示了艾滋病毒感染和阿片类药物成瘾之间的相互影响ꎮ 研究发现ꎬ海洛因使用

者感染艾滋病毒的可能性增加会导致共同受影响人群的显著增加ꎬ表明通过侧重于减少阿片类药物成瘾人

群中的艾滋病毒感染ꎬ可以有效地控制这两种传染病的传播ꎮ 这一结论与文献[１２４]中的研究结果一致ꎮ
随着艾滋病毒感染人数的增加ꎬ同时受艾滋病和阿片类药物影响人群的流行率会显著下降ꎬ可能导致更多人

阿片类药物成瘾ꎮ 此发现与现实数据相符ꎬ例如ꎬ２０２０ 年美国每年因药物过量死亡的人数约为 １２ 万人ꎬ
２０２１年增加了 １５％[１２５]ꎻ 而 ２０２０年因艾滋病毒致死的人数约为 １８ ５００ 人[１２６]ꎮ 研究还表明ꎬ随着阿片类药

物使用者恢复期的显著增加ꎬ同时受艾滋病和阿片类药物影响人群的流行率也会急剧增加ꎮ 这一趋势强调

了应更多关注阿片类药物使用障碍的治疗ꎬ将这两种传染病分开处理ꎬ以防止生命损失ꎮ 因此ꎬ必须向艾滋

病毒感染者提供有关阿片类药物成瘾风险的咨询ꎬ同时也应向报告有阿片类药物成瘾问题的人群提供有关

感染艾滋病毒危险性的教育和咨询ꎮ 然而ꎬ文献[１２１]和[１２３]未涉及免疫再生数如何影响群体水平传染病

传播ꎮ ２０２３年ꎬＹａｎｇ 等[１２７]建立了一个多尺度网络传染病模型ꎬ揭示了基本再生数是免疫再生数的递增函

数和免疫再生数大于 １并不足以使得基本再生数大于 １ꎮ 这表明病原体在宿主体内大量繁殖ꎬ但可能不会

在种群水平上导致传染病的暴发ꎮ
２.４　 复杂网络免疫－流行病模型的峰值和最终流行规模

众所周知ꎬ只有通过人为干预才能减少疾病的传播ꎬ但要完全消除疾病却是极具挑战性的任务ꎮ 人们关

心的问题包括疾病是否会侵袭一个人群ꎬ它最终能够感染多少人ꎬ在哪一天达到感染人数的峰值ꎬ以及感染

人数的峰值是多少ꎮ 这促使我们研究疾病的流行阈值、到达峰值的时间、峰值和最终流行规模ꎮ 然而ꎬ由于

免疫－流行病模型的复杂性ꎬ探索疾病的峰值时间、峰值和最终流行规模仍然是一个具有挑战性的问题ꎮ
鉴于上述意义和以上关于复杂网络免疫－流行病模型的工作ꎬ Ｈａｎ 等[１２８]分别建立了均匀混合免疫－流

行病 ＳＩＲ 模型和网络免疫－流行病 ＳＩＲ 模型ꎬ具体的宿主内模型为

ｄＰ
ｄζ
＝ ｒＰ－ｄＢＰꎬ

ｄＢ
ｄ ζ
＝Λ＋λＰ－σＢꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)

其中ꎬ Ｐ(ζ)表示 ζ 时刻的病原体载量ꎬＢ(ζ)表示 ζ 时刻的免疫水平ꎬｒ 表示病原体的生成速率ꎬｄ 表示通过

免疫细胞清除病原体的速率ꎬΛ 是免疫细胞的持续产生速率ꎬλ 是与病原体生成有关的免疫细胞产生的比例

因子ꎬσ 是免疫细胞的清除率ꎮ
文献[１２８]所研究的均匀混合免疫－流行病 ＳＩＲ 模型为
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ｄＳ( ｔ)
ｄｔ
＝ － Ｓ

Ｎ ∫
Ｅ

０
β(Ｐ(ζ)) ｉ(ζꎬｔ)ｄ ζꎬ

∂ｉ(ζꎬｔ)
∂ζ

＋∂ｉ(ζꎬｔ)
∂ｔ

＝ －γ(Ｐ(ζ)) ｉ(ζꎬｔ)ꎬ

ｉ(０ꎬｔ)＝ Ｓ
Ｎ ∫

Ｅ

０
β(Ｐ(ζ)) ｉ(ζꎬｔ)ｄ ζꎬ

ｄＲ( ｔ)
ｄｔ
＝ ∫Ｅ

０
γ(Ｐ(ζ)) ｉ(ζꎬｔ)ｄ ζꎬ
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(８)

其中ꎬ Ｓ( ｔ)表示在时刻 ｔ 的易感个体数量ꎬ ｉ(ζꎬｔ)是在感染时间为 ζ 和时刻 ｔ 的感染个体密度ꎬ Ｒ( ｔ)表示 ｔ
时刻移出个体的数量ꎬ β(Ｐ(ζ))＝ β０Ｐ(ζ)表示感染时间为 ζ 的疾病传播率和 Ｅ 表示最大感染时间ꎮ 感染个体

以速率 γ(Ｐ(ζ))＝ γ０＋γ１(Ｐ(ζ))被移出ꎬ其中感染个体以速率 γ０ 恢复或以速率 γ１(Ｐ(ζ))＝ γ１Ｐ(ζ)死于疾病ꎮ
文献 [１２８]研究了均匀混合免疫－流行病 ＳＩＲ 模型的基本再生数、峰值和最终流行规模方程ꎬ它们分别为

０ ＝ ∫Ｅ
０
β(Ｐ(ζ))π(ζ)ｄ ζꎬ

Ｚ＝Ｎ－Ｓ０ ｅｘｐ －
１
Ｎ
(Ｄ＋(Ｓ０－Ｓ(∞ )) ０)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

β０Ｓｔｐ

Ｎ
－γ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫Ｅ

０
Ｐ(ζ) ｉ(ζꎬｔｐ)ｄ ζ－γ０Ｉｔｐ ＝ ０ꎬ

其中ꎬ Ｓ０ 表示文献[１２８]模型(８)的易感个体的初值ꎬ Ｄ ＝ ∫Ｅ
０
β(Ｐ( ζ)) ∫ζ

０
ｉ０ ( ζ－ｔ) π(ζ)

π(ζ－ｔ)
ｄｔｄ ζ 表示在 ｔ∈

(０ꎬＥ)范围内ꎬ初始感染个体的总传染性ꎬπ(ζ)＝ ｅ
－∫ζ０γ(Ｐ(σ))ｄσ

是在感染后经过 ζ 时间单位仍然具有传染性的

概率ꎮ ｔｐ 表示峰值到达时间ꎬ Ｓｔｐ和 Ｉｔｐ ＝ ∫
Ｅ

０
ｉ(ζꎬｔｐ)ｄζ 表示峰值时间对应的易感者和感染者的数量ꎮ 此外ꎬ通

过分析函数性质ꎬ本团队证明了该耦合模型最终规模方程解的存在性和唯一性ꎮ 特别地ꎬ基于分离生物时间

尺度的思想[１２９]ꎬ文献[１２８]推导出了免疫－流行病 ＳＩＲ 模型的流行峰值、峰值时间、流行的持续时间和最终

流行规模ꎬ隐式表达式如下:

Ｉｔｍ ＝Ｓ０＋Ｉ０－
Ｎ(γ０＋γ１Ｐ∗)

β０Ｐ∗
１＋ｌｎ Ｓ０－ｌｎ
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β０Ｐ∗

é
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ê
ê
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û

ú
ú
ꎬ

ｔｍ ＝ ∫τｍ
０

１

Ｉ０＋Ｓ０－Ｓ０ｅ
－
β０Ｐ
∗

Ｎ τ′－(γ０＋γ１Ｐ∗)
ｄτ′ꎬ

ｔＥ ＝ ∫τＥ
０

１

Ｓ０－Ｓ０ｅ
－
β０Ｐ
∗

Ｎ τ′－(γ０＋γ１Ｐ∗)τ′
ｄτ′ꎬ

ＩＥ≈Ｎ－ＳＥꎬ

其中ꎬＰ∗表示文献[１２８]宿主内模型(７)的平衡点ꎬτｍ ＝
Ｎ

β０Ｐ∗
( ｌｎ Ｓ０ － ｌｎ

Ｎ(γ０＋γ１Ｐ∗)
β０Ｐ∗

)ꎬτＥ 是方程 Ｓ０ －

Ｓ０ｅ
－
β０Ｐ
∗

Ｎ τＥ－(γ０＋γ１Ｐ∗)τＥ ＝ ０的根中较大的那一个根ꎬＳＥ 是方程 Ｎ－ＳＥ＋
Ｎ(γ０＋γ１Ｐ∗)

β０Ｐ∗
ｌｎ

ＳＥ

Ｎ
＝ ０的根中较小的那

一个根ꎮ 最后ꎬ文献[１２８]揭示了基本再生数 ０ 和宿主间模型的标准化前向敏感性指数 Υ ０
ｂ 随免疫学参数

ｒ、ｄ、Λ、λ 和 σ 的变化情况ꎬ如图 ４ꎮ 数值结果表明控制策略应该旨在减少病原体的产生率ꎬ例如ꎬ在暴发期

间对宿主群体进行免疫或药物治疗ꎬ以阻碍宿主内病原体的增长ꎮ 此外ꎬ研究者需要增强免疫细胞对病原体

的杀伤力ꎬ例如ꎬ通过运动和服用某些增强免疫力的药物来提高免疫细胞清除病原体的效率ꎮ 然而ꎬ如果宿

主的免疫反应过强ꎬ导致宿主内病原体减少ꎬ宿主感染期延长ꎬ从而未能降低流行病传播的风险ꎮ 因此ꎬ研究

者必须根据传染病的具体情况采取有效的控制措施ꎮ
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图 ４　 基本再生数 ０ 和宿主间模型的标准化前向敏感性指数 Υ ０
Ｂ 随免疫学参数 ｒ、ｄ、Λ、λ 和 σ 的变化(原图引用) [１２８]

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ０ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄｉｚｅｄ ｆｏｒｗａｒｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘ Υ ０
ｂ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｔｗｅｅｎ￣ｈｏｓｔ

ｍｏｄｅｌ ａｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｍｕｎｏｌｏｇｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｒꎬ ｄꎬ Λꎬ λꎬ ａｎｄ σ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [１２８]

　 　 随后ꎬ文献[１２８]建立了如下的网络免疫－流行病 ＳＩＲ 模型:
ｄＳｋ( ｔ)

ｄｔ
＝ －ｋηｐ( ｔ)Ｓｋꎬ

∂ｉｋ(ζꎬｔ)
∂ζ

＋
∂ｉｋ(ζꎬｔ)
∂ｔ

＝ －γ(Ｐ(ζ)) ｉｋ(ζꎬｔ)ꎬ

ｉｋ(０ꎬｔ)＝ ｋηｐ( ｔ)Ｓｋꎬ

ｄＲｋ( ｔ)
ｄｔ

＝ ∫Ｅ
０
γ(Ｐ(ζ)) ｉｋ(ζꎬｔ)ｄ ζꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(９)

其中ꎬ Ｓｋ( ｔ)和 Ｒｋ( ｔ)表示 ｔ 时刻度为 ｋ 的易感和移出节点的数量ꎬ ｉｋ(ζꎬｔ)表示 ｔ 时刻度为 ｋ 且感染年龄为 ζ
的感染节点的密度ꎬ γ(Ｐ(ζ))的定义与文献[１２８]模型(８)中相同ꎮ 感染力 ηｐ( ｔ)定义为
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ηｐ( ｔ)＝∑
ｎ

ｊ ＝１

ｊｐ( ｊ)
‹ｋ› ∫

Ｅ

０

βｊ(Ｐ(ζ)) ｉｊ(ζꎬｔ)
Ｎｊ

ｄ ζꎬ

其中ꎬ ｊｐ( ｊ)
‹ｋ›

是在没有度相关性的网络中ꎬ度为 ｋ 的节点指向度为 ｊ 的节点的概率ꎬ ‹ｋ› ＝∑
ｎ

ｊ ＝１
ｊｐ( ｊ)是平均

度ꎬβｊ(Ｐ(ζ))＝ βｊＰ(ζ)是度为 ｊ 的感染节点在感染时间为 ζ 时的传播率ꎮ 该模型的基本再生数为

ｎｅｔｗｏｒｋ
０ ＝ １

‹ｋ›∑
ｎ

ｋ ＝１
ｋ２ｐ(ｋ)∫Ｅ

０
βｋ(Ｐ(ζ))π(ζ)ｄ ζꎬ

最终规模方程为

Ｚｋ(∞ )＝ Ｎｋ－Ｓｋ０ｅｘｐ (∑
ｎ

ｊ ＝１

ｋｊｐ( ｊ)
‹ｋ› ∫

Ｅ

０

βｊ(Ｐ(ζ))
Ｎｊ

π(ζ)ｄ ζ(Ｓｊ(∞ )－Ｓｊ０)－∑
ｎ

ｊ ＝１

ｋｊｐ( ｊ)
‹ｋ› ∫

Ｅ

０

βｊ(Ｐ(ζ))
Ｎｊ

ｉ^ ｊ(ζ)ｄ ζ )ꎬ

其中ꎬＳｋ０表示文献[１２８]模型(９)的度为 ｋ 的易感节点的初值ꎬｉ^ ｊ(ζ)＝ ∫ ζ
０
ｉ０ｊ(ζ－ｔ)

π(ζ)
π(ζ－ｔ)

ｄｔꎮ 文章通过将最终

规模隐式方程转化为不动点问题ꎬ证明了最终规模方程解的存在性和唯一性ꎮ 与文献[１２７]中关于最终规

模的结果相比ꎬ文献[１２８]的研究创新之处在于所得到的最终规模方程考虑了与宿主内部动态紧密相关的

感染年龄ꎮ 与 Ｇｕｐｔａ 等[１２１]的研究相比ꎬ文献[１２８]着眼于探讨网络拓扑结构对传染病传播风险的影响ꎬ研
究结果显示ꎬ当接触网络服从幂律分布时ꎬ与服从泊松分布相比ꎬ基本再生数显著增加ꎬ从而更可能导致疾病

暴发(见图 ５和 ６)ꎮ 以上研究为制定疾病控制措施提供了理论依据ꎬ但是关于网络免疫－流行病模型仍需进

行更多研究ꎮ

图 ５　 模型(９)中的 Ｉｋ 随时间的演化图ꎬ 这里网络服从泊松分布(原图引用) [１２８]

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｉｋ ｉｎ ｍｏｄｅｌ (９)ꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [１２８]

图 ６　 模型(９)中的 Ｉｋ 随时间的演化图ꎬ 这里网络服从幂律分布(原图引用) [１２８]

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｉｋ ｉｎ ｍｏｄｅｌ (９)ꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ Ｐｏｗｅｒ￣ｌａｗ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ (ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｃｉｔａｔｉｏｎ) [１２８]



　 １４　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０卷　

３　 总结与展望

近年来ꎬ耦合模型在生态学中长期被用于联系不同尺度的生物组织ꎮ 这种方法不仅仅局限于生态学领

域ꎬ还被广泛应用于研究群体水平中的疾病传播动态ꎮ 特别是ꎬ将宿主内动态模型耦合到宿主间传染病动态

模型中ꎬ已经成为一种越来越普遍的做法ꎮ 免疫－流行病模型为我们提供了关于病原体进化的重要见解ꎮ
此外ꎬ当个体层次的宿主内部病原体动态和群体层次的疾病传播之间存在相互反馈时ꎬ免疫－流行病模型成

为捕捉这种效应的唯一方法ꎮ 因此ꎬ免疫－流行病模型在解决传染病进化流行病学中的未解问题方面仍然

发挥着重要作用ꎮ 迄今为止ꎬ关于免疫－流行病模型的研究已经涵盖了从模型动力学到关键生物学量的研

究ꎬ从均匀混合人口到异质人群的研究ꎬ以及从单向耦合到双向耦合的探索ꎮ
根据对这一领域的了解ꎬ以下问题值得进一步探讨:
(１) 虽然免疫－流行病模型已经积累了大量研究成果ꎬ但是关于流行峰值及其到达时间的理论研究结

果却非常有限ꎮ 文献[１２８]是通过查阅相关文献并进行数值模拟后ꎬ初步尝试计算了流行峰值并观察到模

型可能存在单一的峰值ꎬ尚缺乏严格的理论证明支持ꎮ 在免疫－流行病模型中ꎬ染病者的感染年龄在流行病

传播中起到重要作用ꎮ 这增加了模型的复杂性ꎬ使得对流行峰值的理论分析更加困难ꎬ很多结果依赖于数值

模拟ꎮ 如何将理论分析与数值模拟结合起来ꎬ以提供更为严格的证明ꎬ是目前研究中的一个重要挑战ꎮ 因

此ꎬ需要更多的研究人员去探索ꎮ
　 　 (２) 事实上ꎬ大多数现有的免疫－流行病模型都是单向耦合的ꎮ 然而ꎬ宿主之间的疾病传播也会影响宿

主内部的病原体进化ꎬ这种相互作用更为复杂ꎮ 例如ꎬ高水平的免疫覆盖率(如接种疫苗)可以降低病原体

的整体传播能力ꎮ 迄今为止ꎬ研究人员主要集中于研究均匀混合的双向耦合免疫－流行病模型[６８ꎬ７０]ꎮ 然而ꎬ
针对异质混合人群的双向耦合免疫－流行病模型的研究尚未展开ꎬ它可能会带来新的见解ꎮ 因此ꎬ仍有许多

有意义的研究工作需要进行ꎮ 然而ꎬ这一领域也面临诸多挑战ꎮ 首先ꎬ异质混合人群的双向耦合免疫－流行

病模型的维度较高ꎬ这使得确定模型的基本再生数的显示表达式变得困难ꎮ 其次ꎬ高维度和复杂的耦合关系

会显著增加数值求解的计算量ꎬ可能需要依赖高性能计算资源来进行有效的模拟与分析ꎮ
(３) 目前ꎬ已有的复杂网络免疫－流行病模型多数是在退火网络上建立的ꎬ鲜有在淬火网络上建立复杂

网络免疫－流行病模型的案例ꎮ 此外ꎬ淬火网络流行病学模型涉及概率生成函数ꎬ对其进行分析本来就存在

一定的困难ꎮ 在淬火网络中ꎬ网络拓扑和节点属性的变化可能导致传播率等关键参数的估计变得不稳定ꎬ因
此需要更精确的数据支持ꎮ 若要与涉及病原体动态的宿主内模型耦合ꎬ将面临极大的挑战ꎮ
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[１０９] ＷＡＮＧ Ｙｉꎬ ＭＡ Ｊｕｎｌｉｎｇꎬ ＣＡＯ Ｊｉｎｄｅꎬ ｅｔ ａｌ. Ｅｄｇｅ－ｂａｓｅｄ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｓｐｒｅａｄｉｎｇ ｉｎ ｄｅｇｒｅｅ￣ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[ Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｂｉｏｌｏｇｙꎬ ２０１８ꎬ ４５４:１６４￣１８１.
[１１０] ＷＡＮＧ Ｙꎬ ＭＡ Ｊｕｎｌｉｎｇꎬ ＣＡＯ Ｊｉｎｄｅ. Ｂａｓｉｃ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ＳＩＲ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｉｎ ｄｅｇｒｅｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[ Ｊ] .

Ｐｈｙｓｉｃａ Ｄ: Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｈｅｎｏｍｅｎａꎬ ２０２２ꎬ ４３３:１３３１８３.
[１１１] ＧＲＯＳＳ Ｔꎬ Ｄ̓ＬＩＭＡ Ｃ Ｊ Ｄꎬ ＢＬＡＳＩＵＳ Ｂ. Ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｎ ａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｎｅｔｗｏｒｋ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓꎬ ２００６ꎬ

９６(２０):２０８７０１.
[１１２] ＧＲＯＳＳ Ｔꎬ ＢＬＡＳＩＵＳ Ｂ. Ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｎｅｔｗｏｒｋｓ: ａ ｒｅｖｉｅｗ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅꎬ ２００８ꎬ ５

(２０):２５９￣２７１.
[１１３] ＳＨＡＷ Ｌ Ｂꎬ ＳＣＨＷＡＲＴＺ Ｉ Ｂ. Ｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇ ｅｐｉｄｅｍｉｃｓ ｏｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ: Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌꎬ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒꎬ

ａｎｄ Ｓｏｆｔ Ｍａｔｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２００８ꎬ ７７(６):０６６１０１.
[１１４] ＳＺＡＢ􀆕￣ＳＯＬＴＩＣＺＫＹ Ａꎬ ＢＥＲＴＨＯＵＺＥ Ｌꎬ ＫＩＳＳ Ｉ Ｚꎬ ｅｔ ａｌ. Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ ｅｐｉｄｅｍｉｃｓ ｉｎ ａ ｄｙｎａｍｉｃ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌ: ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ

ａｎｄ ｍｅａｎ￣ｆｉｅｌｄ ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｌｏｇｙꎬ ２０１６ꎬ ７２(５):１１５３￣１１７６.
[１１５] ＰＵ Ｘｉａｏｊｕｎꎬ ＺＨＵ Ｊｉａｑｉꎬ ＷＵ Ｙｕｎｋｕｎꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｙｎａｍｉｃ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｐａｔｉｏ￣ｔｅｍｐｏｒａｌ ｇｒａｐｈ ｎｅｔｗｏｒｋ ｆｏｒ ＣＯＶＩＤ￣１９ ｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇ

[Ｊ] . ＣＡＡＩ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ ２０２３ꎬ ９(３):７６９￣７８６.
[１１６] ＢＡＲＴＨÉＬＥＭＹ Ｍ. Ｓｐａｔｉａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｒｅｐｏｒｔｓꎬ ２０１１ꎬ ４９９(１ / ２ / ３):１￣１０１.
[１１７] ＨＯＬＭＥ Ｐꎬ ＳＡＲＡＭÄＫＩ Ｊ. Ｔｅｍｐｏｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｒｅｐｏｒｔｓꎬ ２０１２ꎬ ５１９(３):９７￣１２５.
[１１８] ＰＵＪＡＲＩ Ｂ Ｓꎬ ＳＨＥＫＡＴＫＡＲ Ｓ. Ｍｕｌｔｉ￣ｃｉｔｙ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｅｐｉｄｅｍｉｃｓ ｕｓｉｎｇ ｓｐａｔｉａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ: ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ２０１９￣ｎＣｏｖ

(ＣＯＶＩＤ￣１９) ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｉｎ Ｉｎｄｉａ[Ｊ] . Ｍｅｄｒｘｉｖꎬ ２０２０: ２０２０.０３.１３.２００３５３８６.
[１１９] ＦＲＩＥＳＷＩＪＫ Ｋꎬ ＺＩＮＯ Ｌꎬ ＣＡＯ Ｍ. Ａ ｐｏｌａｒｉｚｅｄ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｓｐｒｅａｄ ｏｆ ｒｅｃｕｒｒｅｎｔ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｄｉｓｅａｓｅｓ ｉｎ

ａ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｖａｃｃｉｎａｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ[Ｊ] . ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０２３ꎬ １０(６):３７３２￣３７４３.
[１２０] ＰＯＲＴＥＲ Ｍ Ａ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ＋ｎｅｔｗｏｒｋｓ: ａ ２０２０ ｖｉｓｉｏｎ[Ｍ] ∥ＫＥＶＲＥＫＩＤＩＳ Ｐꎬ ＣＵＥＶＡＳ￣ＭＡＲＡＶＥＲ Ｊꎬ ＳＡＸＥＮＡ Ａ.

Ｅｍｅｒｇｉｎｇ Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ. Ｃｈａｍ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇꎬ ２０２０:１３１￣１５９.
[１２１] ＧＵＰＴＡ Ｃꎬ ＴＵＮＣＥＲ Ｎꎬ ＭＡＲＴＣＨＥＶＡ Ｍ. Ａ ｎｅｔｗｏｒｋ ｉｍｍｕｎｏ￣ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃａｌ ＨＩＶ ｍｏｄｅｌ[Ｊ] . Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｂｉｏｌｏｇｙꎬ ２０２１ꎬ ８３(３):１８.
[１２２] ＳＭＩＴＨ Ｈ Ｌꎬ ＤＥ ＬＥＥＮＨＥＥＲ Ｐ. Ｖｉｒｕｓ ｄｙｎａｍｉｃｓ: ａ ｇｌｏｂａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｊ] . ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２００３ꎬ ６３

(４):１３１３￣１３２７.
[１２３] ＧＵＰＴＡ Ｃꎬ ＴＵＮＣＥＲ Ｎꎬ ＭＡＲＴＣＨＥＶＡ Ｍ. Ａ ｎｅｔｗｏｒｋ ｉｍｍｕｎｏ￣ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ＨＩＶ ａｎｄ ｏｐｉｏｉｄ ｅｐｉｄｅｍｉｃｓ[ Ｊ] .

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０２３ꎬ ２０(２):４０４０￣４０６８.
[１２４] ＤＵＡＮ Ｘ Ｃꎬ Ｌｉ Ｘ Ｚꎬ ＭＡＲＴＣＨＥＶＡ Ｍ. Ｃｏｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｈｅｒｏｉｎ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ａｎｄ ＨＩＶ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｐｏｐｕｌａ￣

ｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０２０ꎬ １４(１):１１６￣１４２.
[１２５] Ｕ.Ｓ. Ｏｖｅｒｄｏｓｅ ｄｅａｔｈｓ ｉｎ ２０２１ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ ｈａｌｆ ａｓ ｍｕｃｈ ａｓ ｉｎ ２０２０￣ｂｕｔ ａｒｅ ｓｔｉｌｌ ｕｐ １５ ｐｅｒｃｅｎｔꎬ ２０２２ [ＥＢ / ＯＬ] . (２０２２￣０３￣０７)

[２０２５￣０２￣１８] . ｈｔｔｐｓ:∥ｗｗｗ.ｃｄｃ.ｇｏｖ / ｎｃｈｓ / ｐｒｅｓｓｒｏｏｍ / ｎｃｈｓ ｐｒｅｓｓ ｒｅｌｅａｓｅｓ / ２０２２ / ２０２２０５.ｈｔｍｌ
[１２６] Ｃｅｎｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｄｉｓｅａｓｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎꎬ ＨＩＶ ｂａｓｉｃ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ ２０２２[ＥＢ / ＯＬ] . (２０２２￣０４￣０９) [２０２５￣０２￣１８] . ｈｔｔｐｓ:∥

ｗｗｗ.ｃｄｃ.ｇｏｖ / ｈｉｖ / ｂａｓｉｃｓ / ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ.ｈｔｍｌ.
[１２７] ＹＡＮＧ Ｊｕｎｙｕａｎꎬ ＤＵＡＮ Ｘｉｎｙｉꎬ ＬＩ Ｘｕｅｚｈｉ. Ｄｙｎａｍｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎ ｉｍｍｕｍｏ￣ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘ

ｎｅｔｗｏｒｋｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎꎬ ２０２３ꎬ １１９:１０７１１６.
[１２８] ＨＡＮ Ｚｈｉｍｉｎꎬ ＷＡＮＧ Ｙｉꎬ ＪＩＮ Ｚｈｅｎ. Ｆｉｎａｌ ａｎｄ ｐｅａｋ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｓｉｚｅｓ ｏｆ ｉｍｍｕｎｏ￣ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃａｌ ＳＩＲ ｍｏｄｅｌｓ[ Ｊ] . Ｄｉｓｃｒｅｔｅ

ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ－Ｂꎬ ２０２４ꎬ ２９(１１):４４３２￣４４６２.
[１２９] ＧＩＬＣＨＲＩＳＴ Ｍ Ａꎬ ＣＯＯＭＢＳ Ｄ. Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｉｒｕｌｅｎｃｅ: ｉｎｔｅｒｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅꎬ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ａｎｄ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｎｅｓｔｅｄ ｍｏｄｅｌｓ

[Ｊ] . Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｂｉｏｌｏｇｙꎬ ２００６ꎬ ６９(２):１４５￣１５３.

(编辑:胡春燕)


