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非确定型模糊有限自动机的一种新的极小确定化方法

李平ꎬ杨巨芳ꎬ杨艳萍∗

(陕西师范大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１１９)

摘要:非确定型模糊有限自动机的极小确定化是自动机理论中的一个重要问题ꎮ 在格序幺半群下ꎬ 本文给出一种非确定型模

糊有限自动机的新的极小确定化方法ꎬ 称为内部构造法ꎮ 为此ꎬ 首先给出了模糊状态的内部的定义及其相关性质ꎬ 进一步证

明任给一个非确定型模糊有限自动机ꎬ 利用模糊状态的内部的性质得到一个极小的确定型模糊有限自动机与之等价ꎬ 最后

通过例子验证该方法的正确性ꎮ
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０　 引言

模糊自动机的概念最初是由 Ｗｅｅ 在 １９６７ 年[１￣２] 提出的ꎮ 此后有了较为显著的发展ꎬ 见 Ｓａｎｔｏｓ[３￣５]、Ｌｅｅ
和 Ｚａｄｅｈ[６]ꎮ 模糊自动机支持了大量的重要应用ꎬ 包括基于词的计算ꎬ 模糊离散事件系统ꎬ 模式识别和数据

库理论[７￣１０]ꎮ
模糊 自 动 机[１１] 是 非 确 定 型 自 动 机[１２] 的 自 然 推 广ꎮ Ｍｏｃ̌ｋｏｒ̌[１３]、 Ｑｉｕ[１４￣１５]、 Ｂěｌｏｈｌ􀅡ｖｅｋ[１６]、 Ｌｉ 和

Ｐｅｄｒｙｃｚ[１７￣１８]等研究了一些常见代数结构下非确定型模糊有限自动机(ＮＦＦＡ)与确定型模糊有限自动机

(ＤＦＦＡ)之间的关系ꎮ 从他们的研究中可知ꎬ 对于分配格上的任意 ＮＦＦＡ Ｎꎬ 总是存在等价于 Ｎ 的

ＤＦＦＡ Ｄ [１８]ꎻ 对于完备剩余格或格半群上的任意 ＮＦＦＡ Ｎꎬ 如果完备剩余格或格半群是局部有限的ꎬ 那么

总是存在等价于 Ｎ 的 ＤＦＦＡ Ｄ [１９ ２̄０]ꎮ
非确定型模糊有限自动机的确定化是自动机理论中的一个重要问题[１６￣２２]ꎮ ＮＦＦＡ 的特点是占用存储空
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间较小ꎬ但在运行过程中每读入一个字符ꎬ都要更新其所维护的全部状态ꎬ因此运行效率较低ꎻ而 ＤＦＦＡ 的运

行效率则高得多ꎮ 所以ꎬ人们常常将 ＮＦＦＡ 转化为 ＤＦＦＡꎮ 将一个 ＮＦＦＡ 转化为 ＤＦＦＡ 常见的方法有(可
达)模糊子集构造法[１６￣２０]、Ｂｒｚｏｚｏｗｓｋｉ 型确定化[２１]和基于语言包含程度的确定化[２２]ꎮ 其中基于语言包含程

度的确定化是在完备剩余格下给出的ꎬ在构造极小 ＤＦＦＡ 的过程中剩余运算(→)扮演了非常重要的角色ꎮ
注意到基于语言包含程度的确定化方法构造出了极小的 ＤＦＦＡꎬ但该方法是在完备剩余格下给出的ꎬ剩

余运算扮演了非常重要的角色ꎮ 受到该方法的启示ꎬ在格序幺半群没有剩余运算的前提下ꎬ本文自然而然的

想到了模糊状态的内部的概念ꎬ以此来代替剩余运算的功能ꎮ 本文的极小确定化方法是该方法的一般化ꎬ将
该方法推广到更广泛的代数结构———格序幺半群ꎮ 在此过程中ꎬ模糊状态的内部有什么性质ꎬ能否保证得到

的确定型模糊有限自动机与给定的非确定型模糊有限自动机等价并且状态数最少ꎬ这是本文面对的最大困

难ꎮ 本文解决了这些问题ꎬ详见本文第 ２、３ 部分ꎮ

１　 预备知识

首先回顾格序幺半群的相关知识ꎮ
定义 １[１７] 　 设 Ｌ 是一个有最小元 ０ 和最大元 １ 的格ꎬ令∨和∧分别表示 Ｌ 上的上确界运算和下确界

运算ꎮ 设 Ｌ 上有一个二元运算􀅰(称为乘积运算)使得(Ｌꎬ􀅰ꎬｅ)是一个单位元为 ｅ∈Ｌ 的幺半群ꎬＬ 是一

个格序幺半群ꎬ如果∀ａꎬｂꎬｃꎬｘ∈Ｌ 满足以下 ３ 个条件:
(１) ａ􀅰０＝０􀅰ａ＝ ０ꎻ
(２) ａ≤ｂ⇒ａ􀅰ｘ≤ｂ􀅰ｘ 且 ｘ􀅰ａ≤ｘ􀅰ｂꎻ
(３) ａ􀅰(ｂ∨ｃ)＝ (ａ􀅰ｂ)∨(ａ􀅰ｃ)ꎬ且(ｂ∨ｃ)􀅰ａ＝(ｂ􀅰ａ)∨(ｃ􀅰ａ)ꎮ
对于一个格序幺半群 Ｌꎬ本文只关注 Ｌ 上的乘积运算􀅰和有限上确界运算∨ꎬ因此ꎬ一个格序幺半群一

般被记为(Ｌꎬ􀅰ꎬ∨)ꎮ 对于 Ｌ 的任意有限子集 Ｌ１ꎬ如果 Ｌ１ 生成的子代数‹Ｌ１›是有限的ꎬ则称(Ｌꎬ􀅰ꎬ
∨)是局部有限的[１５]ꎮ

例 １[１７]

(１) 设(Ｌꎬ∧ꎬ∨)是一个完备分配格ꎬ并且设􀅰＝∧ꎬ则 Ｌ 是一个格序幺半群ꎬ其关于乘积运算的单位

元是 １ꎮ (Ｌꎬ∧ꎬ∨)是局部有限的ꎮ 特别地ꎬ完备分配格([０ꎬ１]ꎬ∧ꎬ∨)是局部有限的ꎮ
(２) 设 Ｌ＝ [０ꎬ１]ꎬ∨是一般的取大运算ꎮ 􀅰是一般的乘法运算ꎬ则对应的格序幺半群不是局部有

限的ꎮ
设 Ａ 是一个非空集合ꎬＡ 的一个模糊子集是一个映射 ｆ:Ａ→ＬꎬＬ Ａ表示所有从 Ａ 到 Ｌ 的模糊子集的全

体ꎮ 任取 ｆꎬｇ∈Ｌ Ａꎬ ｆ 包含于 ｇ 定义为: ｆ⊆ｇ 当且仅当 ｆ(ａ)≤ｇ(ａ)ꎬ∀ａ∈Ａꎻ ｆ 等于 ｇ 定义为: ｆ ＝ ｇ 当且仅

当 ｆ(ａ)＝ ｇ(ａ)ꎬ∀ａ∈Ａꎮ 令 Ｉ 是一个指标集ꎬ对任意 ｉ∈Ｉꎬ ｆｉ∈Ｌ Ａꎬ模糊集合的任意并∪
ｉ∈Ｉ

ｆｉ 和任意交∩
ｉ∈Ｉ

ｆｉ 分

别定义为∀ａ∈Ａꎬ
(∪

ｉ∈Ｉ
ｆｉ)(ａ)＝ ∨

ｉ∈Ｉ
ｆｉ(ａ)＝ ｓｕｐ

ｉ∈Ｉ
ｆｉ(ａ)ꎬ　 (∩

ｉ∈Ｉ
ｆｉ)(ａ)＝ ∧

ｉ∈Ｉ
ｆｉ(ａ)＝ ｉｎｆ

ｉ∈Ｉ
ｆｉ(ａ)ꎮ

设 Ａ、Ｂ 是 ２ 个非空集合ꎬＡ 到 Ｂ 的一个模糊关系是 １ 个映射 α:Ａ×Ｂ→Ｌꎬ即 Ａ×Ｂ 的 １ 个模糊子集ꎮ 模

糊关系的包含、等于、并、交就是模糊集合的包含、等于、并、交ꎮ Ａ 到 Ｂ 的所有模糊关系之集记为 Ｌ Ａ×Ｂꎮ 特别

地ꎬ集合 Ａ 上的一个模糊关系是一个映射 α′:Ａ×Ａ→Ｌꎮ Ａ 上的所有模糊关系之集记为 Ｌ Ａ×Ａꎮ 对非空集合 Ａ、
Ｂ、Ｃ 和模糊关系 α∈Ｌ Ａ×Ｂꎬ β∈Ｌ Ｂ×Ｃꎬα 和 β 的复合 α 􀳱β∈Ｌ Ａ×Ｃ仍是一个模糊关系ꎬ定义为∀ａ∈Ａꎬ ｃ∈Ｃꎬ

(α 􀳱β)(ａꎬｃ)＝ ∨
ｂ∈Ｂ

α(ａꎬｂ)􀅰β(ｂꎬｃ)ꎬ

对 ｆ∈Ｌ Ａꎬ α∈Ｌ Ａ×Ｂꎬ ｇ∈Ｌ Ｂꎬ ｆ 􀳱α∈Ｌ Ｂ和 α 􀳱ｇ∈Ｌ Ａ定义为∀ｂ∈Ｂꎬ ａ∈Ａꎬ
( ｆ 􀳱α)(ｂ)＝ ∨

ａ∈Ａ
ｆ(ａ)􀅰α(ａꎬｂ)ꎬ　 (α 􀳱ｇ)(ａ)＝ ∨

ｂ∈Ｂ
α(ａꎬｂ)􀅰ｇ(ｂ)ꎻ

对 ｆꎬｇ∈Ｌ Ａꎬ ｆ 􀳱ｇ∈Ｌ 定义为

( ｆ 􀳱ｇ)＝ ∨
ａ∈Ａ

ｆ(ａ)􀅰ｇ(ａ)ꎬ

当上述集合都有限时ꎬ模糊关系可以用矩阵表示ꎬ模糊集合可以用向量表示ꎬ模糊关系的复合可以表示为矩
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阵的复合ꎬ模糊集合和模糊关系的复合表示为向量－矩阵复合ꎮ
容易验证模糊集合和模糊关系具有以下性质ꎮ
命题 １　 设 α∈Ｌ Ａ×Ｂꎬ β∈Ｌ Ｂ×Ｃꎬ γ∈Ｌ Ｃ×Ｄꎬ ｆ∈Ｌ Ａꎬ ｇ∈Ｌ Ｂꎬ ｈ∈Ｌ Ｃꎬ本文有以下结论:
(１) (α 􀳱β) 􀳱γ＝α 􀳱(β 􀳱γ)ꎬ ( ｆ 􀳱ｇ) 􀳱ｈ＝ ｆ 􀳱(ｇ 􀳱ｈ)ꎻ
(２) ( ｆ 􀳱α) 􀳱β＝ ｆ 􀳱(α 􀳱β)ꎬ ( ｆ 􀳱α) 􀳱ｇ＝ ｆ 􀳱(α 􀳱ｇ)ꎬ(α 􀳱β) 􀳱ｈ＝α 􀳱(β 􀳱ｈ)ꎻ
(３) 如果 α⊆βꎬ则 α 􀳱γ⊆β 􀳱γꎻ
(４) 如果 α⊆γꎬβ⊆γꎬ则 α∪β⊆γꎮ 特别地ꎬ如果 αｉ⊆γꎬ其中 ｉ∈Ｉꎬ则∪

ｉ∈Ｉ
αｉ⊆γꎻ

(５) (α∪β) 􀳱γ＝(α 􀳱γ)∪(β 􀳱γ)ꎮ
下面介绍模糊自动机的相关知识ꎬ如果不特别指出ꎬＬ 是一个格序幺半群ꎮ
定义 ２[１７] 　 非确定型模糊有限自动机是一个五元组 Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)ꎬ其中ꎬ
(１) Ｑ 是非空有限状态集ꎻ
(２) Σ 是非空有限输入字符集ꎻ
(３) Ｉ:Ｑ→Ｌ 是模糊初始状态ꎬ或初始行向量ꎻ
(４) Ｆ:Ｑ→Ｌ 是模糊终止状态ꎬ或终止列向量ꎻ
(５) δ:Ｑ×Σ×Ｑ→Ｌ 是模糊转移函数ꎮ 或等价的ꎬ对任意 σ∈Σꎬ δσ:Ｑ×Ｑ→Ｌ 称为模糊转移矩阵ꎮ
令 Σ∗表示 Σ 上的所有长度有限的字符串的集合ꎬ ｜ θ ｜表示字符串 θ 的长度ꎬε 表示空字符ꎬ其中 ｜ ε ｜ ＝ ０ꎮ

用 Ｆ (Σ∗)＝ { ｆ ｜ ｆ:Σ∗→Ｌ}表示 Σ∗到 Ｌ 上所有模糊语言之集ꎮ
δ 的扩张记为δ∗:Ｑ×Σ∗×Ｑ→Ｌꎬ定义如下:∀ｑꎬｐ∈Ｑꎬ
(１) δ∗(ｑꎬεꎬｐ)＝ １⇔ｑ＝ｐꎬ否则ꎬδ∗(ｑꎬεꎬｐ)＝ ０ꎬ即 δ∗

ε ＝Ｅꎬ Ｅ∈Ｌ Ｑ×Ｑ是 Ｌ 上的一个单位矩阵ꎻ
(２) ∀θ∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎬ δ∗(ｑꎬθｕꎬｐ)＝ ∨

ｒ∈Ｑ
[δ∗(ｑꎬθꎬｒ)􀅰δ(ｒꎬｕꎬｐ)]即 δ∗

θｕ ＝ δ∗
θ 􀳱δｕꎮ

Ｎ 识别的模糊语言‖Ｎ ‖∈Ｆ (Σ∗)定义为:∀θ∈Σ∗ꎬ
‖Ｎ ‖(θ)＝ ∨

ｑꎬｑ′∈Ｑ
[ Ｉ(ｑ)􀅰δ∗(ｑꎬθꎬｑ′)􀅰Ｆ(ｑ′)]ꎬ

设 Ｎ１ꎬＮ２ 是 ２ 个非确定型模糊有限自动机ꎬ如果‖Ｎ１‖＝‖Ｎ２‖ꎬ称 Ｎ１ 和 Ｎ２ 等价ꎬ记作 Ｎ１≡Ｎ２ꎮ
定义 ３[１７] 　 确定型模糊有限自动机是一个五元组 Ｄ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬｑ０ꎬＦ)ꎬ其中ｑ０∈Ｑ 是一个初始状态ꎬδ:

Ｑ×Σ→Ｑ 是一个转移函数ꎬＦ:Ｑ→Ｌ 是模糊终止状态ꎮ
特别地ꎬ确定型模糊有限自动机是非确定型模糊有限自动机的特例ꎮ

δ 的扩张记为δ∗:Ｑ×Σ∗→Ｑꎬ定义如下:∀ｑ∈Ｑꎬ
(１) δ∗(ｑꎬε)＝ ｑꎻ
(２) ∀θ∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎬ δ∗(ｑꎬθｕ)＝ δ(δ∗(ｑꎬθ)ꎬｕ)ꎮ
Ｄ 识别的模糊语言‖Ｄ‖∈Ｆ (Σ∗)定义为∀θ∈Σ∗ꎬ

‖Ｄ‖(θ)＝ Ｆ(δ∗(ｑ０ꎬθ))ꎬ
设 Ｄ＝(ＱꎬΣꎬδꎬｑ０ꎬＦ)是 Ｌ 上的一个 ＤＦＦＡꎬ称 Ｑａ ＝{δ∗(ｑ０ꎬθ) ｜ θ∈Σ∗}是 Ｄ 的可达状态集ꎬＱ－Ｑａ 是 Ｄ 的

不可达状态集ꎮ 如果 Ｑ＝Ｑａꎬ则称 Ｄ 为可达的ꎮ ∀ｑꎬｑ′∈Ｑꎬ ｑ≡ｑ′当且仅当 Ｆ(δ∗(ｑꎬθ))＝ Ｆ(δ∗(ｑ′ꎬθ))ꎬ
∀θ∈Σ∗ꎬ称≡是 Ｑ 上的等价关系ꎮ 如果这个等价关系是相等关系ꎬ则称 ＤＦＦＡ Ｄ 是约简的ꎮ 即 ｑ≡ｑ′推出

ｑ＝ｑ′ꎬＤ 是约简的ꎮ
命题 ２[１８] 　 一个 ＤＦＦＡ Ｄ 是极小的当且仅当 Ｄ 是可达且约简的ꎮ

２　 模糊状态的内部及其性质

以下假设 Ｌ 是一个局部有限的格序幺半群ꎮ

设 Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是 Ｌ 上一个 ＮＦＦＡꎮ 令 ＳＩ ＝ { Ｉ}∪∪
ｎ∈Ｚ＋

{ Ｉ 􀳱 δσ１
􀳱 δσ２

􀆺􀳱 δσｎ
｜ σ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσｎ∈Σ}ꎬ ＳＦ ＝

{Ｆ}∪∪
ｎ∈Ｚ＋

{δσｎ
􀳱􀆺􀳱δσ２

􀳱δσ１
􀳱Ｆ ｜σｎꎬ􀆺ꎬσ２ꎬσ１∈Σ}ꎮ 由于 Ｌ 局部有限ꎬＳＩ 和 ＳＦ 也有限ꎮ 方便起见ꎬ令 Ｉ 􀳱 δσ ＝
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Ｉσꎬ∀σ∈Σꎮ 等价的ꎬＳＩ ＝{ Ｉ 􀳱δ∗
θ ｜ θ∈Σ∗}ꎬ ＳＦ ＝{δ∗

θ 􀳱Ｆ ｜ θ∈Σ∗}ꎮ ＳＩ 和 ＳＦ 分别称为模糊自动机的可达状态集

和余可达状态集ꎮ
定义 ４　 设 Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是 Ｌ 上一个 ＮＦＦＡꎮ ∀Ａ∈Ｌ ＱꎬＡ 的内部定义为

ｉｎｔ(Ａ)＝ ∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱 ｆ≤Ａ 􀳱 ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ｆ∈ＳＦ}ꎬ
显然ꎬｉｎｔ(Ａ)＝ ∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ∈Σ∗}ꎮ

命题 ３　 设 Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是 Ｌ 上的一个 ＮＦＦＡꎮ ∀ＡꎬＢ∈Ｌ Ｑꎬ以下结论成立:
(１) ∀ｆ∈ＳＦꎬ若 Ｂ 􀳱 ｆ≤Ａ 􀳱 ｆꎬ则 Ｂ⊆ｉｎｔ(Ａ)ꎮ 特别地ꎬＡ⊆ｉｎｔ(Ａ)ꎻ
(２) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 ｉｎｔ(Ａ)⊆ｉｎｔ(Ｂ)ꎻ
(３) ∀ｆ∈ＳＦꎬ Ａ 􀳱 ｆ＝ ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 ｆꎻ
(４) ∀ｆ∈ＳＦꎬ Ａ 􀳱 ｆ＝Ｂ 􀳱 ｆ ⇔ ｉｎｔ(Ａ)＝ ｉｎｔ(Ｂ)ꎮ
证明　 由定义 ４ꎬ式(１)显然成立ꎮ 由命题 １ 式(３)、(４)易验证式(２)成立ꎮ 由式(１)ꎬ可得∀θ∈Σ∗ꎬ

Ａ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ≤ｉｎｔ(Ａ) 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎻ另一方面ꎬ任取 Ｃ′∈{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ∀θ∈Σ∗}ꎬ由命题 １ 式(５)ꎬ可
得(∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ∀θ∈Σ∗}) 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆꎬ即∀θ∈Σ∗ꎬｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱 δ∗
θ 􀳱Ｆꎬ因

此式(３)成立ꎮ ∀ｆ∈ＳＦꎬ设 Ａ 􀳱 ｆ ＝Ｂ 􀳱 ｆꎬ由定义 ４ꎬ易得 ｉｎｔ(Ａ)＝ ｉｎｔ(Ｂ)ꎮ 反之ꎬ设 ｉｎｔ(Ａ)＝ ｉｎｔ(Ｂ)ꎬ易得∀ｆ∈
ＳＦꎬ ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 ｆ＝ ｉｎｔ(Ｂ) 􀳱 ｆꎬ通过式(３)ꎬ可得 Ａ 􀳱 ｆ＝Ｂ 􀳱 ｆꎮ 因此式(４)成立ꎮ

命题 ４　 ∀Ａ∈Ｌ Ｑꎬ ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ))＝ ｉｎｔ(Ａ)ꎮ
证明　 一方面ꎬ由命题 ３ 式(１)ꎬ可得 Ａ⊆ｉｎｔ(Ａ)ꎬ由命题 ３ 式(２)ꎬ可得 ｉｎｔ(Ａ)⊆ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ))ꎻ另一方

面ꎬ任取 Ｃ′∈{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ≤ｉｎｔ(Ａ) 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ∈Σ∗}ꎬ可得∀θ∈Σ∗ꎬＣ′ 􀳱 δ∗
θ 􀳱Ｆ≤ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ由命

题 ３ 式(３)ꎬ可得 Ｃ′ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ即 Ｃ′∈{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ∀θ∈Σ∗}ꎬ从而 Ｃ′⊆∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱
δ∗
θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ∈Σ∗}ꎮ 由命题 １ 式(４)ꎬ可得 ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ))＝ ∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱 δ∗
θ 􀳱Ｆ≤ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ
∈ＳＩꎬ ∀θ∈Σ∗}⊆∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆ≤Ａ 􀳱 δ∗
θ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ∈Σ∗} ＝ ｉｎｔ(Ａ)ꎬ即 ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ))⊆ｉｎｔ(Ａ)ꎮ 因此ꎬ

ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ))＝ ｉｎｔ(Ａ)ꎮ
命题 ５　 ∀Ａ∈Ｌ Ｑꎬ θ∈Σ∗ꎬ ｉｎｔ(ｉｎｔ(Ａ) 􀳱δ∗

θ )＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗
θ )ꎮ 特别地ꎬ∀θ∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎬ ｉｎｔ(ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δｕ)＝
ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θｕ)ꎮ
证明　 ∀θ∈Σ∗ꎬ由命题 ３ 式(１)ꎬＡ⊆ｉｎｔ(Ａ)ꎬ及命题 １ 式(３)ꎬＡ 􀳱δ∗

θ ⊆ｉｎｔ(Ａ) 􀳱δ∗
θ ꎬ由命题 ３ 式(２)ꎬ可得

ｉｎｔ(Ａ 􀳱 δ∗
θ )⊆ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ａ) 􀳱 δ∗

θ )ꎮ 反过来ꎬ∀θ∈Σ∗ꎬ任取 Ｃ′∈{Ｃ ｜ Ｃ 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱Ｆ≤( ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱ＦꎬＣ∈ＳＩꎬ

∀θ′∈Σ∗}ꎬ由命题 ３ 式(３)可得ꎬ∀θ′∈Σ∗ꎬ Ｃ′ 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆ≤ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱Ｆ ＝Ａ 􀳱 δ∗

θ 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱Ｆꎬ即 Ｃ′ 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱Ｆ≤(Ａ 􀳱
δ∗
θ ) 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱 Ｆꎬ故 Ｃ′∈{Ｃ ｜ Ｃ 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱 Ｆ≤(Ａ 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱 ＦꎬＣ∈ＳＩꎬ∀θ′∈Σ∗ }ꎬ从而 Ｃ′⊆∪{Ｃ ｜ Ｃ 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱 Ｆ≤
(Ａ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ′∈Σ∗}ꎬ因此∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱Ｆ≤( ｉｎｔ(Ａ) 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ′∈Σ∗}⊆∪{Ｃ ｜
Ｃ 􀳱δ∗

θ′ 􀳱Ｆ≤(Ａ 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱 Ｆꎬ Ｃ∈ ＳＩꎬ∀θ′∈ Σ∗ }ꎬ即∀θ∈ Σ∗ꎬ ｉｎｔ ( ｉｎｔ ( Ａ) 􀳱 δ∗
θ ) ⊆ ｉｎｔ ( Ａ 􀳱 δ∗

θ )ꎮ 综上ꎬ
ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ) 􀳱δ∗

θ )＝ ｉｎｔ ( Ａ 􀳱 δ∗
θ )ꎮ 将 等 式 左 边 的 Ａ 看 作 Ａ 􀳱 δ∗

θ ꎬ δ∗
θ 看 作 δｕꎬ 易 得 ∀θ ∈ Σ∗ꎬ ｕ ∈ Σꎬ

ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗
θ ) 􀳱δｕ)＝ ｉｎｔ((Ａ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δｕ)＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱(δ∗
θ 􀳱δｕ))＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θｕ)ꎮ
推论 １　 ∀Ａ∈Ｌ Ｑꎬ θꎬ θ′∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎬ若 ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θ )＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗
θ′ )ꎬ则 ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θｕ)＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗
θ′ｕ)ꎮ

证明　 ∀θꎬθ′∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎬ若 ｉｎｔ(Ａ 􀳱 δ∗
θ ) ＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱 δ∗

θ′ )ꎬ由命题 ５ꎬ则 ｉｎｔ(Ａ 􀳱 δ∗
θｕ ) ＝ ｉｎｔ((Ａ 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 δｕ) ＝
ｉｎｔ( ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δｕ)＝ ｉｎｔ( ｉｎｔ (Ａ 􀳱 δ∗
θ′ ) 􀳱 δｕ ) ＝ ｉｎｔ ((Ａ 􀳱 δ∗

θ′ ) 􀳱 δｕ ) ＝ ｉｎｔ ( Ａ 􀳱 δ∗
θ′ｕ )ꎬ∀θꎬ θ′∈Σ∗ꎬ ｕ∈Σꎮ 因此

ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗
θｕ)＝ ｉｎｔ(Ａ 􀳱δ∗

θ′ｕ)ꎮ

３　 ＮＦＦＡ 的极小确定化方法

内部构造:设 Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是 Ｌ 上一个 ＮＦＦＡꎮ 可以构造一个 ＤＦＦＡ Ｄ＝(ＹꎬΣꎬηꎬｙ０ꎬＰ)ꎬ其中 Ｙ＝

{ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗
θ ) ｜ θ∈Σ∗}⊆Ｌ Ｑ是一个有限状态集ꎻη:Ｙ×Σ→Ｙ 定义为∀ｙ∈Ｙꎬ σ∈Σꎬ η(ｙꎬσ)＝ ｉｎｔ(ｙ 􀳱 δσ)ꎻ ｙ０ ＝

ｉｎｔ( Ｉ)∈Ｙꎻ Ｐ:Ｙ→Ｌ 定义为∀ｙ∈Ｙꎬ Ｐ(ｙ)＝ ｙ 􀳱Ｆꎮ
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定理 １　 设Ｎ ＝(ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是Ｌ 上一个 ＮＦＦＡꎮ 则Ｄ＝(ＹꎬΣꎬηꎬｙ０ꎬＰ)是Ｌ 上一个等价于Ｎ 的极小

的 ＤＦＦＡꎮ
证明　 对 ＤＦＦＡ Ｄꎬ先证转移函数 η 的扩张η∗:Ｙ×Σ∗→Ｙ 满足∀θ∈Σ∗ꎬ η∗( ｙꎬε)＝ ｙ 且 η∗( ｙꎬθ)＝

ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗
θ )ꎮ 对 θ 的长度 ｎ 进行归纳证明ꎮ 当 ｎ＝ ０ 时ꎬη∗(ｙꎬε)＝ ｙ 显然成立ꎮ ∀θ∈Σ∗ꎬ假设 ｜ θ ｜ ＝ ｎ－１ 时结

论成立ꎬ则 ｜ θ ｜ ＝ ｎ 时ꎬ不妨设 θ ＝ θ１ｕ∈Σ∗ꎬ ｜ θ１ ｜ ＝ ｎ－１ꎬ∀ｕ∈Σꎬ由假设ꎬ∀θ∈Σ∗ꎬη∗( ｙꎬθ)＝ η∗( ｙꎬθ１ｕ)＝
η(η∗(ｙꎬθ１)ꎬｕ)＝ η( ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗

θ１)ꎬｕ)＝ ｉｎｔ( ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗
θ１) 􀳱δｕ)＝ ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗

θ１ 􀳱δｕ)＝ ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗
θ１ｕ)＝ ｉｎｔ(ｙ 􀳱δ∗

θ )ꎮ
下证‖Ｄ‖＝‖Ｎ ‖ꎮ ∀θ∈Σ∗ꎬ‖Ｄ‖(θ)＝ Ｐ(η∗(ｙ０ꎬθ))＝ Ｐ( ｉｎｔ(ｙ０ 􀳱 δ∗

θ ))＝ Ｐ( ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ) 􀳱 δ∗
θ ))＝

Ｐ( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗
θ ))＝ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱Ｆ≥Ｉ 􀳱δ∗
θ 􀳱Ｆ＝‖Ｎ ‖(θ)ꎬ则‖Ｎ ‖(θ)≤‖Ｄ ‖(θ)ꎮ 反之ꎬ∀θ∈Σ∗ꎬ任取Ｃ′∈

{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆ≤( Ｉ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ∀θ′∈Σ∗}ꎬ易得 Ｃ′ 􀳱δ∗

θ′ 􀳱Ｆ≤( Ｉ 􀳱δ∗
θ ) 􀳱δ∗

θ′ 􀳱Ｆꎬ从而 Ｃ′ 􀳱Ｆ≤( Ｉ 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱Ｆ(取

θ′＝ε)ꎬ由命题 １ 式(５)ꎬ可得(∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆ≤( Ｉ 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 δ∗
θ′ 􀳱ＦꎬＣ∈ＳＩꎬ∀θ′∈Σ∗}) 􀳱Ｆ ＝∪{Ｃ 􀳱Ｆ ｜Ｃ 􀳱 δ∗

θ′ 􀳱Ｆ≤
(Ｉ 􀳱δ∗

θ ) 􀳱δ∗
θ′ 􀳱Ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ∀θ′∈Σ∗}≤Ｉ 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ即 ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱Ｆ≤Ｉ 􀳱 δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ因此‖Ｄ ‖(θ)≤‖Ｎ ‖(θ)ꎮ 综

上ꎬ‖Ｄ‖＝‖Ｎ ‖ꎮ
最后证 Ｄ 是可达且约简的ꎮ ∀Ａ∈Ｙꎬ∃θ∈Σ∗ꎬ使得 Ａ ＝ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗

θ )ꎮ 由 η∗ 的性质和命题 ５ 可知ꎬ
η∗( ｉｎｔ( Ｉ)ꎬθ)＝ ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ) 􀳱 δ∗

θ ) ＝ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ ) ＝ Ａꎮ 因此 Ｄ 是可达的ꎮ ∀ＡꎬＢ∈Ｙꎬ∃θ１ꎬθ２ ∈Σ∗ꎬ使得 Ａ ＝

ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗
θ１)ꎬ Ｂ＝ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ２ )ꎮ ∀θ∈Σ∗ꎬ若 Ｐ(η∗( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ１ )ꎬθ)) ＝ Ｐ(η∗( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗

θ２ )ꎬθ))ꎬ由内部构造得ꎬ
Ｐ( ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ１) 􀳱δ∗
θ ))＝ Ｐ( ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ２) 􀳱δ∗
θ ))ꎬ进而ꎬｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ１) 􀳱δ∗
θ ) 􀳱Ｆ＝ ｉｎｔ( ｉｎｔ( Ｉ 􀳱 δ∗

θ２ ) 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱Ｆꎮ 由命

题 ５ꎬ可得 ｉｎｔ(( Ｉ 􀳱 δ∗
θ１ ) 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 Ｆ ＝ ｉｎｔ(( Ｉ 􀳱 δ∗
θ２ ) 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 Ｆꎮ 由命题 ４(３)ꎬ可得∀ｆ∈ＳＦꎬ ｉｎｔ(( Ｉ 􀳱 δ∗
θ１ ) 􀳱 δ∗

θ ) 􀳱 ｆ ＝
( Ｉ 􀳱δ∗

θ１) 􀳱δ∗
θ 􀳱 ｆꎬ特别地ꎬ取 ｆ＝Ｆꎬ易得 ｉｎｔ(( Ｉ 􀳱 δ∗

θ１ ) 􀳱 δ∗
０ａ) 􀳱 Ｆ ＝ ( Ｉ 􀳱 δ∗

θ１ ) 􀳱 δ∗
θ 􀳱 Ｆꎬ同样的ꎬ ｉｎｔ(( Ｉ 􀳱 δ∗

θ２ ) 􀳱 δ∗
θ ) 􀳱 Ｆ ＝

( Ｉ 􀳱δ∗
θ２) 􀳱δ∗

θ 􀳱Ｆꎬ因此ꎬ∀θ∈Σ∗ꎬ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ１ ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱 Ｆ ＝ ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ２ ) 􀳱 δ∗

θ 􀳱 Ｆꎬ即 ( Ｉ 􀳱 δ∗
θ１ ) 􀳱 ｆ ＝ ( Ｉ 􀳱 δ∗

θ２ ) 􀳱 ｆꎮ 由定义 ４ꎬ
ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗

θ１)＝ ｉｎｔ( Ｉ 􀳱δ∗
θ２)ꎬ由命题 ２ 可知 Ｄ 是极小的ꎮ

例子 ２　 设 Ｌ＝([０ꎬ１]ꎬ∧ꎬ∨)ꎬ且 Ｎ ＝ (ＱꎬΣꎬδꎬＩꎬＦ)是 Ｌ 上一个 ＮＦＦＡꎬ其中 Ｑ ＝ {ｑ０ꎬｑ１}ꎬ Σ ＝ {ｘꎬ
ｙ}ꎬ δ(ｑ０ꎬｘꎬｑ０)＝ ０.５ꎬ δ(ｑ０ꎬｙꎬｑ０)＝ ０.５ꎬ δ(ｑ０ꎬｘꎬｑ１)＝ ０.５ꎬ δ(ｑ０ꎬｙꎬｑ１)＝ １ꎬ δ(ｑ１ꎬｘꎬｑ１)＝ １ꎬ δ(ｑ１ꎬｙꎬｑ１)＝
０.５ꎬ Ｉ＝{ｑ０}ꎬ Ｆ＝{ｑ０ / １ꎬｑ１ / ０.５}ꎮ Ｎ 的状态转移图见图 １ꎮ

方便起见ꎬ将 Ｎ 的模糊状态和模糊转移函数表示为以下形式(其中列向量被表示成行向量的转置):

Ｉ＝(１　 ０)ꎬ　 δｘ ＝
０.５ ０.５
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 δｙ ＝

０.５ １
０ ０.５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｆ＝(１　 ０.５) Ｔꎬ

可以计算出 ＳＩ ＝{(１　 ０)ꎬ(０.５　 ０.５)ꎬ(０.５　 １)}ꎬ ＳＦ ＝ {(１　 ０.５) Ｔꎬ(０.５　 ０.５) Ｔ}ꎮ 并且ꎬ由模糊状态

的内部的定义ꎬｉｎｔ(Ｉ)＝ ∪{Ｃ ｜Ｃ 􀳱 ｆ≤Ｉ 􀳱 ｆꎬ Ｃ∈ＳＩꎬ ｆ∈ＳＦ} ＝∪{(１　 ０)ꎬ(０.５　 ０.５)ꎬ(０.５　 １)} ＝(１　 １)ꎮ
接下来ꎬ由内部构造法易得

η( ｉｎｔ(Ｉ)ꎬｘ)＝ ｉｎｔ(Ｉ 􀳱δｘ)＝ ｉｎｔ (０.５　 ０.５)( ) ＝ (０.５　 １)ꎬ
η( ｉｎｔ(Ｉ)ꎬｙ)＝ ｉｎｔ(Ｉ 􀳱δｙ)＝ ｉｎｔ (０.５　 １)( ) ＝ (０.５　 １)ꎬ

由上式知 ｉｎｔ(Ｉｘ)＝ ｉｎｔ(Ｉｙ)ꎬ由推论 ２.１ꎬ只需考虑 ｉｎｔ(Ｉｘ)的下一步转移:
η( ｉｎｔ(Ｉｘ)ꎬｘ)＝ ｉｎｔ(Ｉｘ 􀳱δｘ)＝ ｉｎｔ (０.５　 ０.５)( ) ＝ ｉｎｔ(Ｉｘ)ꎬ
η( ｉｎｔ(Ｉｘ)ꎬｙ)＝ ｉｎｔ(Ｉｘ 􀳱δｙ)＝ ｉｎｔ (０.５　 ０.５)( ) ＝ ｉｎｔ(Ｉｘ)ꎬ

令 ｙ０ ＝ ｉｎｔ(Ｉ)ꎬ ｙ１ ＝ ｉｎｔ(Ｉｘ)ꎬ则有 Ｐ(ｙ０)＝ ｙ０ 􀳱Ｆ＝ １ꎬ Ｐ(ｙ１)＝ ｙ１ 􀳱Ｆ＝ ０.５ꎮ
由内部构造法得到的极小 ＤＦＦＡ Ｄ 的状态转移图见图 ２ꎮ

图 １　 ＮＦＦＡ Ｎ 的状态转移图
Ｆｉｇ.１　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＮＦＦＡ Ｎ

图 ２　 极小 ＤＦＦＡ Ｄ 的状态转移图
Ｆｉｇ.２　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ＮＦＦＡ Ｄ
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４　 总结

在格序幺半群下ꎬ本文介绍了非确定型模糊有限自动机的一种新的极小确定化方法ꎬ称为内部构造法ꎮ
该方法是基于语言包含程度极小确定化方法的一般化ꎮ
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