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∗￣ｚｉｐ 环

王尧１ꎬ李欣１ꎬ任艳丽２∗

(１.南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ 江苏 南京 ２１００４４ꎻ ２.南京晓庄学院信息工程学院ꎬ 江苏 南京 ２１１１７１)

摘要:提出∗￣ｚｉｐ 环的概念ꎬ给出一些∗￣ｚｉｐ 环的例子ꎬ研究它们的扩张性质ꎮ 证明:(１)设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬｎ∈Ｎ 且

ｎ≥２ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｖｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎻ(２)设 Ｒ 是一个∗￣斜 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当∗￣斜多项式

环 Ｒ[ｘꎻ∗]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
关键词:对合ꎻ∗￣ｚｉｐ 环ꎻ环的扩张ꎻ∗￣斜多项式环
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ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅꎬ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ (１) Ｌｅｔ Ｒ ｂｅ ａ ∗￣ｒｉｎｇꎬ ｎ∈Ｎ ａｎｄ ｎ≥２ꎬ ｔｈｅｎ Ｒ ｉｓ ∗￣ｚｉｐ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ Ｖｎ(Ｒ) ｉｓ ∗￣ｚｉｐꎻ (２) Ｌｅｔ Ｒ ｂｅ ａ ∗￣
ｓｋｅｗ Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ ｒｉｎｇꎬ ｔｈｅｎ Ｒ ｉｓ ∗￣ｚｉｐ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ∗￣ｓｋｅｗ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｒｉｎｇ Ｒ[ｘꎻ∗] ｉｓ ∗￣ｚｉｐ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｉｎｖｏｌｕｔｉｏｎꎻ ∗￣ｚｉｐ ｒｉｎｇꎻ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｒｉｎｇꎻ ∗￣ｓｋｅｗ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｒｉｎｇ

０　 引言

本文对一般结合环(未必有 １)进行讨论ꎬ另有说明除外ꎮ 对任意的 Ｘ⊆ＲꎬｒＲ(Ｘ)表示 Ｘ 在 Ｒ 中的右零

化子ꎬ即 ｒＲ(Ｘ)＝ {ｒ∈Ｒ ｜ ｘｒ＝ ０ꎬ∀ｘ∈Ｘ}ꎮ Ｚｅｌｍａｎｏｗｉｔｚ[１]称一个环 Ｒ 是右(左) ｚｉｐ 环ꎬ对于环 Ｒ 的任一非空

子集 Ｘ⊆Ｒꎬ如果 ｒＲ(Ｘ)＝ ０( ｌＲ(Ｘ)＝ ０)ꎬ则一定存在一个有限子集 Ｙ⊆Ｘꎬ使得 ｒＲ(Ｙ)＝ ０( ｌＲ(Ｙ)＝ ０)ꎮ 文献

[１]指出ꎬ一般地ꎬ一个左 ｚｉｐ 环未必是右 ｚｉｐ 环ꎬ一个右 ｚｉｐ 环也未必是左 ｚｉｐ 环ꎮ 若一个环 Ｒ 既是右 ｚｉｐ 环

又是左 ｚｉｐ 环ꎬ则称 Ｒ 为 ｚｉｐ 环ꎮ 近年来ꎬ众多学者进一步研究了 ｚｉｐ 环的性质(参见文献[２￣７])ꎮ
设∗:ｘ→ｘ∗是环 Ｒ 上的一个映射ꎬ如果对于任意 ｘꎬｙ∈Ｒꎬ有(ｘ＋ｙ)∗ ＝ ｘ∗＋ｙ∗ꎬ(ｘｙ)∗ ＝ ｙ∗ｘ∗ꎬ(ｘ∗)∗ ＝

ｘꎬ则称∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ简称对合[８]ꎬ此时称环 Ｒ 为∗￣环ꎮ 对于环 Ｒ 的任一非空子集 Ｘ⊆Ｒꎬ
Ｈｅｒｓｔｅｉｎ 在文献[９]中称 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ {ｒ∈Ｒ ｜ ｘｒ ＝ ｘｒ∗ ＝ ０ꎬ∀ｘ∈Ｘ}是 Ｘ 在 Ｒ 中的右∗￣零化子ꎮ 类似地ꎬ也有

左∗￣零化子的概念ꎮ 本文利用∗￣零化子提出∗￣ｚｉｐ 环的概念ꎬ研究这类特殊∗￣环的性质ꎮ

１　 ∗￣ｚｉｐ 环的例子

定义 １.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ称 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ如果对于环 Ｒ 的任一非空子集 Ｘ⊆Ｒꎬ当
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ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０时ꎬ一定存在一个有限子集 Ｙ⊆Ｘꎬ使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ
下面的引理是易见的ꎮ
引理 １.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ则有

(１) ｒＲ(Ｘ)＝ ( ｌＲ(Ｘ∗))∗ꎻ
(２) ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ｌ(Ｒꎬ∗)(Ｘ∗)ꎮ
左 ｚｉｐ 环和右 ｚｉｐ 环的定义并不等价ꎬ然而∗￣ｚｉｐ 环的概念是左右对称的ꎮ
命题 １.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ则下列命题等价:
(１) 对于环 Ｒ 的任一非空子集 Ｘ⊆Ｒꎬ若 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ则一定存在一个有限子集 Ｙ⊆Ｘꎬ使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ
(２) 对于环 Ｒ 的任一非空子集 Ｘ⊆Ｒꎬ若 ｌ(Ｒꎬ∗) (Ｘ) ＝ ０ꎬ则一定存在一个有限子集 Ｙ⊆Ｘꎬ使得

ｌ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｌ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ则由引理 １.１ 知 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ∗)＝ ０ꎬ因此存在有限子集

Ｙ⊆Ｘ∗使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎬ于是有 ｌ(Ｒꎬ∗)(Ｙ∗)＝ ０ꎮ 又由于 Ｙ⊆Ｘ∗ꎬ因此存在有限子集 Ｙ∗⊆(Ｘ∗)∗ ＝Ｘ 使得

ｌ(Ｒꎬ∗)(Ｙ∗)＝ ０ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 类似可证ꎮ
文献[１０]中称一个环 Ｒ 是∗￣可逆环ꎬ如果对任意 ａꎬｂ∈Ｒꎬ由 ａｂ＝ ０可以推出 ｂａ∗ ＝ ０ꎮ
引理 １.２　 设 Ｒ 是一个∗￣可逆环ꎬ对于环 Ｒ 的任一非空子集 Ｘ⊆ＲꎬｒＲ(Ｘ)＝ ０当且仅当 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ
证明　 因为 Ｒ 是∗￣可逆环ꎬ所以 ｒＸ＝ ０等价于 ｒ∗Ｘ ＝ ０ꎬ也等价于 ｒＸ ＝ ｒ∗Ｘ ＝ ０ꎬ故对于环 Ｒ 的任一非空

子集 Ｘ⊆ＲꎬｒＲ(Ｘ)＝ ０当且仅当 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ
命题 １.２　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ且 Ｒ 是∗￣可逆环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｒ 是 ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Ｒ 是一个∗￣ｚｉｐ 环ꎬ任取 ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒＲ(Ｘ)＝ ０ꎬ则 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 又因为 Ｒ 是∗￣

ｚｉｐ 环ꎬ故存在一个有限子集 Ｙ⊆Ｘ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 再根据引理 １.２ 知 ｒＲ(Ｙ)＝ ０ꎬ故 Ｒ 是右 ｚｉｐ 环ꎮ 同样

可证 Ｒ 是左 ｚｉｐ 环ꎮ
充分性ꎮ 类似引理 １.２可证ꎮ
命题 １.３　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬ若 Ｒ 是有限无零因子环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 由文献[７ꎬ命题 １.１]知有限环是 ｚｉｐ 环ꎮ 又因为具有对合映射的无零因子环是∗￣可逆环ꎬ所以

根据命题 １.２ꎬ即知 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
例 １.１　 (１) 设 Ｚ 是整数环ꎬ∗是环 Ｚ 上的对合映射ꎬ则 Ｚ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
(２) 设 Ｚ２ 是模 ２的剩余类环ꎬＲ＝Ｚ２⊕Ｚ２ꎮ 做 Ｒ 上的对合映射∗:Ｚ２⊕Ｚ２→Ｚ２⊕Ｚ２ꎬ (ａꎬｂ)∗ ＝ (ａꎬ－ｂ)ꎬ

则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
以 Ｃ(Ｒ)＝ {ｘ∈Ｒ ｜ ｘｒ＝ ｒｘꎬ∀ｒ∈Ｒ}表示环 Ｒ 的中心ꎮ 称一个元素 ｒ∈Ｒ 是中心的ꎬ如果 ｒ∈Ｃ(Ｒ)ꎮ 称环

Ｒ 中的一个元素 ｅ 为投射ꎬ如果 ｅ ＝ ｅ∗ ＝ ｅ２ꎮ 称环 Ｒ 中的一个元素 ｒ 为正则元ꎬ如果 ｒ 为不是零因子的非

零元ꎮ
命题 １.４　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬｅ 是环 Ｒ 上的一个的中心正则投射元ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当

ｅＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ若 ０≠Ｘ⊆ｅＲ 使得 ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 令 Ｙ＝{ａ∈Ｒ ｜ ｅａ∈Ｘ}⊆Ｒꎬ任取ｂ∈

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ｅａ∈Ｘ 有(ｅａ)(ｅｂ)＝ ｅ(ａｂ)＝ ０ꎬ(ｅａ) (ｅｂ)∗ ＝ ｅ(ａｂ∗)＝ ０ꎬ因此 ｅｂ∈ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ即
ｅｂ＝ ０ꎮ 又由于 ｅ 是正则元ꎬ于是有 ｂ ＝ ０ꎬ因此 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 因为 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在有限子集 Ｙ０ ＝
{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ｘ０ ＝{ｅａ１ꎬｅａ２ꎬ􀆺ꎬｅａｍ}ꎬ显然 Ｘ０⊆Ｘꎮ 任取ｅｂｊ∈ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｘ０)ꎬ对任

意 ０≤ｉ≤ｍꎬ有 ａｉ(ｅｂｊ)＝ (ｅａｉ)(ｅｂｊ)＝ ０ꎬａｉ(ｅｂｊ)∗ ＝ (ｅａｉ)(ｅｂ∗ｊ )＝ ０ꎬ故有ｅｂｊ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬｂｊ ＝ ０ꎬ从而有

ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ推出 ｅＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
充分性ꎮ 设 ｅＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ且 ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 对于 Ｙ ＝ {ｅａ∈ｅＲ ｜ ａ∈Ｘ}⊆ｅＲꎬ取 ｅｂ∈

ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ａ∈Ｘꎬ有 ａ(ｅｂ)＝ (ｅａ)(ｅｂ)＝ ０ꎬａ(ｅｂ)∗ ＝(ｅａ)(ｅｂ)∗ ＝ ０ꎬ故有 ｅｂ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ从而

有 ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 由于 ｅＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ因此存在有限子集 Ｙ０ ＝ {ｅａ１ꎬｅａ２ꎬ􀆺ꎬｅａｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ
令 Ｘ０ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｘꎬ若ｂｊ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)ꎬ则对任意 ０≤ｉ≤ｍꎬ有(ｅａｉ)(ｅｂｊ)＝ ｅ(ａｉｂｊ)＝ ０ꎬ(ｅａｉ)(ｅｂｊ)∗ ＝
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ｅ(ａｉｂ∗ｊ )＝ ０ꎬ因此ｅｂｊ∈ｒ(ｅＲꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬ即 ｅｂｊ ＝ ０ꎮ 又由于 ｅ 是正则元ꎬ因此有 ｂｊ ＝ ０ꎬ从而推出 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ
Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

命题 １.５　 设 Ｒ 和 Ｓ 是 ２个环ꎬ∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬｔ 是环 Ｒ 到环 Ｓ 上的同构映射ꎬｔ(∗)＝ ｔ∗ｔ－１是
环 Ｓ 上的对合ꎬ则环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当环 Ｓ 是 ｔ(∗) ￣ｚｉｐ 环ꎮ

证明　 必要性ꎮ 设 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Ｓ 使得 ｒ(Ｓꎬｔ(∗))(Ｘ)＝ ０ꎮ 因为 ｔ 是环 Ｒ 到环 Ｓ 上的同构ꎬ所以

ｔ－１是环 Ｓ 到环 Ｒ 上的同构ꎬ故对任意的 ａ′∈Ｓꎬ存在 ａ∈Ｒ 使得 ｔ(ａ)＝ ａ′ꎬ ｔ－１(ａ′)＝ ａꎮ 令 Ｙ ＝ {ａ∈Ｒ ｜ ｔ(ａ)＝
ａ′∈Ｘ}ꎬ若 ｂ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ａ∈Ｙ 有 ａｂ ＝ ａｂ∗ ＝ ０ꎬ因此 ０ ＝ ｔ(ａｂ) ＝ ｔ( ａ) ｔ( ｂ) ＝ ａ′ｂ′ꎬ０ ＝ ｔ( ａｂ∗) ＝
ｔ(ａ) ｔ(ｂ∗)＝ ａ′(ｂ′) ｔ(∗)ꎮ 于是有 ｂ′＝ ｔ(ｂ)∈ｒ(Ｓꎬｔ(∗))(Ｘ)＝ ０ꎬ从而 ｂ＝ ０ꎬｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 由于 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ因
此存在有限非空子集 Ｙ０ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ｘ０ ＝ {ａ′１ꎬａ′２ꎬ􀆺ꎬａ′ｍ}ꎬＸ０ 是 Ｘ 的有限非

空子集ꎬ任取 ｃ′∈ｒ(Ｓꎬｔ(∗)) (Ｘ０) ＝ ０ꎬ则对任意的 ０≤ ｉ≤ｍꎬ有 ａ′ｉｃ′ ＝ ａ′ｉ( ｃ′) ｔ(∗) ＝ ０ꎬ因此有 ０ ＝ ｔ－１( ａ′ｉｃ′) ＝
ｔ－１(ａ′ｉ) ｔ

－１(ｃ′)＝ ａｉｃꎬ０＝ ｔ
－１(ａｉ(ｃ′) ｔ(∗))＝ ｔ－１(ａｉ) ｔ

－１((ｃ′) ｔ(∗) )＝ ａｉｃ∗ꎬ故 ｃ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬｃ′ ＝ ｔ(ｃ)＝ ０ꎬ从而

推出 ｒ(Ｓꎬｔ(∗))(Ｘ０)＝ ０ꎬＳ 是 ｔ(∗) ￣ｚｉｐ 环ꎮ
充分性ꎮ 设 Ｓ 是 ｔ(∗) ￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｘ) ＝ ０ꎮ 令 Ｙ ＝ { ａ′ ＝ ｔ( ａ)∈Ｓ ｜ ａ∈Ｘ}ꎬ若 ｂ′ ＝

ｔ(ｂ)∈ｒ(Ｓꎬｔ(∗))(Ｙ)ꎬ则任取 ａ′＝ ｔ(ａ)∈Ｙꎬ有 ａ′ｂ′＝ａ′(ｂ′) ｔ(∗)＝ ０ꎬ于是有 ０＝ ｔ－１(ａ′ｂ′)＝ ｔ－１(ａ′) ｔ－１(ｂ′)＝ ａｂꎬ０＝
ｔ－１(ａ′(ｂ′) ｔ(∗))＝ ｔ－１( ａ′) ｔ－１(( ｂ′) ｔ(∗) ) ＝ ａｂ∗ꎬｂ∈ ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ所以有 ｂ′ ＝ ０ꎬｒ(Ｓꎬｔ(∗) (Ｙ) ＝ ０ꎮ 由于 Ｓ 是

ｔ(∗) ￣ｚｉｐ 环ꎬ因此存在 Ｙ 的有限非空子集 Ｙ０ ＝{ａ′１ꎬａ′２ꎬ􀆺ꎬａ′ｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｓꎬｔ(∗))(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ｘ０ ＝ {ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬ
ａｍ}ꎬ显然 Ｘ０ 是 Ｘ 的有限非空子集ꎮ 若 ｃ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｘ０)＝ ０ꎬ则对任意的 ０≤ｉ≤ｍꎬ有 ａｉｃ ＝ ａｉｃ∗ ＝ ０ꎬ从而 ０ ＝
ｔ(ａｉｃ)＝ ｔ(ａｉ) ｔ(ｃ)＝ ａ′ｉｃ′ꎬ０＝ ｔ(ａｉｃ∗)＝ ｔ(ａｉ) ｔ(ｃ∗)＝ ａ′ｉ(ｃ′) ｔ(∗)ꎬ故 ｃ′∈ｒ(Ｓꎬｔ(∗)) (Ｙ０)＝ ０ꎬｃ ＝ ｔ

－１(ｃ′)＝ ０ꎮ 由此

知ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
称一个对合环(Ｒꎬ∗)是一个交换环 Ｓ 上的∗￣代数[８]ꎬ如果 Ｒ 是 Ｓ 上的代数ꎬＳ 是具有对合∗１:ｓ→ｓ∗的

环ꎬ且满足(ｓｘ)∗ ＝ ｓ∗１ｘ∗ꎬ其中 ｓ∈Ｓꎬｘ∈Ｒꎮ 我们用 Ｄ ＝Ｒ×Ｓ 表示 Ｒ 通过 Ｓ 的 Ｄｏｒｒｏｈ 扩张ꎬ其中加法运算就

是按分量相加ꎬ乘法运算为(ｒ１ꎬｓ１)(ｒ２ꎬｓ２)＝ (ｒ１ｒ２＋ｓ１ｒ２＋ｓ２ｒ１ꎬｓ１ｓ２)ꎬ其中ｓｉ∈Ｓꎬｒｉ∈Ｒꎮ 在 Ｄｏｒｒｏｈ 扩张环 Ｄ ＝

Ｒ×Ｓ 上定义∗:Ｄ→Ｄꎬ(ｒꎬｓ)∗ ＝(ｒ∗ꎬｓ∗１)ꎬ易知∗是 Ｄ 上的一个对合映射ꎮ
命题 １.６　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬＲ 是一个交换环且２－１∈Ｒꎬ若 Ｒ 通过 Ｒ 的 Ｄｏｒｒｏｈ 扩张 Ｄ 是∗￣ｚｉｐ

环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 设 Ｄ＝Ｄ(ＲꎬＲ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 令 Ｙ＝ {(ｘꎬｘ) ｜ ｘ∈Ｘ}⊆Ｄꎬ若(ａꎬｂ)∈

ｒ(Ｄꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ｘ∈Ｘ 有(ｘꎬｘ) (ａꎬｂ) ＝ ( ｘꎬｘ) (ａꎬｂ)∗ ＝ ０ꎬ因此有( ｘａ＋ｘａ＋ｂｘꎬｘｂ) ＝ ( ｘａ∗ ＋ｘａ∗ ＋ｂ∗ ｘꎬ
ｘｂ∗)＝ ０ꎬ故有 ２ｘａ＋ｂｘ＝ ０ꎬ２ｘａ∗＋ｂ∗ｘ＝ ０ꎬｘｂ＝ ｘｂ∗ ＝ ０ꎮ 这样就有 ｂ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ于是有 ｂ ＝ ０ꎬ２ｘａ ＝ ２ｘａ∗ ＝

０ꎮ 因为２－１∈Ｒꎬ所以有 ａ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ推出 ｒ(Ｄꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 又因为 Ｄ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在 Ｙ 的有限子集

Ｙ０ ＝{(ｘ１ꎬｘ１)ꎬ( ｘ２ꎬｘ２)ꎬ􀆺ꎬ( ｘｍꎬｘｍ)}使得 ｒ(Ｄꎬ∗) (Ｙ０) ＝ ０ꎮ 取 Ｘ 的有限子集 Ｘ０ ＝ { ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｍ}ꎬ若 ｃ∈

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)ꎬ则有(ｘｉꎬｘｉ)(ｃꎬ０)＝ (２ｘｉｃꎬ０)＝ ０ꎬ(ｘｉꎬｘｉ)(ｃꎬ０)∗ ＝(２ｘｉｃ∗ꎬ０)＝ ０ꎬ从而有(ｃꎬ０)∈ｒ(Ｄꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬ
ｃ＝ ０和 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ从而推出 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ故 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

对于一个∗￣环 Ｒꎬ设 Δ 是环 Ｒ 中所有中心正则元组成的乘法封闭子集ꎬ则可以在环 Δ－１Ｒ＝{ｕ－１ａ ｜ ｕ∈Δꎬ
ａ∈Ｒ}上定义一个映射∗:Δ－１Ｒ→Δ－１Ｒꎬ(ｕ－１ａ)∗ ＝ｕ－１ａ∗ꎬ易见∗是环 Δ－１Ｒ 上的一个对合映射ꎮ

命题 １.７　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Δ－１Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Δ－１Ｒ 使得 ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 取 Ｙ＝ {ａ∈Ｒ ｜ ｕ－１ａ∈Ｘ}ꎬ如果 ｂ∈

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则有 Ｙｂ ＝ Ｙｂ∗ ＝ ０ꎬ故 Ｘｂ ＝ Ｘｂ∗ ＝ ０ꎮ 任取 ｕ∈Δꎬ则有 Ｘ ( ｕ－１ ｂ) ＝ Ｘ ( ｕ－１ ｂ)∗ ＝ ０ꎬ因此ｕ－１ｂ∈
ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 因为 ｕ 是正则元ꎬ所以 ｂ＝ ０ꎬ从而推出 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 又由于 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ因此存在有限

子集 Ｙ０ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬ且存在 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｍ∈Ｘ 使得 αｉ ＝ ｕ
－１
ｉ ａｉꎬ其中ｕｉ∈Δꎬ对任意

的１≤ｉ≤ｍꎮ 取 Ｘ 的非空有限子集 Ｘ０ ＝{α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｍ}ꎬ任取 β ＝ ｖ－１ｃ∈ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗) (Ｘ０)ꎬ对任意的 １≤ｉ≤ｍꎬ有

αｉ β＝ｕ
－１
ｉ ａｉｖ

－１ｃ＝ ０ꎬαｉ β∗ ＝ ｕ
－１
ｉ ａｉｖ

－１ ｃ∗ ＝ ０ꎬ从而推出 ａｉｃ ＝ ａｉｃ∗ ＝ ０ꎬ故 ｃ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｙ０) ＝ ０ꎬ β ＝ ０ꎮ 由此可知

ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ这证明了 Δ－１Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
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充分性ꎮ 设 Δ－１Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 令 Ｙ ＝ {ｕ－１ａ∈Δ－１Ｒ ｜ ａ∈Ｘꎬｕ∈Δ}ꎬ若 β ＝

ｖ－１ｂ∈ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ｕ－１ａ∈Ｙ 有 ｕ－１ａβ＝ｕ－１ａｖ－１ｂ＝ ０ꎬｕ－１ａ β∗ ＝ｕ－１ａｖ－１ｂ∗ ＝ ０ꎬ从而有 ａｂ＝ａｂ∗ ＝ ０ꎬｂ∈

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 由此知 β＝ ０ꎬｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 又因为 Δ－１Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在 Ｙ 的有限子集 Ｙ０ ＝ {α１ꎬα２ꎬ
􀆺ꎬαｍ}使得 ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ｘ０ ＝ {ａｉ ｜ αｉ ＝ ｕ

－１ａｉ∈Ｙ０ꎬ１≤ｉ≤ｍ}ꎬ如果 ｃ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｘ０)ꎬ则 Ｘ０ｃ ＝Ｘ０ｃ∗ ＝ ０ꎬ

Ｙ０ｃ＝Ｙ０ｃ∗ ＝ ０ꎮ 于是对任意 ｗ∈Δ 有 Ｙ０(ｗ
－１ｃ)＝ Ｙ０(ｗ

－１ｃ)∗ ＝ ０ꎬ从而 ｗ－１ｃ∈ｒ(Δ－１Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 由于 ｗ 是正则

元ꎬ所以 ｃ＝ ０ꎬ这推出 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ故 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

２　 ∗￣ｚｉｐ 环的扩张

设 Ｒ 是一个环ꎬ令 Ｍｎ(Ｒ)表示 Ｒ 上的 ｎ×ｎ 阶全矩阵环ꎬＴｎ(Ｒ)表示 Ｒ 上的 ｎ 阶上三角矩阵环ꎬ记

Ｄｎ(Ｒ)＝

ａ ａ１２ ａ１３ 􀆺 ａ１ｎ
０ ａ ａ２３ 􀆺 ａ２ｎ
０ ０ ａ 􀆺 ａ３ｎ
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ ０ 􀆺 ａ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ａꎬａｉｊ∈Ｒꎬ１≤ｉ≤ｎ－１ꎬ２≤ｊ≤ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ꎬ

(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ)＝

ａ１ ａ２ ａ３ 􀆺 ａｎ

０ ａ１ ａ２ 􀆺 ａｎ－１

０ ０ ａ１ 􀆺 ａｎ－２

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ ０ 􀆺 ａ１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

而 Ｖｎ(Ｒ)＝ {(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ) ｜ ａｉ∈Ｒꎬ１≤ｉ≤ｎ}ꎮ

对于环 Ｒ 上的任意对合∗ꎬ我们可以将其扩展到环 Ｖｎ(Ｒ)上的映射∗:Ｖｎ(Ｒ)→Ｖｎ(Ｒ)ꎬ(ａｉｊ)∗ ＝ (ａ∗ｉｊ )ꎬ

显然∗是环 Ｖｎ(Ｒ)上的一个对合ꎮ

定理 ２.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬｎ∈Ｎ 且 ｎ≥２ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｖｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

证明　 充分性ꎮ 设 Ｖｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ任取 ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 对于 Ｙ＝{(ａꎬａꎬ􀆺ꎬａ) ｜ ａ∈Ｒ}⊆

Ｖｎ(Ｒ)ꎬ任取 Ｂ ＝ {(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ) ｜ ｂｉ∈Ｒꎬ１≤ｉ≤ｎ}∈ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗) (Ｙ)ꎬ有 ＹＢ ＝ ＹＢ∗ ＝ ０ꎮ 于是对任意 ａ∈Ｘꎬ有
(ａꎬａꎬ􀆺ꎬａ)(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ)＝ ０ꎬ故对任意的 １≤ｊ≤ｎꎬ有 ａｂｊ ＝ ａｂ∗ｊ ＝ ０ꎬｂｊ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｘ)＝ ０ꎬ因而ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗)(Ｙ)＝

０ꎮ 又因为 Ｖｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在有限子集 Ｙ０ ＝ {(ａ１ꎬａ１ꎬ􀆺ꎬａ１)ꎬ(ａ２ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａ２)ꎬ􀆺ꎬ(ａｍꎬａｍꎬ􀆺ꎬａｍ)}
使得 ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ｘ０ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｘꎬ任取 ｂ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｘ０)ꎬ则有(ａｉꎬａｉꎬ􀆺ꎬａｉ) (０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)＝

(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬａｉｂ)＝ ０ꎬ(ａｉꎬａｉꎬ􀆺ꎬａｉ)(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)∗ ＝(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬａｉｂ∗)＝ ０ꎮ 于是有(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)∈ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗) (Ｙ０)＝ ０ꎬ
从而 ｂ＝ ０ꎬ故 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬＲ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

必要性ꎮ 设 Ｒ 是一个∗￣ｚｉｐ 环ꎬ任取 ０≠Ｘ⊆Ｖｎ(Ｒ)使得 ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ令

Ｙ＝ ａｉ∈Ｒ

ａｉ ａｉ２ 􀆺 ａｉｎ

０ ａｉ 􀆺 ａｉ(ｎ－１)

⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ａｉ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

∈Ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

ꎬ

显然 Ｙ⊆Ｒꎮ 如果 ｂ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意(ａｉꎬａｉ２ꎬ􀆺ꎬａｉｎ)∈Ｘꎬ有(ａｉꎬａｉ２ꎬ􀆺ꎬａｉｎ)(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)＝ (０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬａｉｂ)＝

０ꎬ(ａｉꎬａｉ２ꎬ􀆺ꎬａｉｎ)(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)
∗ ＝ (０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬａｉｂ∗) ＝ ０ꎬ因此有(０ꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂ)∈ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗)(Ｘ) ＝ ０ꎬｂ ＝ ０ꎬ于是有

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 由于 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ因此存在有限子集 Ｙ０ ＝ {ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ}⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令 Ａｋ ＝
(ａｋꎬａｋ２ꎬ􀆺ꎬａｋｎ)∈Ｘꎬ其中 １≤ｋ≤ｍꎬ取 Ｘ０ ＝{Ａｋ ｜ １≤ｋ≤ｍ}⊆Ｘꎬ若 Ｂ ＝ (ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ)∈ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗) (Ｘ０)ꎬ则对

任意的 １≤ｋ≤ｍꎬ有 ＡｋＢ＝ＡｋＢ∗ ＝ ０ꎬ即
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ａｋｂ１ ＝ ０ꎬ (１)
ａｋｂ２＋ａｋ２ｂ１ ＝ ０ꎬ (２)

ａｋｂ３＋ａｋ２ｂ２＋ａｋ３ｂ１ ＝ ０ꎬ (３)
⋮

ａｋｂｎ－１＋ａｋ２ｂｎ－２＋􀆺＋ａｋ(ｎ－１)ｂ１ ＝ ０ꎬ (ｎ－１)
ａｋｂｎ＋ａｋ２ｂｎ－１＋􀆺＋ａｋｎｂ１ ＝ ０ꎬ (ｎ)

ａｋｂ∗１ ＝ ０ꎬ (１′)
ａｋｂ∗２ ＋ａｋ２ｂ∗１ ＝ ０ꎬ (２′)

ａｋｂ∗３ ＋ａｋ２ｂ∗２ ＋ａｋ３ｂ∗１ ＝ ０ꎬ (３′)
⋮

ａｋｂ∗ｎ－１＋ａｋ２ｂ∗ｎ－２＋􀆺＋ａｋ(ｎ－１)ｂ∗１ ＝ ０ꎬ ((ｎ－１) ′)
ａｋｂ∗ｎ ＋ａｋ２ｂ∗ｎ－１＋􀆺＋ａｋｎｂ∗１ ＝ ０ꎮ (ｎ′)

因为对任意 １≤ｋ≤ｍꎬ有 ａｋｂ１ ＝ａｋｂ∗１ ＝ ０ꎬ所以 ｂ１ꎬｂ∗１ ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｙ０)＝ ０ꎮ 这样式(２)和式(２′)可以分别化

简为 ａｋｂ２ ＝ ０ꎬａｋｂ∗２ ＝ ０ꎬ故 ｂ２ꎬｂ∗２ ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎬ因此由式(３)和式(３′)知对任意 １≤ｋ≤ｍꎬ有 ａｋｂ３ ＝ ａｋｂ∗３ ＝
０ꎬ所以 ｂ３ꎬｂ∗３ ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 重复上述过程ꎬ对所有 １≤ｋ≤ｍꎬ１≤ｊ≤ｎ 有 ａｋｂｊ ＝ａｋｂ∗ｊ ＝ ０ꎮ 于是可得 Ｂ＝ ０ꎬ

因而有 ｒ(Ｖｎ(Ｒ)ꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬＶｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
给定环 Ｒ 和一个双模ＲＭＲꎬ称环 Ｔ(ＲꎬＭ)＝ Ｒ⊕Ｍ 是 Ｒ 通过 Ｍ 的平凡扩张ꎬ其中加法定义为( ｒ１ꎬｍ１) ＋

(ｒ２ꎬｍ２)＝ ( ｒ１ ＋ ｒ２ꎬｍ１ ＋ｍ２ )ꎬ乘法定义为 ( ｒ１ꎬｍ１ ) ( ｒ２ꎬｍ２ ) ＝ ( ｒ１ｒ２ꎬ ｒ１ｍ２ ＋ｍ１ｒ２ )ꎮ Ｔ (ＲꎬＭ)与所有形如

ｒ ｍ
０ ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的矩阵构成的环同构ꎬ其中 ｒ∈Ｒꎬｍ∈Ｍꎮ 对于环 Ｒ 的任意对合∗ꎬ定义∗:

ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∗

＝
ａ∗ ｂ∗

０ ａ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则

∗是 Ｔ(ＲꎬＲ)上的一个对合ꎮ
推论 ２.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当平凡扩张 Ｔ(ＲꎬＲ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

证明　 因为 Ｔ(ＲꎬＲ)≅Ｖ２(Ｒ)＝
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａꎬｂ∈Ｒ{ } ꎬ故由定理 ２.１ 知 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｔ(ＲꎬＲ)是

∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
推论 ２.２　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合映射ꎬｎ 是自然数且 ｎ≥２ꎬ则 Ｒ[ｘ] / ‹ｘｎ›是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｒ 是

∗￣ｚｉｐ 环ꎬ其中‹ｘｎ›是由 ｘｎ 生成的 Ｒ[ｘ]的理想ꎮ

证明 　 因为 Ｒ [ ｘ] / ‹ ｘｎ › ≅Ｖｎ (Ｒ) ＝

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｎ

０ ａ１ 􀆺 ａｎ－１

⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ａ１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ∈Ｒ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

ꎬ所以由定理 ２. １ 即知

Ｒ[ｘ] / ‹ｘｎ›是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬ做 Ｍｎ(Ｒ)上的一个映射∗:Ｍｎ (Ｒ)→Ｍｎ(Ｒ)ꎬ( ａｉｊ)∗ ＝ ( ａ∗ｉｊ ) Ｔꎬ显然∗是

Ｍｎ(Ｒ)上的一个对合ꎮ

命题 ２.１　 设∗是环 Ｒ 上的一个对合ꎬ若 Ｍｎ(Ｒ)是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 类似地ꎬ定理 ２.１充分性可证ꎮ

称一个环 Ｒ 是 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环[１１]ꎬ如果对任意的 ｆ(ｘ)＝∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｘｉꎬ ｇ(ｘ)＝∑

ｎ

ｊ ＝０
ｂｊｘｊ∈Ｒ[ｘ]ꎬ由 ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)＝ ０

可以推出 ａｉｂｊ ＝ ０ꎬ其中 ０≤ｉ≤ｍꎬ０≤ｊ≤ｎꎮ

设 Ｒ 是一个环ꎬ∗是环 Ｒ 的一个对合ꎬＲ[ｘ]是环 Ｒ 上的多项式环ꎬ做 Ｒ[ ｘ]上的诱导映射∗:对任意

ｆ(ｘ)＝∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｘｉꎬ( ｆ(ｘ))∗ ＝∑

ｍ

ｉ ＝０
ａ∗ｉ ｘｉꎬ显然∗是 Ｒ[ｘ]上的一个对合映射ꎬ仍把∗记为∗ꎮ 我们用 Ｒ[ｘꎬｘ－１]来

表示系数环为 Ｒ 的 Ｌａｕｒｅｎｔ 多项式环ꎬ其中元素是形如 ｆ(ｘ)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ｋ
ａｉｘｉ 的多项式ꎬａｉ∈Ｒꎬｋꎬｍ∈Ｚ(未必是正整
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数)ꎬ加法和乘法运算为普通多项式加法与乘法ꎬ显然多项式环是 Ｌａｕｒｅｎｔ 多项式环的子环ꎮ 类似地ꎬ可以定

义 Ｒ[ｘꎬｘ－１]上的相应诱导对合映射ꎮ
对于任意 ｆ(ｘ)∈Ｒ[ｘ]ꎬ用 Ｃｆ 表示 ｆ(ｘ)的所有系数的集合ꎮ
定理 ２.２　 设环 Ｒ 是一个 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ则环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当环 Ｒ[ｘ]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ若 ０≠Ｘ⊆Ｒ[ｘ]使得 ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ我们令 Ｙ ＝ {ａ ｜ ａ∈Ｃｆꎬｆ(ｘ)∈

Ｘ}⊆Ｒꎮ 如果 ａ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ｂ∈Ｙ 有 ｂａ ＝ ｂａ∗ ＝ ０ꎬ因此对任意 ｆ(ｘ)∈Ｘ 有 ｆ(ｘ)ａ ＝ ｆ(ｘ)ａ∗ ＝ ０ꎬ故
ａ∈ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ从而有 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 因为 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在有限子集 Ｙ０⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ
对任意 ａ∈Ｙ０ꎬ取定一个多项式 ｇａ(ｘ)∈Ｘ(存在ꎬ可能不止一个)使得 ａ∈Ｃｇａꎮ 令 Ｘ０ 是这些取定的ｇａ∈Ｘ 的

集合ꎬ则 Ｘ０ 是 Ｘ 的有限非空子集ꎮ 再令 Ｙ１ ＝ { ｂ ｜ ｂ∈Ｃｇａ ｜ ｇａ( ｘ)∈Ｘ０}ꎬ由于 Ｙ０⊆Ｙ１ꎬ因此 ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｙ１)⊆

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 若 ｆ(ｘ)＝∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｘｉ∈ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(ｘ０)ꎬ则对任意 ｇ(ｘ)＝∑

ｎ

ｊ ＝０
ｂｊｘｊ∈Ｘ０ꎬ有ｇ(ｘ) ｆ(ｘ)＝ ０ꎮ 又因为 Ｒ

是 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ故有 ｂｊａｉ ＝ ｂｊａ∗ｉ ＝ ０ꎬ对任意的 ０≤ ｉ≤ｍꎬ０≤ ｊ≤ｎꎬ于是有ａｉ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｙ１) ＝ ０ꎬ ｆ( ｘ) ＝ ０ꎬ
ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎮ 这证明了 Ｒ[ｘ]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

充分性ꎮ 设环 Ｒ[ｘ]是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ若 ０≠Ｘ⊆Ｒ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 因为 Ｘ⊆Ｒ[ｘ]ꎬ若 ｆ(ｘ)＝∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｘｉ ∈

ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ)ꎬ则对任意 ｂ∈ Ｘꎬ有 ｂｆ(ｘ) ＝ｂａ０ ＋ ｂａ１ｘ ＋􀆺 ＋ ｂａｍｘｍ ＝ ０ꎬｂｆ∗(ｘ) ＝ｂａ∗０ ＋ ｂａ∗１ ｘ ＋􀆺 ＋ ｂａ∗ｍ ｘｍ ＝
０ꎬ从而对任意的 ０ ≤ ｉ ≤ ｍ 有 ｂａｉ ＝ ｂａ∗ｉ ＝ ０ꎬ所以也有 ａｉ ∈ ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ) ＝ ０ꎬ因此可得 ｆ(ｘ) ＝ ０ 和

ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ) ＝ ０ꎮ 因为 Ｒ[ｘ] 是 ∗￣ｚｉｐ 环ꎬ 所以存在有限子集 Ｘ０ ⊆ Ｘ 使得 ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ０) ＝ ０ꎬ 推出

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ０) ＝ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ０) ∩ Ｒ ＝ ０ꎬ故 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
推论 ２.３　 设环 Ｒ 是一个约化环ꎬ则环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当环 Ｒ[ｘ] 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
推论 ２.４　 设环 Ｒ 是一个 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ则下列命题等价:
(１) 环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎻ
(２) 环 Ｒ[ｘ] 是∗￣ｚｉｐ 环ꎻ
(３) 环 Ｒ[ｘꎬｘ－１] 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明 　 (１)⇔(２) 由定理 ２.２得证ꎮ
(２)⇔(３)ꎮ 设环 Ｒ[ｘ] 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ令 Δ ＝ {１ꎬｘꎬｘ２ꎬ􀆺}ꎬ则 Δ 是 Ｒ[ｘ] 的中心正则封闭子集ꎮ 又因为

Ｒ[ｘꎻｘ－１] ＝Δ －１Ｒ[ｘ]ꎬ由命题 １.７知 Ｒ[ｘꎬｘ－１] 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
设 Ｒ 是一个环ꎬ∗是环 Ｒ 上的对合映射ꎬ我们称 Ｒ[ｘꎻ∗] 是系数环为 Ｒ 的∗￣斜多项式环ꎬ其中元素是

形如 ｆ(ｘ) ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉｘｉ 的多项式ꎬ加法为普通多项式加法ꎬ但乘法服从 ｘａ＝ａ∗ｘꎮ 对于上述环 Ｒꎬ可以发现对于任

意 ａꎬｂ∈Ｒꎬ有 ｘ(ａｂ)＝ (ａｂ)∗ｘ＝(ｂ∗ａ∗)ｘ＝ｂ∗(ａ∗ｘ)＝ ｂ∗(ｘａ)＝ (ｂ∗ｘ)ａ ＝ (ｘｂ)ａ ＝ ｘ(ｂａ)ꎬ这意味着环 Ｒ 必

须是交换的ꎮ

称环 Ｒ 是∗￣斜 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环[１２]ꎬ如果对任意的 ｆ ( ｘ) ＝ ∑
ｍ

ｉ
ａｉｘｉꎬ ｇ ( ｘ) ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ｂｉｘｊ∈Ｒ [ ｘꎻ∗]ꎬ由

ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)＝ ０可以推出 ａｉｂｊ ＝ ０ꎬｉ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ􀆺ꎬａｉｂ∗ｊ ＝ ０ꎬｉ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎬ􀆺ꎬ其中 ０≤ｊ≤ｎꎮ
设∗是环 Ｒ 上的对合ꎬ取 ａ∈Ｒꎬ用 ｄｍ(ａ)来表示元素 ａ 做 ｍ 次对合映射ꎬ例如 ｄ２(ａ) ＝ (ａ∗)∗ ＝ ａꎬ

ｄ３(ａ)＝ ((ａ∗)∗)∗ ＝ａ∗ꎮ
定理 ２.３　 设 Ｒ 是一个∗￣斜 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当 Ｒ[ｘꎻ∗]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设环 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ０≠Ｘ⊆Ｒ[ｘꎻ∗]使得 ｒ(Ｒ[ｘꎻ∗]ꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎮ 令 Ｙ ＝ {ａ ｜ ａ∈Ｃｆꎬｆ(ｘ)∈

Ｘ}⊆Ｒꎬ如果 ａ∈ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)ꎬ则对任意 ｂ∈Ｙꎬ有 ｂａ ＝ ｂａ∗ ＝ ０ꎬ因此对任意 ｆ(ｘ)＝ ｂ０＋ｂ１ｘ＋ｂ２ｘ２＋􀆺＋ｂｎｘｎ∈Ｘꎬ有
ｆ(ｘ)ａ＝ｂ０ａ＋ｂ１ａ∗ｘ ＋ｂ２ａｘ２ ＋􀆺＋ｂｎｄｎ( ａ) ｘｎ ＝ ０ꎬ ｆ( ｘ) ａ∗ ＝ ｂ０ａ∗ ＋ｂ１ａｘ ＋ｂ２ａ∗ｘ２ ＋􀆺＋ｂｎｄｎ＋１( ａ) ｘｎ ＝ ０ 和 ａ∈
ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎬ从而有 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ)＝ ０ꎮ 因为 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ所以存在有限子集 Ｙ０⊆Ｙ 使得 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 令

Ｘ０ ＝{ｇａ(ｘ) ｜对任意的 ａ∈Ｙ０ꎬ取定一个 ｇａ(ｘ)∈Ｘ 使得 ａ∈Ｃｇａ}ꎬＸ０ 是 Ｘ 的一个有限非空子集ꎮ 再令 Ｙ１ ＝

{ｂ ｜ ｂ∈ｃｇａꎬｇａ(ｘ)∈Ｘ０}ꎬ由于 Ｙ０⊆Ｙ１ꎬ因此 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ１)⊆ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｙ０)＝ ０ꎮ 若 ｆ(ｘ)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｘｉ∈ｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗) (Ｘ０)ꎬ则
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对任意 ｇ( ｘ) ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝０
ｂｉｘｊ∈Ｘ０ꎬ有 ｇ( ｘ) ｆ( ｘ) ＝ ｇ( ｘ) ｆ∗( ｘ) ＝ ０ꎮ 又因为 Ｒ 是一个∗￣斜 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ 环ꎬ由

ｇ(ｘ) ｆ(ｘ)＝ ０知 ｂｊａｉ ＝ ０ꎬｉ ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｂｊａ∗ｉ ＝ ０ꎬｉ ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎬ􀆺ꎮ 由 ｇ( ｘ) ｆ( ｘ)∗ ＝ ０ 知 ｂｊａ∗ｉ ＝ ０ꎬｉ ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ􀆺ꎬ
ｂｊａｉ ＝ ０ꎬｉ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎬ􀆺ꎮ 综上有 ｂｊａｉ ＝ ｂｊａ∗ｉ ＝ ０ꎬ对任意的 ０≤ ｉ≤ｍꎬ０≤ ｊ≤ｎꎬ于是有ａｉ∈ｒ(Ｒꎬ∗) (Ｙ１) ＝ ０ꎬ故
ｆ(ｘ)＝ ０ꎬｒ(Ｒ[ｘ]ꎬ∗)(Ｘ０)＝ ０ꎬ证明了 Ｒ[ｘꎻ∗]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

充分性ꎮ 类似定理 ２.２的充分性证明可证ꎮ
推论 ２.５　 设环 Ｒ 是一个∗￣ｒｉｇｉｄ 环ꎬ则 Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环当且仅当环 Ｒ[ｘꎻ∗]是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
最后给出例子说明:一般地ꎬ∗￣ｚｉｐ 环的直积和直和未必是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ

例 ２.１　 设 Ｚ 是整数环ꎬ∗:Ｚ→Ｚꎬａ∗ ＝ －ａꎮ 显然∗是环 Ｚ 上的对合映射ꎬＺ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ 设 Ｒ ＝∏
∞

ｉ ＝１
Ｚꎬ

定义∗:∏
∞

ｉ ＝１
Ｚ→∏

∞

ｉ ＝１
Ｚꎬ(ａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬ􀆺)∗ ＝ (ａ∗１ ꎬａ∗２ ꎬａ∗３ ꎬ􀆺)＝ (－ａ１ꎬ－ａ２ꎬ－ａ３ꎬ􀆺)ꎬ则∗是 Ｒ 上的一个对合ꎮ

再令 ｅ＝(１ꎬ０ꎬ０ꎬ􀆺)ꎬ则有 Ｒ＝ ｅＲ⊕(１－ｅ)Ｒꎬ且 ｅＲ 和(１－ｅ)Ｒ 是∗￣ｚｉｐ 环ꎬ然而环 Ｒ 并不是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ 这是因

为ꎬ对于子集 Ｘ＝{(１ꎬ０ꎬ０ꎬ􀆺)ꎬ(０ꎬ１ꎬ０ꎬ􀆺)ꎬ􀆺}⊆Ｒꎬ显然 ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)＝ ０ꎻ但对于 Ｘ 的任意有限子集 Ｘ０ꎬ有

ｒ(Ｒꎬ∗)(Ｘ)≠０ꎬ因而 Ｒ 不是∗￣ｚｉｐ 环ꎮ
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